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Ordre de convergence pour des eéquations aux
dérivées d’ordre impair arbitraire en espace

| e

MATHEMATIQUES
ORSAY

1 Equations étudiées et
notations

1.1 Introduction

Equation Nous nous intéressons au probleme de Cauchy formé d’'une
EDP linéaire avec des dérivées d’ordre un en temps et d’ordre impair
arbitraire en espace munie de la donnée initiale wuy.

(1)

U|t:0 = Uy.

{ﬁtu(t , ) + 0Py (t,z) =0,

Objectif (Quantifier 'erreur de convergence des schémas numériques
aux différences finies en fonction de la régularité de la donnée initiale.

Cas particuliers
—p = 0 équation de transport Owu(t, ) + Oyu(t,x) =0,
—p =1 équation d’Airy du(t,z) + du(t,z) = 0.

1.2 Schémas numeériques utilisés

Le pas de temps et celui d’espace sont pris uniformes en 5 € Z et
n € [0, NJ.

Discrétisation de la donnée
t" = nAt initiale
}At 1 Lj+1

- 0
~ T, = 1Ax U: = ——
7= J Az

Ax

up(x)dz,
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2 Aq2r+1 - A2+l

Erreur de convergence

2 Donnée initiale réguliere

2.1 Stabilité

P pair

p=0 p#0

(équation de transport)
stable

0> 5+ 2At
Stable

1 A 1 -
0 >5— 5Ay 0> 5 — Smrtag instable

schéma stable stable stable
centré 92% 92% 92%

P 1mpair

stable

2p+1
instable 0 > % _ (ax)?”

N R ARYAN
stable
(Ax)Zp—i—l

décentré

a droite

décentré

a gauche

Sans CQFL :
P _
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Equation d’Airy, (p = 1), schéma décentré a droite.

Avec CFL : C,, =
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2.2 Consistance : e?

f-schéma décentré (a droite ou a gauche)

Ap+2 2p+2
1€ iz < At uol 2wy + Al “uol | L2(r)

f-schéma centré o
||6"||z2 < Atf|0PT uol| £2(w)

211 a2p+3
+ Az7]|0y uol| 2wy
2.3 Convergence pour une donnée initiale suffi-
samment réguliere

Théoreme 1. Supposons que uy € P Jr2( R) (ou uy € H)R) si
= 0), alors pour tout j € Z et n € [0, N]

(

f-schéma décentré (a droite ou a gauche)

n
Il

n

dp+2 op+2
S A0z ol | 2wy + Azl10z" uol| 2w

f-schéma centré

n
el

n

1p+2 2p+3
S A0 “uoll 2wy + Az 1027 uol| L2 (R

3 Donnée initiale peu réguliere

3.1 Approximation par noyau régularisant

Soient m la régularité de ug (i.e ug € H™(R)) et (¢), une famille de
noyaux de régularisation ayant leurs 2m — 1 premiers moments nuls.

Lemme 1. 5% uy € H™(R) alors ug = ug x ¢ approche vy dans
H*R) a lordre €% :

lwo — wollgsmy < €7 luol| gm(w)-

Lemme 2. Soit (k,m) € N° avec k > m et ug € H™(R), alors

- 1
w10l L2 m)

m

k
Oz ufllL2r)y < V21105 uol| 12

3.2 Résultat principal

Théoréeme 2. Soit uyg € HI'(R) avec 0 < m, alors 'erreur de
convergence est majorée par

P pair
p=0 p#0

équation de transport

P 1mpair

min(m,2)

décentré At 2

min(m,2)

a droite + Az 2

in(m, min(m,4p+2)
décentre At~ 2 At A2
min(m,2p+2)

-+ Ax 2p+2

a gauche Axr~ 2

min(m,2) min(m,4p+2) min(m,4p+2)

schéma At 2 At 42 At~ 42
) 2min(m,3) Zmin(m,2p+3) 2min(m,2p+3)
centreé +  Azx® 3 + AxT 23 + A w3

3.3 Schéma de Crank-Nicholson, 0 = %

P pair
p=0 p#0
équation de transport

P Impair

, , 2min(m,3) 2min(m,6p+3)
décentré At 3 At 6p+3
min(m,2) min(2p+2,m)

a droite +Ax 2 +Ax 22

min(m,3) min(m,6p+3)
27 AtQ 6p+3
min(m,2) min(2p+2,m)

a gauche +Azx™ 2 +Ax 22

décentré

min(m,3) min(m,6p+3) min(m,6p+3)
275 AtQ 6p+3 AtQ 6p+3
, omin(3,m) min(2p+3,m) min(2p+3,m)
centré +Ax® 3 + A" 243 LAY 2t3

schéma
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3.4 En fonction de Az seulement

szp—l—l

Lorsque la CFL est vérifice : At = 5% les résultats

précédents deviennent

P pair
p=0 P Impair
équation de transport

) ) min(m,2) min(m,2p+2)
décentré A Ax  2v+2

a droite

min(m,2p+2)
AZE 2p+-2

décentré
a gauche

, min(m,2p+3) min(m,2p+3)
schéma Az~ w3 | Ag” 23

centré

4 Reésultats numeériques

4.1 Equation de transport
Schéma décentré a gauche, 0 = % et At = Ax

Ordre numérique : Ordre numérique : Ordre numérique :

0.964 0.504 0.061

(1 en théorie) (% en théorie) (0 en théorie)

=

uo(x) = cos(27x)

/ -

uq : fonction
indicatrice

uq : fonction chapeau

Schéma centré, 0 = % et At = Ax

Ordre numérique : 0.660

Ordre numérique : 1.964
(% en théorie)

(2 en theorle)

uo(x) = cos(2mx) ug : fonction chapeau

4.2 Equation d’Airy
Schéma décentré a droite, At = Az et ug(x) = cos(2mx)

Ordre numérique : 0.986
(1 en théorie)

Ordre numeérique : 0.978
(1 en théorie)

T T
* *
*

0=1

Schéma centré, At = Az et ug(x) = cos(2mx)

Ordre numeérique : 1.989
(2 en théorie)

/

Ordre numeérique : 0.969
(1 en theorle)
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