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Introduction

Le but de ce mémoire est de montrer le théorème énoncé page 58 :

Théorème. Pour M un C-module libre de dimension d, on a l'équivalence de catégories

Sym(M (1)) -Mod ≅ FId -Mod ∶= Fonct ( FId,C -Mod ),

où le terme de gauche est la catégorie des modules sur une algèbre commutative tordue Sym(M (1)), et
le terme de droite est la catégorie des foncteurs sur la catégorie FId.

Avant de s'attaquer à cette équivalence, il faut en comprendre les termes, et en particulier le pre-
mier. Dans ce mémoire, on s'intéressera donc aux algèbres commutatives tordues, en faisant un tour des
dé�nitions et des propriétés de base de cet objet mathématique. On peut déjà donner sa dé�nition :

Dé�nition. Une algèbre commutative tordue est un monoïde (aussi appelé algèbre) commutatif dans la
catégorie monoïdale symétrique

( Σ -Mod,⊗,C(0), τ ),

où Σ est la catégorie des ensembles �nis et des bijections.

Cette dé�nition nous incite à commencer ce mémoire par l'étude de la théorie des catégories
monoïdales. On s'intéressera, en particulier, à un résultat central de cette théorie : le théorème de
cohérence de MacLane. On introduira ensuite quelques catégories monoïdales particulières, dont la
catégorie Σ -Mod, puis on montrera qu'elles sont en fait équivalentes. On pourra alors transporter la
dé�nition d'une algèbre commutative tordue dans ces autres catégories et on obtiendra, par exemple, les
dé�nitions suivantes :

Dé�nition. Une algèbre commutative tordue est un foncteur A ∶ Σ → VecC muni de deux lois
µ ∶ A⊗A → A et η ∶ C(0) → A (des transformations naturelles) telles que µ soit associative, commutative
et unitaire, ie : telle que les diagrammes suivants commutent :

A(S)⊗A(S′)⊗A(S′′) A(S)⊗A(S′ ⊍ S′′) A(S ⊍ (S′ ⊍ S′′))

A(S ⊍ S′)⊗A(S) A((S ⊍ S′) ⊍ S′′) A(S ⊍ S′ ⊍ S′′)

id⊗µS′,S′′

µS,S′⊗id

µS,S′⊍S′′

A(ϕ)

µS⊍S′,S′′ A(ψ)

A(S)⊗A(S′) A(S ⊍ S′)

A(S′)⊗A(S) A(S′ ⊍ S)

µS,S′

τS,S′ A(f)

µS′,S

C⊗A(S) A(∅)⊗A(S)

A(S) A(∅ ⊍ S)

η∅⊗id

∼ µ∅,S

A(g)

.

Dé�nition. Une algèbre commutative tordue est une algèbre associative unitaire graduée

A =⊕
n≥0

An

telle que pour tout entier n, An soit muni d'une action de Sn. De plus, si x ∈ An et y ∈ Am, on note
τn,m la permutation de Sn+m qui échange les n premières et les m dernières composantes et on doit avoir
l'égalité "tordue" :

τn,m(x ⋅ y) = y ⋅ x.
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Exemple. Si V est un espace vectoriel, on considère

A = T ∗V ∶=⊕
n≥0

V ⊗n

muni de la concaténation des produits tensoriels V ⊗n ⊗ V ⊗m → V ⊗(n+m). Alors T ∗V est une algèbre
commutative tordue avec cette dé�nition (la concaténation n'est pas commutative mais elle véri�e bien
l'axiome "tordu").

En�n, on s'intéressera à une algèbre commutative tordue en particulier : Sym(M (1)). On détaillera
sa construction pas-à-pas, puis on étudiera les modules sur cette algèbre commutative tordue. On pourra
alors énoncer et démontrer le théorème cité ci-dessus.

Remarque. Dans tout le document on se placera sur C, mais on peut généraliser sans aucun pro-
blème à tout corps de caractéristique nulle. Pour les autres corps (et même pour les anneaux commuta-
tifs) certains résultats restent valables, notamment la première partie et ce qui concerne les catégories
Fonct (Σ , VecC ) et Rep(S∗) dans les autres parties.
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I Théorie des catégories monoïdales

I.1 Catégories monoïdales

Dé�nition. Si B et C sont deux catégories alors on peut dé�nir leur catégorie produit B × C dont les
objets sont les couples (B,C) où B est un objet de B, et C est un objet de C ; et les morphismes sont
les couples (f, g) de morphismes ( ie : f est un morphisme dans B et g est un morphisme dans C ).

Dé�nition. On note Set la catégorie dont les objets sont les ensembles et les �èches sont les applications
ensemblistes.

Remarque. Une propriété universelle correspond à un isomorphisme naturel entre deux espaces de
morphismes HomA(−,−) et HomB(−,−) dans deux catégories.

Exemple. La propriété universelle qui donne le produit cartésien de deux ensembles X,Y ∈ Set corres-
pond à l'isomorphisme naturel en W ∈ Set,

HomSet (W , X × Y ) ≅ HomSet2 ( (W,W ) , (X,Y ) )

Cet isomorphisme montre aussi que le foncteur produit cartésien × et le foncteur diagonal ∆

× ∶ Set2 → Set

(X,Y ) ↦ X × Y
∆ ∶ Set → Set2

W ↦ (W,W ) .

sont adjoints. Par ailleurs, l'objet {1} ∈ Set joue le rôle d'élément neutre pour × car on a les isomorphismes
naturels

{1} ×X X X × {1}∼

λ ρ
∼

Dans la suite on va voir comment généraliser et théoriser ce genre de propriétés.

Dé�nition. Un monoïde ensembliste (ie : dans la catégorie Set) peut être dé�ni de l'une des deux
manières suivantes :

1) Un triplet (S,∗, e) où S est un ensemble (un objet de Set), e ∈ S et ∗ ∶ S × S → S est une loi
interne associative qui admet e pour élément neutre, c'est-à-dire telle que

∀x, y, z ∈ S, (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) et x ∗ e = x = e ∗ x.

2) Un triplet (S,µ, η) où S est un ensemble (un objet de Set), et µ ∶ S ×S → S, η ∶ {1}→ S sont deux
applications2 (morphismes dans Set) telles que les diagrammes suivants commutent :

S × S × S S × S

S × S S

id×µ

µ×id µ

µ

{1} × S S × S S × {1}

S

η×id

λ

µ

id×η

ρ

Ce qui correspond aux égalités µ ○ (id × µ) = µ ○ (µ × id), µ ○ (η × id) = λ et µ ○ (id × η) = ρ.

Remarque. On peut dé�nir un groupe comme un monoïde (M,µ, η) muni d'une fonction ζ ∶ M → M
(la fonction inverse x↦ x−1) telle que le diagramme suivant commute :

M M ×M M ×M

{1} M

δ id×ζ

µ

η

avec M → {1} l'unique application possible, et δ l'application diagonale

δ ∶ M → M ×M
x ↦ (x,x) .

Cette dernière est spéci�que au produit cartésien × et donc se généralise mal, à l'inverse la notion de
monoïde se généralise facilement dans d'autres catégories munies d'une opération "associative unitaire"
comme on le verra plus loin. Il s'agit de catégories appelées catégories monoïdales.
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Dé�nition. Si B est une catégorie, on dé�nit son squelette B0 comme étant la catégorie dont les objets
sont les classes d'équivalences d'objets de B et les �èches sont les morphismes induits.

Dé�nition. Si B est une catégorie, un bifoncteur de B dans B est un foncteur de B ×B dans B.

C'est donc une application ◻ qui associe à tout couple d'objets (a, b) ∈ B ×B un élément a ◻ b ∈ B
et à tout couple de morphismes (f ∶ a → a′ , g ∶ b → b′) un morphisme f ◻ g ∶ a ◻ b → a′ ◻ b′. Il doit
alors véri�er l'identité ida ◻ idb = ida◻b pour a et b dans B ×B, et pour tous morphismes f, g, f ′, g′ pour
lesquels les composées f ′ ○ f et g′ ○ g ont un sens, on doit avoir l'égalité

(f ′ ◻ g′) ○ (f ◻ g) = (f ′ ○ f) ◻ (g′ ○ g).

Dé�nition. Une catégorie monoïdale stricte est un triplet (B,◻, e) où
� B est une catégorie,
� e ∈ B est un objet,
� ◻ un bifoncteur de B dans B qui est associatif et qui admet e pour élément neutre. Il doit donc

véri�er les identités fonctorielles :

◻ ○ (◻ × id) = ◻ ○ (id × ◻) ∶ B ×B ×B →B et ◻ ○(Ce × id) = idB = ◻ ○ (id ×Ce) ∶ B →B

avec les foncteurs

Ce × id ∶ B → B ×B
x ↦ (e, x) et

id×Ce ∶ B → B ×B
x ↦ (x, e) .

Ici fonctorielle signi�e que l'égalité est vraie à la fois pour les objets et les �èches, ce qui donne
les deux diagrammes commutatifs :

B ×B ×B (a, b, c) (a′, b′, c′)

B ×B (a, b ◻ c) (a′, b′ ◻ c′)

B ×B (a ◻ b, c) (a′ ◻ b′, c′)

B (a ◻ b) ◻ c = a ◻ (b ◻ c) (a′ ◻ b′) ◻ c′ = a′ ◻ (b′ ◻ c′)

◻×id

id×◻

(f,g,h)

◻

(f,g◻h)

◻

(f◻g,h)

(f◻g)◻h=f◻(g◻h)

B B ×B B B B B ×B B

b (e, b) e ◻ b b b ◻ e (b, e) b

b′ (e, b′) e ◻ b′ b′ b′ ◻ e (b′, e) b′

Ce×id ◻ ◻ id×Ce

f (ide,f) ide◻f f f◻ide (ide,f) f

Exemple. On peut donner comme exemples :
� Si (M,µ, η) est un monoïde (dans Set) alors la catégorie M associée àM est strictement monoïdale

pour e l'unique objet de M et pour ◻ tel que e◻e ∶= e et qui agit par multiplication sur les �èches.
� Si B est une catégorie, on considère Fonct(B,B) la catégorie dont les objets sont les foncteurs

de B dans B et les morphismes sont les transformations naturelles entre ces foncteurs. Cette
catégorie est strictement monoïdale pour ◻ la composition des foncteurs et e le foncteur identité.

Mais cette dé�nition peut paraître trop stricte, notamment l'égalité entre foncteurs demandée peut être
trop rigide pour décrire certaines structures intéressantes (comme le produit tensoriel pour les modules).
On préfère alors élargir la dé�nition en remplaçant l'égalité par une équivalence naturelle et étudier des
catégories monoïdales "relâchées". On verra plus tard que toute catégorie monoïdale "relâchée" est en
fait équivalente à une catégorie monoïdale stricte abstraite, donc on ne perd pas en généralité avec cette
nouvelle dé�nition.
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Dé�nition. Une catégorie monoïdale (ou tensorielle) est la donnée de (B,◻, e) où
� B est une catégorie,
� e ∈ B est un objet,
� ◻ un bifoncteur de B dans B qui est associatif à un isomorphisme naturel α près et qui admet e

pour élément neutre à gauche (resp. droite) à un isomorphisme naturel λ (resp. ρ) près.
On doit donc rajouter dans la dé�nition de la catégorie monoïdale (B,◻, e) la donnée des isomorphismes

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

αa,b,c ∶ a ◻ (b ◻ c) Ð→ (a ◻ b) ◻ c naturel en (a, b, c) ∈ B3

ρa ∶ a ◻ e Ð→ a naturel en a ∈ B
λa ∶ e ◻ a Ð→ a naturel en a ∈ B

.

De plus, il faut que λe = ρe ∶ e ◻ e → e et que les diagrammes du pentagone et du triangle ci-dessous
commutent :

a ◻ (b ◻ (c ◻ d)) a ◻ ((b ◻ c) ◻ d) (a ◻ (b ◻ c)) ◻ d

(a ◻ b) ◻ (c ◻ d) ((a ◻ b) ◻ c) ◻ d

id◻α

α

α

α◻id

α

a ◻ (e ◻ c) (a ◻ e) ◻ c

a ◻ c

α

id◻λ ρ◻id

(1)

Remarque. Si ces deux diagrammes commutent on peut montrer que les deux diagrammes ci-dessous
commutent eux aussi, ils sont utiles dans certaines démonstrations.

e ◻ (b ◻ c) (e ◻ b) ◻ c

b ◻ c

α

λ λ◻id

a ◻ (b ◻ e) (a ◻ b) ◻ e

a ◻ b

α

id◻ρ ρ
(2)

Exemple. L'exemple fondamental de catégorie monoïdale est (Ab,⊗,Z, α, λ, ρ) où le produit tensoriel
de deux groupes abéliens est dé�ni (à un isomorphisme de Ab près) par la propriété universelle usuelle.
On véri�e aisément que c'est bien un bifoncteur, et α,λ, ρ sont les isomorphismes classiques obtenus eux
aussi avec la propriété universelle du produit tensoriel. En�n, en remarquant que si A,B,C ∈ Ab sont
des groupes abéliens, alors

∀a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C αA,B,C(a⊗ (b⊗ c) ) = (a⊗ b)⊗ c,

on peut voir que les diagrammes (1) commutent bien en les évaluant sur des éléments générateurs.

Exemple. On peut aussi donner comme autres exemples :

� Le triplet (Set,×,{∗}) est une catégorie monoïdale.

� Si K est un anneau alors les modules à gauche (K -Mod,⊗K ,K) et (AlgK ,⊗K ,K) forment des
catégories monoïdales comme dans l'exemple fondamental ci-dessus.

� En particulier, pour K un corps on a (K -Ev,⊗K,K) qui est une catégorie monoïdale, ce qui leur
donne parfois l'appellation de catégories tensorielles.

� Si C est une catégorie qui admet des produits �nis (ie : ∏ni=1Ci est bien dé�ni pour tout entier
n et toute famille d'objets (Ci)1≤i≤n de C ) et un objet terminal T ∈ C , alors (C ,∏, T ) est une
catégorie monoïdale. Les isomorphismes sont ceux usuellement donnés par la propriété universelle
du produit et ils commutent avec les di�érentes projections, ce qui permet de véri�er que les
diagrammes (1) commutent bien.

� On peut faire exactement la même chose avec le coproduit ∐ et un objet initial I. On va détailler
cet exemple car il sera utile par la suite :

Exemple. Si une catégorie B admet toujours des coproduits et admet un objet initial I, le coproduit
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dé�nit un bifonteur de B dans B :

∐ ∶ B ×B B

(X1,X2 ) X1∐X2

(Y1, Y2 ) Y1∐Y2

(f1,f2) g

où l'application g est obtenue avec la propriété universelle du coproduit

Y1∐Y2

Y1 X1∐X2 Y1

X1 X2

iY1

g

iY2

f1
iX1

iX2

f2

.

Le triplet (B,∐, I) forme alors une catégorie monoïdale. En e�et, si X est un objet de B, on
peut dé�nir l'application ρX en utilisant la propriété universelle du coproduit qui donne l'existence et
l'unicité d'un morphisme ϕ tel que le diagramme suivant commute :

X

X∐ I

X I

ϕ

iX

id

ι

On pose alors
ρX = ϕ ∶X∐ I →X.

Ensuite, on considère à nouveau la propriété universelle du coproduit de X et I mais cette fois associée
au diagramme :

X∐ I

X∐ I

X I

iX○ϕ id

iX

iX

ι

ι

Les deux applications iX ○ϕ et id rendent le diagramme commutatif car iX ○ϕ○iX = iX d'après le premier
diagramme ci-dessus. On a alors par unicité iX ○ϕ = id et on sait déjà que ϕ ○ iX = id, ce qui montre que

ρX = ϕ = i−1
X

est bien un isomorphisme. On construit alors λX ∶ I∐X → X et on montre que c'est un isomorphisme
exactement de la même manière.

Il ne reste plus qu'à dé�nir l'isomorphisme α. Pour cela on considère trois objets X,Y et Z de
B et on utilise la propriété universelle du coproduit de Y et Z associée au diagramme

(X∐Y )∐Z

X∐Y Y ∐Z

X Y Z

iX,Y

ϕ

iX
iXY

iZY
iZ

i∐
Z
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On a alors un morphisme ϕ ∶ Y ∐Z → (X∐Y )∐Z que l'on utilise dans la propriété universelle du
coproduit de X avec Y ∐Z associée au diagramme

(X∐Y )∐Z

X∐Y X∐(Y ∐Z)

X Y ∐Z

iX,Y

χ

i∐
X

iX
iY,Z

ϕ

On obtient ainsi un morphisme

χ ∶X∐ (Y ∐Z)→ (X∐Y )∐Z.

On refait ensuite la construction analogue qui donne d'abord un morphisme ψ ∶ X∐Y → X∐(Y ∐Z),
puis un morphisme

η ∶ (X∐Y )∐Z →X∐ (Y ∐Z)

qui correspondent aux deux diagrammes suivants :

X∐(Y ∐Z)

X∐Y Y ∐Z

X Y Z

ψ

iY,Z

i∐
X

iX iXY

iZY
iZ

X∐(Y ∐Z)

(X∐Y )∐Z Y ∐Z

X∐Y Z

η

iY,Z

ψ

iX,Y i∐
Z

iZ

On véri�e alors que les morphismes χ et η sont inverse l'un de l'autre. Pour cela on utilise l'unicité de la
propriété universelle du coproduit de X avec Y ∐Z associée au diagramme

X∐(Y ∐Z)

X∐(Y ∐Z)

X Y ∐Z

η○χ id

i∐
X

i∐
X

iY,Z

iY,Z (3)

On va véri�er que les applications η ○ χ et id rendent ce diagramme commutatif et donc sont égales. On
aura alors montré que η ○χ = id et l'égalité χ○η = id s'obtient de manière analogue. Pour la partie gauche
du diagramme on a, grâce aux diagrammes précédents, les égalités

η ○ χ ○ i∐X = η ○ iX,Y ○ iX = ψ ○ iX = i∐X .

Pour la partie de droite, il faut combiner les deux suites d'égalités

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

η ○ χ ○ iY,Z ○ iZY = η ○ ϕ ○ iZY = η ○ iX,Y ○ iXY = ψ ○ iXY = iY,Z ○ iZY

η ○ χ ○ iY,Z ○ iZ = η ○ ϕ ○ iZ = η ○ i∐Z = iY,Z ○ iZ

que l'on utilise dans la propriété universelle du coproduit de Y et Z associée au diagramme

X∐(Y ∐Z)

Y ∐Z

Y Z

η○χ○iY,Z iY,Z

iZY

iY,Z○i
Z
Y

iZ

iY,Z○iZ
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D'après les relations ci-dessus les deux applications η ○χ ○ iY,Z et iY,Z rendent le diagramme commutatif
et donc sont égales par unicité. On a alors bien montré que le diagramme (3) commute, et donc que η et
χ sont inverse l'un de l'autre. On pose donc

αX,Y,Z = χ ∶X∐(Y ∐Z)→ (X∐Y )∐Z.

Il reste encore à véri�er que les diagrammes du pentagone et du triangles (1) commutent, ce qui se fait
encore à l'aide de propriétés universelles, mais qui ne sera pas détaillé ici.

Dé�nition. On introduit une nouvelle catégorie Moncat donc les objets sont les petites catégories
monoïdales (on considère uniquement les petites pour que l'on puisse avoir une catégorie car la catégorie
des catégories n'existe pas) et les �èches (B,◻, e, α, λ, ρ) → (B′,◻′, e′, α′, λ′, ρ′) sont les morphismes
stricts entre ces deux catégories. On entend par morphisme strict, un foncteur T ∶ B →B′ véri�ant pour
tout a, b, c ∈ B les identités

T (e) = e′, T (a ◻ b) = T (a) ◻′ T (b), T ○ λa = λ′T (a), T ○ ρα = ρ′T (a), T ○ αa,b,c = α′T (a),T (b),T (c),

et pour tous morphismes f, g dans B l'identité

T (f ◻ g) = T (f) ◻′ T (g).

Remarque. Cette catégorie admet des produits �nis et elle admet la catégorie 1 (qui comporte un seul
objet et un seul morphisme) comme élément terminal. On peut aussi regarder sa sous-catégorie pleine (on
garde tous les morphismes possibles) des petites catégories monoïdales strictes. Ou à l'inverse on peut
élargir la notion de morphisme à un sens non strict, mais c'est plus compliqué à dé�nir.

Exemple. Il existe des catégories monoïdales pour lesquelles on ne peut pas se ramener à α,λ où ρ
qui serait l'identité, en gardant les mêmes objets. Ces catégories ne peuvent donc se décrire simplement
qu'avec la dé�nition de catégorie monoïdale relâchée.

Par exemple, la catégorie Set admet un produit qui est le produit cartésien × avec les projec-
tions usuelles et un objet initial ∅. Elle est donc monoïdale pour ce produit comme expliqué dans
l'exemple ci-dessus. On considère alors N dans Set0 : N × N est dénombrable donc on a un isomor-
phisme N × N ≅ N dans Set, ce qui donne l'égalité N×N = N dans Set0. On va alors montrer que
l'isomorphisme naturel αN,N,N ∶ N×(N×N)→ (N×N)×N ne peut pas être l'identité dans la catégorie Set0.

Supposons par l'absurde que l'on puisse avoir α = id. Soient f, g, h ∶ N → N des applications,
puisque α est naturel, on a (f × g) × h = f × (g × h) ce qui peut se voir avec le diagramme commutatif

N × (N ×N) (N ×N) ×N

N × (N ×N) (N ×N) ×N

α=id

f×(g×h) (f×g)×h

α=id

Or par dé�nition de N ×N on a deux projections P1, P2 ∶ N ×N ≅ N→ N qui sont des épimorphismes. On
véri�e alors sur des éléments que les deux diagrammes suivants commutent (en identi�ant N×(N×N) =
N×N) :

N ×N N

N ×N N

P1

f×(g×h) f

P1

N ×N N

N ×N N

P2

h×(f×g) (f×g)

P2

,

ce qui donne les égalités

{ P1 ○ (f × (g × h)) = f ○ P1

P2 ○ (h × (f × g)) = (f × g) ○ P2
.

Avec le même argument on obtient les égalités

{ P1 ○ ((f × g) × h) = (f × g) ○ P1

P2 ○ ((h × f) × g) = g ○ P2
.
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Mises ensembles avec celle du début cela donne

{ f ○ P1 = P1 ○ (f × (g × h)) = P1 ○ ((f × g) × h) = (f × g) ○ P1

(f × g) ○ P2 = P2 ○ (h × (f × g)) = P2 ○ ((h × f) × g) = g ○ P2

Or P1 et P2 sont des épimorphismes donc on obtient f = (f × g) = g. On a alors montré que pour tout
morphismes f, g, h ∶ N→ N on a f = g ce qui est absurde.

I.2 Théorème de cohérence

Dé�nition. On introduit des objets abstraits, appelés mots binaires, qui sont des combinaisons des
symboles e0,◻, (−) et de parenthèses. On les dé�nit par récurrence sur leur longueur :

� Le seul mot binaire de longueur 0 est le mot vide noté e0

� Le seul mot binaire de longueur 1 est le symbole (−)
� Si v et w sont deux mots binaires de longueur n et m respectivement, alors on dé�nit un mot

binaire de longueur n +m par v ◻w ∶= (v) ◻ (w).

Exemple. On remarque qu'au �nal la longueur d'un mot binaire est le nombre d'occurrence du symbole
(−). Par exemple le seul mot de longueur 2 est

− ◻ − = (−) ◻ (−).

Un autre mot binaire est
((− ◻ −) ◻ e0) ◻ − = ( ( (−) ◻ (−) ) ◻ e0 ) ◻ (−)

qui est de longueur 3. Dans la suite on enlève les parenthèses du symbole (−) qui n'apportent pas
d'information, mais on garde les autres parenthèses qui déterminent l'ordre de calcul comme dans ces
exemples.

Dé�nition. On note W la "catégorie monoïdale libre sur un générateur (−)" dont les objets sont les
mots binaires dé�nis avant, et qui possède une unique �èche v → w pour tout couple de mots (v,w) de
même longueur. On dé�nit la multiplication ◻ ∶ W ×W → W par ◻(v,w) = v ◻ w qui donne clairement
un bifoncteur. Les isomorphismes α,λ, ρ sont dé�nis comme l'unique �èche entre les objets concernés, et
le mot vide e0 est une unité pour ◻.

Remarque. Tous les diagrammes dans la catégorieW commutent par construction car entre deux objets,
il n'y a toujours qu'une seule �èche possible.

Théoreme I.1. Pour toute catégorie monoïdale (B,◻, e, α, λ, ρ) et pour tout objet b ∈ B il existe un
unique morphisme strict de catégories monoïdales W →B tel que (−) s'envoie sur b.

Démonstration. On ne donne ici que les étapes de la démonstration (pour le détail se référer à [Mac98]
pages 165 à 169). On rappelle que, puisque B est une catégorie monoïdale, les diagrammes du pentagone
et du triangle (1) page 8 commutent, et qu'ils impliquent que les diagrammes (2) commutent eux aussi.
En plus de ces diagrammes on utilise la naturalité de α et le fait que λe = ρe. On remarque en�n que
l'opérateur de B, et celui de W sont tous les deux notés ◻, mais on fait aisément la di�érence dans les
calculs.

● (Analyse) Si un tel morphisme existe, on le note w ↦ wb et on a forcément (e0)b = e, (−)b = b, et
(vb ◻ wb) = (v ◻ w)b car c'est un morphisme de catégories monoïdales. Il est alors unique car ces
relations le déterminent entièrement.

● (Synthèse) On dé�nit alors un foncteur T ∶ w ↦ wb par ces égalités (et T est dé�ni de manière
évidente sur les �èches). On va alors montrer que l'on obtient bien un morphisme de catégories
monoïdales, ce qui achèvera la preuve.

● Pour un entier n, on dé�nit un graphe Gn dont les sommets sont les mots binaires de longueur n
qui n'utilisent pas le symbole e, et dont les arrêtes v↔ w correspondent (via T ) aux �èches dites
"basiques" vb → wb dans B. Une �èche est dite basique si elle est construite à l'aide de id,◻, de
parenthèses et d'une occurrence (au plus) de α ou α−1 (le "ou" est exclusif).

● Si on prend deux chemins dans Gn de même départ v et de même arrivée w, on montre qu'ils sont
tous deux égaux à un même chemin v → w(n) → w, et donc sont égaux. Le mot w(n) est l'unique
mot de longueur n sans occurrence de e0 dont toutes les parenthèses démarrent au début, et le
chemin v → w(n) est dé�ni canoniquement car c'est le chemin qui ramène toutes les parenthèses
au début à l'aide de α en partant de la parenthèse la plus à gauche. Le c÷ur de la démonstration
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consiste à montrer que tout chemin de v à w(n) est égal au chemin canonique. Cela se fait en
introduisant un rang ρ sur W et par disjonction de cas à l'aide des diagrammes commutatif du
premier point. (attention on dé�nit ρ(e0) = 0 mais ici e0 n'intervient pas dans les mots de Gn,
sinon l'équivalence (toutes les parenthèses de w commencent au début⇔ ρ(w) = 0) serait fausse :
ρ(− ◻ e0) = −1)

● On a donc montré que le graphe associé à Gn (via T ) dans B commute ce qui signi�e que tous les
diagrammes de B impliquant uniquement l'associativité d'objets du type b ◻ b ◻ b... commutent.

● On introduit ensuite les isomorphismes λ et ρ dans le raisonnement. On dé�nit un graphe G′
n

analogue à Gn mais ses sommets sont tous les mots de longueur n (avec utilisation de e0) et
ses arrêtes sont celles qui correspondent à une seule occurrence de α,λ, ρ ou leur inverse ("ou"
exclusif). Alors G′

n est un graphe in�ni car on peut rajouter autant de fois le symbole e0 à un mot
que l'on veut sans changer sa longueur, et Gn se retrouve comme sous-graphe de G′

n.
● Si v est un mot de longueur n, il existe un chemin de v à w(n) dans G′

n, qui commence par enlever
toutes les occurrences de e0 en partant de celle la plus à gauche, puis qui reste dans Gn (si on
applique d'abord α avant d'enlever e0, on peut échanger l'ordre en gardant le même chemin grâce
aux diagrammes commutatifs du premier point ou à la naturalité de α, et puisque λe = ρe on peut
enlever indi�éremment n'importe quel e0 de e0 ◻ e0 en premier).

● Si on a deux chemins de v à w(n) dans G′
n alors ils sont chacun égaux à un chemin comme décrit

au dernier point, appelons les γ1 et γ2. La première partie de γ1 et de γ2 est la même car elle ne
dépend que de v (c'est le chemin qui supprime les e0 dans un ordre �xé). La deuxième partie de
γ1 et celle γ2 partent d'un même mot (v auquel on a supprimé les e0), arrivent au même mot w(n)

et restent dans Gn. Par les points précédents, on en conclut que γ1 et γ2 sont égaux, et nos deux
chemins de départ aussi.

● On a donc montré que tous les chemins de v à w(n) dans G′
n sont égaux. En�n si on considère

deux chemins entre deux sommets v et w quelconques de G′
n alors on peut les décomposer en

utilisant les deux techniques précédentes en des chemins v → w(n) → w, qui sont donc égaux. On
a alors montré que le diagramme dans B associé à G′

n (via T ) est commutatif. Cela signi�e que
tout diagramme qui n'utilise que α,λ, ρ, id,◻ et que l'objet b commute.

● Le dernier point à véri�er découle du fait que T est un foncteur et qu'il se comporte clairement
bien avec l'identité :

T (f ◻ g) = T((f ◻ id) ○ (id ◻ g)) = T (f ◻ id) ○ T (id ◻ g) = (T (f) ◻ id) ○ (id ◻ T (g)) = T (f) ◻ T (g)

On a donc bien un morphisme de catégories monoïdales ce qui montre le théorème.

Dé�nition. Soit B une catégorie monoïdale, si w ∈W est un mot binaire de longueur n on lui associe
un foncteur wB ∶ Bn →B dé�ni par récurrence sur la longueur de w :

� Pour w = e0 on pose (e0)B ∶ 1→B, 1↦ e le foncteur constant égal à e (noté e),
� Pour w = (−) on pose(−)B ∶= idB ∶ B →B,
� Et pour w,w′ de longueur n et n′ on dé�nit (w ◻w′)B comme la composée

(w ◻w′)B ∶= ◻ ○ (wB ×w′
B) ∶ Bn+n′ →B ×B →B.

Exemple. Le foncteur associé au mot w = ( − ◻(− ◻ −)) ◻ − est

wB = (id ◻ (id ◻ id)) ◻ id ∶ B4 → B
(b1, b2, b3, b4) ↦ (b1 ◻ (b2 ◻ b3)) ◻ b4

.

Théoreme I.2 (de cohérence). Soit B une catégorie monoïdale, il existe une fonction qui à tout
couple de mots binaires de même longueur (v,w) associe une équivalence naturelle canB(v,w) entre les
foncteurs vB et wB. Ces dernières sont appelées transformations canoniques et elles sont toutes obtenues
par composition et ◻-produit de 1e, idB, α,α

−1, λ, λ−1, ρ et ρ−1.

Exemple. Pour les mots v = (− ◻ −) ◻ − et w = − ◻ (− ◻ −) on a l'isomorphisme naturel canB(v,w) = α
entre les foncteurs (id◻ id)◻ id et id◻ (id◻ id) ce qui donne pour tout a, b, c ∈ B, (a◻ b)◻ c ≅ a◻ (b◻ c).

Remarque. Si on regarde uniquement l'application canB(v,w) sur des éléments du type (b, . . . , b) ∈ Bn

pour b ∈ B on retrouve en particulier le théorème I.1. Ces deux théorèmes sont di�érents car le premier
concerne uniquement les diagrammes qui n'utilisent qu'un seul objet b ∈ B, alors que le deuxième donne
des isomorphismes naturels entre les foncteurs, donc il concerne tous les diagrammes (ce qui importe dans
ce cas c'est uniquement la structure des mots).
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Démonstration. On dé�nit une catégorie monoïdale It(B) dont les objets sont les couples (n,T ) où n
est un entier et T est un foncteur de Bn dans B, et les �èches (n,T )→ (n′, T ′) sont les transformations
naturelles entre T et T ′ si n = n′ (pas de �èche sinon). On dé�nit ensuite un produit par (n,T ) ◻
(m,S) ∶= (n+m,T ◻S) et on véri�e aisément que c'est un bifoncteur, d'élément neutre (0, e). On applique
ensuite le théorème I.1 à la catégorie monoïdale It(B) et à l'objet (1, idB) ∈ It(B), alors il existe un
unique morphisme de catégories monoïdales W → It(B) qui envoie (−) sur (1, idB). On remarque que
sous ces conditions w ∈ W s'envoie sur wB comme dé�ni ci dessus, et l'unique �èche v → w s'envoie
sur un morphisme entre vB et wB dans It(B), c'est-à-dire une transformation naturelle que l'on note
canB(v,w). L'autre a�rmation découle de la dé�nition d'un morphisme de catégories monoïdales, et de
la construction de canB(v,w) comme image de v → w par un tel morphisme.

Théoreme I.3 (Résumé). Si B est une catégorie monoïdale (ie. si les diagrammes (1) page 8 com-
mutent),

1 ) Tout diagramme correspondant à la description suivante commute :
� Les sommets sont des foncteurs wB associés à des mots w ∈ W d'une même longueur n (Ce

sont des composées et des ◻-produits de 1e et idB).
� Les �èches sont des transformations naturelles entre ces foncteurs qui sont obtenues par com-

position et ◻-produit de 1e, idB, α,α
−1, λ, λ−1, ρ et ρ−1.

2 ) Si w est un mot avec les lettres e, b1, . . . , bn ∈ B alors il existe une unique �èches de B obtenue
par composition et ◻-produit de 1e, idB, α,α

−1, λ, λ−1, ρ et ρ−1 qui envoie w sur un mot dont toutes
les parenthèses commencent au début et auquel on a éliminé toutes les occurrences de e :

(((b1 ◻ b2) ◻ b3) ◻ ⋅ ⋅ ⋅ ◻ bn)

3 ) Tout diagramme dans la catégorie B entre des objets de longueur �xée (par rapport au ◻-produit),
dont les �èches n'utilisent que des compositions et des ◻-produits de 1e, idB, α,α

−1, λ, λ−1, ρ et ρ−1,
commute.

4 ) Cela signi�e que si on prend une ◻-combinaison dans B on peut changer le parenthé-

sage et supprimer les occurrences de e dans n'importe quel ordre car tous les ordres

possibles sont en fait égaux.

I.3 Monoïdes (ou algèbres) dans une catégorie monoïdale

Dé�nition. Soit (B,◻, e, α, λ, ρ) une catégorie monoïdale,
� Un monoïde ou une algèbre dans la catégorie B est triplet (b, µ, η) où b est un objet de B

et µ ∶ b ◻ b → b, η ∶ e → b sont deux �èches dans B telles que les deux diagrammes suivants
commutent :

b ◻ (b ◻ b) (b ◻ b) ◻ b b ◻ b

b ◻ b b

α

id◻µ

µ◻id

µ

µ

e ◻ b b ◻ b b ◻ e

b

η◻id

λ
µ

id◻η

ρ

� Un morphisme f ∶ (b, µ, η) → (b′, µ′, η′) de monoïdes de B est une �èche f ∶ b → b′ dans B telle
que les deux diagrammes suivants commutent :

b ◻ b b

b′ ◻ b′ b′

µ

f◻f f

µ′

e b

b′

η

η′
f

� La catégorie MonB a pour objets les monoïdes de la catégorie B, et pour �èches les morphismes
de monoïdes dans B.

Remarque. Si b est un monoïde de B, les deux diagrammes commutatifs donnent les équations

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

µ ○ (id ◻ µ) = µ ○ (µ ◻ id) ○ α
µ ○ (η ◻ id) = λ
µ ○ (id ◻ η) = ρ

14



Cela correspond au fait que µ est associative (via α) et que "η(e) est neutre pour µ (via λ et ρ)" si cela
a du sens. Par ailleurs, si f ∶ (b, µ, η) → (b′, µ′, η′) est un morphisme de monoïdes les deux diagrammes
commutatifs donnent les équations usuelles

{ f ○ µ = µ′ ○ (f ◻ f)
f ○ η = η′

.

Exemple. Un monoïde M dans la catégorie (Ab,⊗,Z) est un anneau unitaire. En e�et, M est
un groupe abélien muni de deux morphismes de groupes abéliens φ ∶M ⊗M →M et η ∶ Z→M . On note
alors µ ∶ M ×M → M l'application bilinéaire associée à φ (par µ = φ ○ ⊗) et 1 ∶= η(1) et on obtient un
anneau (M,+, µ) dont 1 est une unité par les deux égalités

x = λ(1⊗ x) = µ ○ (η ⊗ id)(1⊗ x) = µ(1⊗ x) et x = ρ(x⊗ 1) = µ ○ (id⊗ η)(x⊗ 1) = µ(x⊗ 1).

Exemple. En observant les monoïdes dans des catégories di�érentes on peut ainsi retrouver des objets
bien connus :

Catégories monoïdales B Monoïdes dans cette catégorie

(Set,×,{1}) Monoïdes classiques (groupes sans inverse)

(Top,×,{∗}) Monoïdes topologiques (cf. groupes topologiques)

(Ab,⊗,Z) Anneaux unitaires

(K -Mod,⊗K ,K) K −Algèbres unitaires

(Bop,◻op, e) Comonoïdes de B

(K -Modop,⊗opK ,K) K −Co-algèbres (co-unitaires)

Remarque. On peut remarquer qu'on a un foncteur oubli U ∶ MonB →B qui envoie le triplet (b, µ, η)
sur b et on va se demander sous quelles conditions il admet un adjoint, ce qui permettra de dé�nir une
catégorie monoïdale libre.

Dé�nition. Soit (b, µ, η) un monoïde dans B, pour w ∈W un mot binaire on dé�nit le produit itéré (n
fois si w est de longueur n) selon w, noté µw ∶ wb → b, par récurrence sur la longueur de w :

� Pour w = e0, on dé�nit µe0 ∶= η ∶ e→ b,
� Pour w = (−), on dé�nit µ(−) ∶= id ∶ b→ b,
� Pour w = − ◻ −, on dé�nit µ−◻− ∶= µ ∶ b ◻ b→ b
� En�n pour v,w ∈W deux mots, on dé�nit le produit itéré comme la composée

µv◻w ∶= µ ○ (µv ◻ µw) ∶ (v ◻w)b = (vb ◻wb)→ b ◻ b→ b

Proposition I.4. Soit (b, µ, η) un monoïde dans B, si v et w sont deux mots binaires de même longueur,
on a l'égalité

µw ○ canB(v,w) = µv ∶ vb → b

Cela signi�e que dans un monoïde, deux produits itérés n fois sont toujours égaux à composition par un
isomorphisme près.

Démonstration. Si canB(v,w) est l'identité la formule est triviale, si c'est λ on a alors v = e0 ◻ − et
w = (−), donc µv est la composée µ○(µe0 ◻µ(−)) = µ○(η◻ id) et µw = id. La formule est alors exactement
donnée par le diagramme en triangle que doit véri�er un monoïde. On a la même chose si canB(v,w) = ρ.
En�n, on remarque que canB( − ◻(− ◻ −), (− ◻ −) ◻ −) = α, et dans ce cas la relation voulue correspond
exactement au diagramme en pentagone d'un monoïde.

On a donc vu que si canB(v,w) est l'identité, λ, ρ,α alors la formule est vraie et il en est de
même pour leur inverse. Or les applications canB(v,w) sont toutes obtenues par composition et ◻-
produit de id,α,α−1, λ, λ−1, ρ et ρ−1. On montre alors par récurrence sur le nombre d'occurrences de ces
fonctions noté Nb, que la formule est toujours vraie. L'initialisation correspond à une occurrence d'une
des fonctions, qu'on a donc déjà traité. Pour l'hérédité, on considère une application canB(v,w) avec
Nb = n+1, que l'on décompose, par exemple, canB(v,w) = φ○canB(v, w̃), avec φ ∈ {α,λ, ρ,α−1, λ−1, ρ−1}

15



et canB(v, w̃) véri�ant Nb = n. Alors on a µw̃ = µw ○ φ ∶ w̃b → b qui est un produit itéré, et on peut
appliquer l'hypothèse de récurrence à canB(v, w̃), ce qui donne

µw ○ canB(v,w) = µw ○ φ ○ canB(v, w̃) = µw̃ ○ canB(v, w̃) = µv (HR)

Exemple. Soit b un monoïde d'une catégorie monoïdale B, on dé�nit par récurrence une n-multiplication

µ(n) ∶ b(n) ∶= (((b ◻ b) ◻ b) ◻ ⋅ ⋅ ⋅ ◻ b)→ b par :

� µ(0) ∶= η, µ(1) ∶= id, µ(2) ∶= µ
� µ(n+1) ∶= µ ○ (µ(n) ◻ id).
Alors la propriété implique que pour tout entier n et pour tous k1, . . . , kn ∈ N on a l'égalité

µ(n) ○ (µ(k1) ◻ ⋅ ⋅ ⋅ ◻ µ(kn)) = µ(k1+⋅⋅⋅+kn) ∶ b(k1+⋅⋅⋅+kn) → b

Théoreme I.5. Si B est une catégorie monoïdale qui admet des coproduits dénombrables (ie. telle que
pour toute suite (bi)i∈N d'objets de B, il existe un coproduit ∐i∈N bi) et telle que pour tout objet a ∈ B
les foncteurs a ◻ − et − ◻ a préservent les coproduits, alors il existe un foncteur F ∶ B →MonB qui est
adjoint à gauche au foncteur oubli U ∶ MonB →B.

Démonstration. On se base sur la construction classique du monoïde libre sur un ensemble S ∈ Set : En
posant Sn comme l'ensemble des mots de longueur n dont les lettres sont dans S, le monoïde libre sur S
est ∐n∈N Sn où la loi est donnée par la concaténation des mots. On adapte ici cette construction (qui est
aussi celle utilisée pour le K−Module libre sur M , F (M) = ⊕n∈NMn).

Dé�nition. Si b ∈ B est un objet d'une catégorie monoïdale, on appelle F (b) le monoïde libre sur b avec
F le foncteur adjoint au foncteur oubli du théorème précédent.

I.4 Actions de monoïdes d'une catégorie monoïdale

Dé�nition. Soit B une catégorie monoïdale,
� Une action à gauche d'un monoïde (c, µ, η) sur un objet b ∈ B est la donnée d'une �èche v ∶ c◻b→ b

de B telle que les deux diagrammes suivants commutent :

c ◻ (c ◻ b) (c ◻ c) ◻ b c ◻ b

c ◻ b b

α

id◻v

µ◻id

v

v

e ◻ b c ◻ b

b

η◻id

λ
v

Ces diagrammes correspondent aux relations

”g ⋅ (g′ ⋅ x) = µ(g, g′) ⋅ x”et”η(e) ⋅ x = x = λ(e ◻ x)”

des actions de groupes classiques.
� On dé�nit ensuite la catégorie cLAct dont les objets sont les couples (b, v) où b est un objet de

B et v une action à gauche de c sur b, et les �èches (b, v)→ (b′, v′) sont les �èches f ∶ b→ b′ dans
B telles que v′ ○ (id ◻ f) = f ○ v ∶ c ◻ b→ b′ (c'est-à-dire que f commute avec l'action de c).

� Tout est dé�ni de la même manière pour une action à droite de c sur b, σ ∶ b ◻ c→ b.

Dé�nition. On peut aussi adopter un autre point de vue : pour un monoïde c dans une catégorie
monoïdale B, un c-module à gauche dans B est un objet b ∈ B muni d'une action à gauche de c :
v ∶ c ◻ b→ b. Pour un objet c on note c -Mod la catégorie (abélienne) des c-modules dans B.

Exemple. Dans certaines catégories on retrouve des notions bien connues :
� Pour B = Set on retrouve l'action d'un monoïde classique sur un ensemble, et en particulier les

actions de groupes.
� Pour B = Ab on obtient l'action d'un anneau R (un monoïde dans Ab) sur un groupe abélien,

c'est-à-dire un R-module. Par exemple l'a�rmation "C est un R-espace vectoriel" est identique à
l'a�rmation "le monoïde R de la catégorie monoïdale Ab agit sur le groupe abélien C".

Proposition I.6. Si c est un monoïde dans la catégorie monoïdale B le foncteur libre

F ∶ B → cLAct
b ↦ (c ◻ b, ṽ) ,

avec ṽ ∶= (µ◻ id)○α ∶ c◻(c◻b)→ (c◻c)◻b→ c◻b, est adjoint à gauche au foncteur oubli U ∶c LAct→B.
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I.5 Catégories monoïdales symétriques

Dé�nition. Soit M une catégorie monoïdale, un tressage de M est un isomorphisme naturel γa,b ∶
a ◻ b → b ◻ a entre les foncteur (− ◻ −) et (− ◻ −) ○ σ, où σ ∶ M 2 → M 2 est le foncteur qui échange les
deux coordonnées, telle que les trois diagrammes suivants commutent

a ◻ e e ◻ a

a

γa,e

ρ λ

(a ◻ b) ◻ c c ◻ (a ◻ b) (c ◻ a) ◻ b

a ◻ (b ◻ c) a ◻ (c ◻ b) (a ◻ c) ◻ b

γa◻b,c

α−1

α

γc,a◻id

id◻γb,c α

(4)

a ◻ (b ◻ c) (b ◻ c) ◻ a b ◻ (c ◻ a)

(a ◻ b) ◻ c (b ◻ a) ◻ c b ◻ (a ◻ c)

γa,b◻c

α

α−1

id◻γc,a

γa,b◻id α−1

Remarque. Les deux diagrammes en hexagone se correspondent via le changement γ ↔ γ−1, donc si γ
est un tressage de M alors γ−1 en est aussi une. De plus, on peut traduire ces diagrammes par les égalités

{ γa◻b,c = α−1 ○ (γ−1
a,c ◻ id) ○ α ○ (id ◻ γb,c) ○ α−1

γa,b◻c = α ○ (id ◻ γ−1
a,c) ○ α−1 ○ (γa,b ◻ id) ○ α

Ces identités permettent d'exprimer γa◻b,c et γa,b◻c en fonction de γa,b, γb,c, γa,c et α. Cette relation est
particulièrement utile si ◻ est associative, c'est-à-dire si α = id.

Remarque. Attention, γ−1
a,c n'est pas toujours égal à γc,a, ce sont des isomorphismes mais ils ne sont en

général pas inverses l'un de l'autre.

Dé�nition. Une catégorie monoïdale symétrique est une catégorie monoïdale M munie d'un tressage γ
telle que pour tout a, b ∈ M on ait

γa,b ○ γb,a = Id = γb,a ○ γa,b.

Il su�t donc que γ véri�e cette identité, l'identité λa ○ γa,e = ρa pour tout a ∈ M et qu'un des deux
hexagones ci dessus commute.

Exemple. La catégorie (C -Mod,⊗,C) munie du tressage

γM,N ∶ M ⊗N → N ⊗M
x⊗ y ↦ y ⊗ x

est symétrique car on a bien

(γM,N ○ γM,N )(x⊗ y) = γM,N(y ⊗ x) = x⊗ y,

donc γM,N ○ γM,N = id et de même dans l'autre sens.

Exemple. On note A la catégorie des C-espaces vectoriels gradués dans laquelle les espaces vectoriels
sont de degré 0 et où on décale arti�ciellement un espace V de degré 0 en V [n] de degré n. On dé�nit
alors un bifoncteur ⊗ comme le produit tensoriel (sur C) usuel entre espaces vectoriels que l'on muni de
la graduation suivante

(V ⊗W )n = ⊕
i+j=n

Vi ⊗Wj

Le triplet (A,⊗,C) forme alors une catégorie monoïdale et on peut lui donner deux structures symétriques
données par

τV,W ∶ V ⊗W → W ⊗ V
v ⊗w ↦ w ⊗ v et

σV,W ∶ V ⊗W → W ⊗ V
v ⊗w ↦ (−1)∣v∣⋅∣w∣ w ⊗ v .

On peut véri�er que ces deux structures ne sont pas équivalentes. Les monoïdes commutatifs dans la
première sont les anneaux commutatifs gradués et dans la deuxième ce sont les anneaux graduellement-
commutatifs.
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Proposition I.7. Si M est une catégorie monoïdale symétrique on a une action naturelle de Sn sur

M ◻n ∶= M ◻M ◻ ⋅ ⋅ ⋅ ◻M

induite par le tressage symétrique γ.

Démonstration. En e�et, l'application γ donne l'action des transpositions qui engendrent le groupe sy-
métrique. Un simple tressage (non symétrique) ne su�t pas car on doit avoir γ2 = Id pour que l'action
soit compatible avec la loi de Sn.

Exemple. Dans la catégorie monoïdale symétrique (C -Mod,⊗,C, γ) l'action de Sn sur (C -Mod )⊗n
est donnée, pour σ ∈ Sn par :

M1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗Mn → Mσ(1) ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗Mσ(n)

x1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ xn ↦ xσ(1) ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ xσ(n)
Dé�nition. Si M est une catégorie monoïdale symétrique et M un monoïde (une algèbre) dans M , on
dit que M est une monoïde symétrique (une algèbre symétrique) dans M si sa loi µ ∶ M ◻M →M est
invariante par l'action de S2 via γ.

Exemple. Le monoïde
( C,× ∶ C⊗C→ C, idC )

de (C -Mod,⊗,C, γ) est symétrique car l'identi�cation C⊗C→ C se fait de manière symétrique.

Théoreme I.8 (de cohérence des catégories monoïdales symétriques).
Soit M une catégorie monoïdale symétrique, si w ∈ W est un mot de longueur n et si τ ∈ Sn est une
permutation, le mot permuté (de longueur n selon w et τ) est le foncteur (wτ)M ∶ M n →M dé�ni par

(wτ)M ( (a1, . . . , an) ) ∶= w(aτ(1), . . . , aτ(n))

(on évalue le mot w en remplaçant le i-ème symbole (−) par aτ(i) et les symboles e0 par e ∈ M ). Il existe
alors une fonction qui à tout couple (vσ,wτ) de mots permutés de même longueur associe une équivalence
naturelle canM (vσ,wτ) entre les foncteurs (vσ)M et (wτ)M . Ces dernières sont appelées transformations
canoniques et elles sont toutes obtenues par composition et ◻-produit de 1e, idM , α,α−1, λ, λ−1, ρ, ρ−1 et
γ, γ−1.

Démonstration. Soient (vσ)M et (wτ)M deux mots permutés,
● Il existe une transformation naturelle entre ces deux mots. En e�et, σ et τ peuvent se décomposer
en produit de transpositions de type (i, i + 1), et correspondent donc à la composée de plusieurs
applications γi,i+1. De plus, d'après le théorème de cohérence I.2 page 13 on peut passer de v à
w à l'aide de α,λ, ρ et l'identité. On obtient alors l'existence d'une transformation entre ces deux
mots permutés, construite avec α,λ, ρ et γ, qui est donc un isomorphisme naturel. Il ne reste qu'à
montrer que si l'on dispose de deux transformations naturelles χ1, χ2 entre (vσ)M et (wτ)M

construites à l'aide de α,λ, ρ et γ alors elles sont égales.

● D'après le théorème I.2 si χ1 et χ2 n'utilisent que λ, ρ où α alors ils sont égaux. Or d'après les
diagrammes (4) qui dé�nissent γ, on peut échanger les occurrences de λ et ρ avec celles de γ sans
problème, a�n de toutes les mettre au début. Après cette modi�cation, le début de χ1 et χ2 ne
comporte qu'une série de λ et ρ, et sont donc égaux par le théorème de cohérence I.2. On peut
alors supposer que χ1 et χ2 ne comporte aucune occurrence de λ ou ρ. De plus, par naturalité de
γ ou de α on peut échanger les occurrences de ces deux transformations, et placer toutes celles de
α au début. Encore une fois le théorème de cohérence nous permet de supposer qu'il n'y a plus
d'occurrence de α dans χ1 et χ2. On peut donc supposer ici que α = id et que ◻ est associatif.

● Il ne reste alors plus qu'à étudier le cas où χ1 et χ2 ne comportent que des occurrences de γ. Les
deux diagrammes hexagonaux (4) donnent pour α = id et γ−1

a,c = γc,a les identités :

{ γa◻b,c = (γc,a ◻ id) ○ (id ◻ γb,c)
γa,b◻c = (id ◻ γc,a) ○ (γa,b ◻ id)

On montre alors par récurrence qu'échanger un argument avec un ◻-produit de n autres, peut se
faire par composition d'échanges successifs d'arguments adjacents. On peut donc décomposer χ1

et χ2 comme composées d'éléments γi,i+1, qui est un morphisme entre deux arguments adjacents
ai et ai+1. Il en va alors de même pour χ−1

2 ○ χ1 qui est une transformation naturelle de (vσ)M

vers lui même.

18



● Il est bien connu que le groupe Sn peut s'écrire avec n−1 générateurs τi (les transpositions (i, i+1))
véri�ant les relations τ2

i = id, (τiτi+1)3 = id et τiτj = τjτi pour i < j − 1. On montrera au point
suivant que les éléments du type γi,i+1 véri�ent ces identités. Ces éléments véri�eront alors toutes
les identités véri�ées par des éléments de Sn. Mais χ−1

2 ○χ1 est une transformation de (vσ)M vers
lui même, donc elle correspond à l'identité dans Sn. On obtient alors χ−1

2 ○ χ1 = id, d'où χ2 = χ1.
● Montrons �nalement que les éléments γai,ai+1 véri�ent les identités voulues. La première τ2

i = id
correspond exactement à dire que le tressage γ est symétrique et la troisième τiτj = τjτi s'obtient
par naturalité de γ. Pour obtenir la deuxième, (τiτi+1)3 = id qui se ré-exprime τi ○ τi+1 ○ τi =
τi+1 ○ τi ○ τi+1, on utilise la naturalité de γ et les relations de γ obtenues ci-dessus pour construire
le diagramme commutatif suivant (on ne note pas les applications identités)

ai+1 ◻ ai ◻ ai+2 ai+1 ◻ ai+2 ◻ ai

ai ◻ ai+1 ◻ ai+2 ai+2 ◻ ai+1 ◻ ai

ai ◻ ai+2 ◻ ai+1 ai+2 ◻ ai ◻ ai+1

γi+1,i+2

γi,(i+1)◻(i+2) γi,(i+1)◻(i+2)

γi,i+1

γi+1,i+2

γi,i+1

γi,i+1

γi+1,i+2

On obtient alors l'identité voulue.

Remarque (Résumé). Tout diagramme dans une catégorie monoïdale symétrique M entre des objets
de longueur �xée (par rapport au ◻-produit), dont les �èches n'utilisent que des compositions et des
◻-produits de 1e, idB, α,α

−1, λ, λ−1, ρ, ρ−1 et γ, γ−1, commute.

I.6 Foncteurs monoïdaux

Dé�nition. Un foncteur monoïdal entre deux catégories monoïdales M et M ′ est un triplet (F,F2, F0)
où

� F ∶ M →M ′ est un foncteur,
� F0 ∶ e′ → F (e) est une �èche dans M ′,
� F2 une application qui à tout couple (a, b) ∈ M 2 associe une �èche F2(a, b) ∶ F (a)◻F (b)→ F (a◻b)

dans M ′ telle que les trois diagrammes suivants commutent :

F (b) ◻ e′ F (b)

F (b) ◻ F (e) F (b ◻ e)

ρ′

id◻F0

F2

F (ρ)

e′ ◻ F (b) F (b)

F (e) ◻ F (b) F (e ◻ b)

λ′

F0◻id

F2

F (λ)

F (a) ◻ (F (b) ◻ F (c)) (F (a) ◻ F (b)) ◻ F (c) F (a ◻ b) ◻ F (c)

F (a) ◻ F (b ◻ c) F(a ◻ (b ◻ c)) F((a ◻ b) ◻ c)

α′

id◻F2

F2◻id

F2

F2 F (α)

Dé�nition. Soit (F,F2, F0) un foncteur monoïdal,
� Il est dit fort si F0 et F2(a, b) sont des isomorphismes pour tout a, b ∈ M .
� Il est dit strict si F0 et F2(a, b) sont égaux à l'identité pour tout a, b ∈ M .
� Une transformation naturelle monoïdale entre deux foncteurs monoïdaux (F,F2, F0) et (G,G2,G0)

de M dans M ′ est une transformation naturelle θ ∶ F → G entre les foncteurs sous-jacents, telle
que les deux diagrammes suivants commutent dans M ′ :

F (a) ◻ F (b) F (a ◻ b)

G(a) ◻G(b) G(a ◻ b)

F2

θa◻θb θa◻b

G2

e′ F (e)

G(e)

F0

G0
θe

Cela correspond aux égalités "classiques" (par exemple pour les représentations) :

{ G2 ○ (θa ◻ θb) = θa◻b ○ F2

G0 = θe ○ F0
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Dé�nition. On ne considèrera dans les parties suivantes que des foncteur monoïdaux fort et on ne précise
pas toujours les isomorphismes F0 et F2. On dé�nit la composée de deux foncteurs monoïdaux ou de deux
transformations naturelles monoïdales de manière évidente.

Remarque. Si F est un foncteur monoïdal de M dans M ′, on peut généraliser le concept de F0 et F2.
Pour cela on choisit un mot v ∈W de longueur n et on dé�nit une transformation naturelle Fv entre les
foncteurs v ○ Fn et F ○ v de M n dans M ′, telle que

Fv ○ v(F (a1), . . . , F (an)) = F ○ v(a1, . . . , an).

On voit qu'avec cette égalité on retrouve bien F(e0) = F0 et F(−◻−) = F2. On peut dé�nir proprement ces
transformations naturelles par récurrence avec

� Pour les mots de longueur 0,1 et 2 : F(e0) = F0, F(−) = id, F(−◻−) = F2

� Puis pour deux mots v et w on dé�nit Fv◻w par :

Fv◻w = F2 ○ (Fv ◻ Fw).

On montre alors par récurrence que les deux diagrammes suivants commutent pour v,w des mots de
même longueur et θ ∶ F → G une transformation naturelle monoïdale :

v(F (a1), . . . , F (an)) F ○ v(a1, . . . , an)

w(F (a1), . . . , F (an)) F ○w(a1, . . . , an)

Fv

canM′(v,w) F (canM(v,w))

Fw

v(F (a1), . . . , F (an)) F ○ v(a1, . . . , an)

v(G(a1), . . . ,G(an)) G ○ v(a1, . . . , an)

Fv

v(θa1
,...,θan) θv(a1,...,an)

Gv

I.7 Catégories monoïdales strictes

Théoreme I.9. Si M est une catégorie monoïdale, il existe S une catégorie monoïdale stricte et il existe
G ∶ M →S et F ∶ S →M des foncteurs monoïdaux forts qui réalisent une équivalence de catégories

M ≅ S .

Donc toute catégorie monoïdale est équivalente à une catégorie monoïdale stricte (via des foncteurs mo-
noïdaux forts).

Démonstration.

● On dé�nit la catégorie monoïdale stricte S comme le monoïde libre sur M dé�ni à la section I.3.
Ses objets sont donc les mots s = [b1, . . . , bk], dont les lettres sont des objets de M , y compris le
mot vide ∅. On dé�nit un produit sur les objets, donné par la concaténation et noté s ⋅ t. Il est
clairement associatif et admet ∅ comme élément neutre, donc les applications α,λ et ρ usuelles
sont ici égales à l'identité.

● On va maintenant dé�nir les �èches de S , mais pour cela on introduit une fonction F ∶ S →M
donnée par F (∅) = e et

F (s) = F ([b1, . . . , bk]) = ((b1 ◻ b2) ◻ ⋅ ⋅ ⋅ ◻ bk)

On dé�nit alors les �èches s → t dans S comme étant exactement les �èches F (s) → F (t) dans
M (il y en a 0 ou 1 pour chaque couple (s, t) par le théorème de cohérence I.2). La composition
dans S est issue de celle dans M , ce qui fait de S une catégorie.

● Finalement, si f ∶ s → t et g ∶ u → v sont deux �èches dans S , on dé�nit leur produit f ⋅ g par la
�èche associée à la composée

F (s ⋅ u) F (s) ◻ F (u) F (t) ◻ F (v) F (t ⋅ v)can f◻g can

où f ∶ F (s) → F (t) et g ∶ F (u) → F (v) sont vues dans M . Or les �èches f et g dans M sont
canoniques, donc f ⋅g aussi par composition et ◻-produit, ainsi que (f ⋅g) ⋅h = f ⋅(g ⋅h). Le produit
est donc aussi associatif sur les �èches, et il se comporte clairement bien avec la �èche identité.
Ceci montre que la catégorie S est monoïdale stricte.
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● On pose ensuite F0 la fonction identité e→ e et F2(s, t) ∶ F (s)◻F (t)→ F (s ⋅t) l'unique �èche entre
ces deux objets de M (l'isomorphisme canonique qui ramène toutes les parenthèses au début). Le
théorème de cohérence I.2 permet de véri�er que (F,F0, F2) est un foncteur monoïdal car chaque
diagramme compare deux �èches canoniques de M , et il est clairement fort.

● On dé�nit alors le foncteur G ∶ M → S sur les objets b ∈ M par G(b) ∶= [b], et sur les �èches
par G(f) = f l'unique �èche de S associée à f . C'est clairement un foncteur, et on a la relation
G(b) ⋅G(c) = [b] ⋅ [c] = [b, c]. On peut alors dé�nir G0 ∶ ∅→ [e] comme la �èche identité associée à
id ∶ F (∅) = e → e = F ([e]). On pose de même G2(b, c) ∶ [b, c] → [b ◻ c] la �èche identité associée à
l'application id ∶ F ([b, c]) = b◻c→ b◻c = F ([b◻c]). On remarque que G0 et G2(b, c) sont associées
à des applications canoniques et donc sont des isomorphismes.

● On véri�e en�n que G est un foncteur monoïdal fort. Il reste uniquement la commutativité du
diagramme hexagonal à véri�er, les deux autres étant clairs (on a G2 = λ′ = ρ′ = id, et l'application
restante G(ρ)○(id◻G0) va de [b] = G(b) ⋅∅ dans [b] = G(b), donc est l'identité). On a F2 = α′ = id
donc le diagramme hexagonal se réduit à

G(a) ⋅ (G(b) ⋅G(c)) (G(a) ⋅G(b)) ⋅G(c) G(a ◻ b) ⋅G(c)

G(a) ⋅G(b ◻ c) G(a ◻ (b ◻ c)) G((a ◻ b) ◻ c)

id

id⋅G2

G2⋅id

id

id G(α)

,

qui se ré-écrit

[a, b, c] [a, b, c] [a ◻ b, c]

[a, b ◻ c] [a ◻ (b ◻ c)] [(a ◻ b) ◻ c]

id

id⋅G2

G2⋅id

id

id G(α)

.

On voit ainsi que la �èche G(α) de S correspond à l'application dans M :

α ∶ a ◻ (b ◻ c)→ (a ◻ b) ◻ c,

que la �èche id ⋅G2 de S correspond à l'application (dans M ) :

α−1 ∶ (a ◻ b) ◻ c = G([a, b, c])→ G([a, b ◻ c]) = a ◻ (b ◻ c),

et que la �èche G2 ⋅ id de S correspond à l'application :

id ∶ G([a ◻ b, c]) = (a ◻ b) ◻ c→ (a ◻ b) ◻ c = G([(a ◻ b) ◻ c])

Le diagramme est donc commutatif, et (G,G0,G2) est un foncteur monoïdal fort.

● Il ne reste plus qu'à véri�er que F et G sont des équivalences de catégories ce qui achèvera la
preuve. Si b ∈ M est un mot, on a

F ○G(b) = F ([b]) = b

donc F ○G est l'identité. A l'inverse, si s = [b1, . . . , bk] est un objet de S alors on a

G ○ F (s) = G((b1 ◻ b2) ◻ ⋅ ⋅ ⋅ ◻ bk)) = [(b1 ◻ b2) ◻ ⋅ ⋅ ⋅ ◻ bk)]

Donc G ○ F n'est pas l'identité, mais on a

F (G ○ F (s)) = F([(b1 ◻ b2) ◻ ⋅ ⋅ ⋅ ◻ bk)]) = ((b1 ◻ b2) ◻ ⋅ ⋅ ⋅ ◻ bk) = F(s)

Donc on a un isomorphisme naturel G ○ F (s) → s dans S correspondant à l'isomorphisme id ∶
F(G ○ F (s))→ F(s) dans M , ce qui achève la preuve.

Théoreme I.10 (de cohérence). Si M est une catégorie monoïdale alors tout diagramme de M qui
utilise uniquement id,α, λ, ρ et ◻ commute.
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Remarque. On montre ce théorème pour une catégorie monoïdale équivalente à une catégorie monoïdale
stricte via des foncteurs monoïdaux forts, ce qui donne une deuxième démonstration du théorème de
cohérence dans ce cas. Mais en fait, d'après le théorème précédent, cette hypothèse est toujours véri�ée
par une catégorie monoïdale donc on peut conclure dans le cas général. Cependant cette démonstration
du théorème de cohérence ne peut pas remplacer la première car on l'utilise de manière cruciale pour
montrer que l'hypothèse est toujours véri�ée dans la démonstration du théorème précédent.

Démonstration. Soient v,w ∈ W deux mots binaires de longueur n, on considère θ, δ ∶ v → w deux
transformations naturelles entre les foncteurs associés à ces deux mots, construites uniquement par
composition et ◻-produit de α,λ, ρ et id. Plus précisément, on note θ(M), δ(M) les transformations
naturelles entre les foncteurs v,w ∶ M n → M associés aux mots v et w dans M , et θ(S ), δ(S ) celles
entre les foncteurs v,w ∶ S n →S . Le but est de montrer que θ(M) = δ(M) ce qui redonnera le théorème
de cohérence I.2.

On note (G,G0,G2) ∶ M → S et (F,F0, F2) ∶ S → M les foncteurs monoïdaux forts réalisant
une équivalence de catégorie entre M et S . On peut alors construire les transformations naturelles
Gv ∶ v ○G→ G ○ v et Gw ∶ w ○G→ G ○w comme dans la remarque de la partie I.6 (par récurrence à partir
de G0 et G2). On a alors vu que les deux diagrammes suivants commutent (on remplace canM ′(v,w)
par θ et δ qui sont aussi construites uniquement à l'aide de α,λ et ρ) :

v(G(a1), . . . ,G(an)) G ○ v(a1, . . . , an)

w(G(a1), . . . ,G(an)) G ○w(a1, . . . , an)

Gv

θ(S )
(G(a1),...,G(an)) G○θ(M)

(a1,...,an)

Gw

v(G(a1), . . . ,G(an)) G ○ v(a1, . . . , an)

w(G(a1), . . . ,G(an)) G ○w(a1, . . . , an)

Gv

δ(S )
(G(a1),...,G(an)) G○δ(M)

(a1,...,an)

Gw

Or θ et δ sont construite à partir de α,λ et ρ qui valent toutes l'identité dans S qui est stricte, donc
on a δ(S ) = θ(S ). Mais Gv et Gw sont des isomorphismes, donc les diagrammes donnent alors l'égalité
fonctorielle

G ○ θ(M) = G ○ δ(M), d'où F ○G ○ θ(M) = F ○G ○ δ(M).

Or il existe une équivalence naturelle η ∶ F ○G → Id qui donne l'égalité fonctorielle η ○ F ○G = Id. Ceci
permet de conclure θ(M) = δ(M)
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II Di�érents modèles de la catégorie monoïdale Σ -Mod

II.1 La catégorie Rep(S∗)

Dé�nition. La catégorie Rep(S∗) est dé�nie comme suit :

- Ses objets sont des suites V = (Vn)n∈N où chaque Vn est une représentation linéaire du groupe
symétrique Sn (avec la convention S0 = S1 = {1}),

- Les morphismes entre deux objets V = (Vn)n∈N et W = (Wn)n∈N sont des suites f = (fn)n∈N où
chaque fn est un opérateur d'entrelacement (ie : morphisme de représentations) entre Vn et Wn.

Lemme II.1. C'est une catégorie abélienne (additive) et les produits, coproduits, noyaux, conoyaux,
sommes directes sont calculés degré par degré. Par exemple, Ker(f) = Ker ((fn)n∈N) = ( ker(fn) )n∈N.

Remarque. On rappelle que si H ⊂ G est un sous-groupe alors pour (ρ,F ) une représentation de H on
peut dé�nir une représentation de G induite par ρ notée

(π,E) = IndGH((ρ,F )).

Elle est dé�nie comme suit :

Puisque ρ est une représentation de H on a une action (linéaire) de H sur F que l'on peut
étendre en une action de C[H] sur F par linéarité. Ceci muni F d'une structure de C[H]-module. On
pose alors

E ∶= C[G] ⊗
C[H]

F

Cet espace est naturellement un C[G]-module ce qui donne une représentation π de G qui à tout élément
g de G lui associe le morphisme

π(g) ∶ C[G] ⊗
C[H]

F → C[G] ⊗
C[H]

F

x⊗ y ↦ (g ⋅ x)⊗ y
.

On a alors les propriétés suivantes :
� Pour h ∈H on a

π(h)∣F ≅ ρ(h)

car π(h)∣F (x) = h⊗ x = 1⊗ (h ⋅ x) = 1⊗ (ρ(h)(x)).
� Pour toute représentation σ de G on a l'isomorphisme naturel

HomG (IndGH(ρ), σ) ≅ HomH (ρ,ResGH(σ))

� Pour ρ1 et ρ2 deux représentations de H on a l'égalité

IndGH(ρ1 ⊕ ρ2) = IndGH(ρ1)⊕ IndGH(ρ2).

Dé�nition. Si V et W sont deux objets de Rep(S∗), on peut dé�nir leur produit tensoriel

V ⊗W = ( (V ⊗W )n )
n∈N

par
(V ⊗W )

n
∶= ⊕
i+j=n

IndSnSi×Sj(Vi ⊗Wj)

En e�et, Vi est une représentation de Si et Wj de Sj , on peut alors étendre Vi ⊗ Wj (qui est une
représentation de Si × Sj) en une représentation de Sn. On note de plus C0 l'objet de Rep(S∗) donné
par

(C0)n = { C si n = 0
0 sinon

.

Proposition II.2. Le triplet (Rep(S∗),⊗,C0 ) ainsi dé�ni forme une catégorie monoïdale.

Proposition II.3. On rappelle qu'une partition λ est une suite décroissante d'entiers positifs λ1 ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ λn
et on dit que c'est une partition de l'entier k si λ1 + ⋅ ⋅ ⋅ +λn = k. Si le corps de base est de caractéristique
nulle, pour k un entier et λ une partition de k on a une représentation irréductible Mλ de Sk associée
par dualité de Schur-Weyl.
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Démonstration. C'est admis ici, pour une démonstration se référer à [SS12].

Remarque. Les objets simples de Rep(S∗) sont les suites V = (Vn)n∈N telles que Vn soit nul pour
tout entier sauf un, et telle que pour cet entier n, Vn soit une représentation irréductible de Sn. Or, par
dualité de Schur-Weyl, on sait que les classes d'isomorphismes de représentations irréductibles de Sn sont
en bijection avec les partitions de n. De plus, tout objet de Rep(S∗) se décompose en somme directe de
simples car le corps de base est de caractéristique nulle. On en conclut que les classes d'isomorphismes
de simples dans Rep(S∗) sont en bijection avec les partitions.

II.2 La catégorie Fonct (Σ , Vec C ) ou Σ -Mod

Dé�nition. On dé�nit :

- VecC la catégorie dont les objets sont les C-espaces vectoriels et les morphismes sont les
applications linéaires.

- Σ la catégorie dont les objets sont les ensembles �nis et les morphismes sont les bijections entre
ces ensembles.

- Fonct (Σ,VecC ) la catégorie dont les objets sont les foncteurs de Σ vers VecC et les morphismes
sont les transformations naturelles entre ces foncteurs. Elle est aussi parfois appelée la catégorie
des foncteurs sur Σ et notée Σ -ModC, et ses objets sont appelés des Σ-modules.

Lemme II.4. Un objet de Fonct (Σ , VecC ) est donc un foncteur V qui associe à chaque ensemble
�ni S un espace vectoriel V (S) et à chaque bijection entre ensembles �nis f ∶ S → S′ un isomorphisme
V (f) ∶ V (S) → V (S′), telle que pour tout isomorphismes g ∶ S → S′ et f ∶ S′ → S′′ on ait la relation
V (f ○ g) = V (f) ○ V (g).
De même, un morphisme φ ∶ V →W dans Fonct (Σ , VecC ) est une loi qui associe à tout ensemble �ni
S une application linéaire φS ∶ V (S) → W (S) telle que pour toute bijection f ∶ S → S′ le diagramme de
naturalité suivant commute :

S V (S) W (S)

S′ V (S′) W (S′)

f

φS

V (f) W (f)

φS′

Exemple. Si M est un C-module et n un entier, on dé�nit un objet M (n) de Fonct (Σ , VecC ) sur les
objets par :

M (n) ∶ Σ → VecC

S ↦ { M si ∣S∣ = n
0 sinon

,

et toute �èche f ∶ S → S′ dans Σ (ie : bijection) s'envoie sur l'identité de M si le cardinal commun de S
et S′ est n, et sur l'identité de 0 sinon.

Proposition II.5. Les catégories VecC et Fonct (Σ , VecC ) sont abéliennes.

Démonstration. La catégorie VecC est une catégorie classiquement abélienne (algèbre linéaire) et pour la
deuxième c'est une catégorie de foncteurs à valeurs dans une catégorie abélienne donc elle est abélienne.

Proposition II.6. On peut adopter le point de vue des représentations dans cette catégorie :

� Si V est un objet de Fonct (Σ , VecC ) alors pour tout ensemble �ni S l'espace vectoriel V (S)
peut être vu comme une représentation du groupe Aut(S)

� Si φ ∶ V → W est un morphisme de Fonct (Σ , VecC ) alors pour tout ensemble �ni S on peut
voir l'application linéaire φS ∶ V (S) → W (S) comme un opérateur d'entrelacement entre les
représentations V (S) et W (S) du groupe Aut(S).
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Démonstration. Si f ∈ Aut(S) alors c'est une bijection de S dans S, donc c'est une �èche dans Σ. On peut
alors lui appliquer le foncteur V et on obtient un isomorphisme V (f) ∶ V (S)→ V (S). Cette construction
permet de dé�nir l'application Ṽ associée au foncteur V par

Ṽ ∶ Aut(S) → GL (V (S))
f ↦ V (f)

Puisque V est un foncteur on a V (f ○ g) = V (f) ○ V (g) et donc Ṽ est un morphisme de groupes, ce qui
donne bien une représentation de Aut(S). De plus si f ∈ Aut(S), le diagramme suivant commute par
naturalité de φ :

V (S) W (S)

V (S) W (S)

φS

V (f)=Ṽ (f) W (f)=W̃ (f)

φS

Ceci donne l'égalité W̃ (f) ○ φS = φS ○ Ṽ (f) pour tout f ∈ Aut(S) et donc on a bien un opérateur
d'entrelacement.

Remarque. Les objets simples de Fonct (Σ,VecC ) sont les foncteurs F tels que F (S) soit nul pour tout
ensemble �ni S sauf pour un cardinal n �xé, et tel que pour les ensembles S de cardinaux n, F (S) soit une
représentation irréductible de Aut(S). On remarque qu'il su�t que la représentation F ([n]) de Aut([n]) =
Sn soit irréductible car si on considère un autre ensemble S de cardinal n, en �xant une bijection σ ∶
S → [n], on obtient un isomorphisme de représentations F (σ) ∶ F (S) → F ([n]). On peut alors voir
que tout objet se décompose en somme directe de simples, et que les classes d'isomorphismes de simples
de Fonct (Σ , VecC ) sont en bijection avec les partitions car elles correspondent aux représentations
irréductibles de Aut([n]) = Sn pour un entier n quelconque.

Théoreme II.7. Les catégories abéliennes Rep(S∗) et Fonct (Σ , VecC ) sont équivalentes via le fonc-
teur

G ∶ Fonct (Σ , VecC ) Rep(S∗)

V ( V ( [n] ) )
n∈N

W (W ( [n] ) )
n∈N

σ (σ[n] )
n∈N

où [n] est l'objet {1, . . . , n} de Σ et V ( [n] ) est vu comme représentation de Aut([n]) = Sn comme dans
la proposition ci-dessus.

Démonstration.

i) Tout d'abord G est bien un foncteur :

Si τ ○ σ ∶ V → V ′ → V ′′ est une composée de �èches dans Fonct (Σ , VecC ) alors par
dé�nition de τ ○ σ on a pour tout ensemble �ni S l'égalité

(τ ○ σ)S = τS ○ σS ∶ V (S)→ V ′(S)→ V ′′(S).

En appliquant ceci à l'ensemble [n] pour n ∈ N on a bien

((τ ○ σ)[n])n∈N = (τ[n])n∈N ○ (σ[n])n∈N ∶ (V ( [n] ))
n∈N → (V ′( [n] ))

n∈N → (V ′′( [n] ))
n∈N.

ii) On dé�nit alors un foncteur dans l'autre sens, d'abord sur les objets par

H ∶ Rep(S∗) → Fonct (Σ , VecC )
U = (Un)n∈N ↦ ϕU ∶ (S ↦ U∣S∣)

Mais il faut encore dé�nir le foncteur ϕU sur les �èches.
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Pour cela on commence par choisir pour chaque ensemble �ni S une bijection gS ∶ S → [∣S∣] (il
n'y a qu'un nombre �ni de choix possible). Ensuite on considère une �èche f ∶ S → S′ de Σ,
c'est-à-dire une bijection entre deux ensembles �nis et on note m le cardinal commun de S et S′.
Alors la composée gS′ ○ f ○ (gS)−1 est une bijection de [m] dans lui-même, donc c'est un élément
de Sm. Alors le morphisme de la représentation Um envoie l'élément gS′ ○ f ○ (gS)−1 de Sm sur un
isomorphisme θUf de Um.

On dé�nit alors
ϕU(f) ∶= θUf

et ϕU est bien un foncteur car on a l'identité

(gS′′ ○ f ○ (gS′)−1) ○ (gS′ ○ f ′ ○ (gS)−1) = gS′′ ○ (f ○ f ′) ○ (gS)−1

d'où θUf ○ θUf ′ = θUf○f ′ par fonctorialité.

iii) On peut alors dé�nir le foncteur H sur les �èches : l'image par H de la suite d'opérateurs d'en-
trelacement (σn)n∈N ∶ V = (Vn)n∈N → (Wn)n∈N = W est la transformation naturelle τ ∶ ϕV → ϕW

dé�nie par
τS ∶= σ∣S∣ ∶ V∣S∣ →W∣W ∣

La transformation τ est bien naturelle car σ∣S∣ est un opérateur d'entrelacement ce qui donne le
diagramme commutatif associé à l'élément gS′ ○ f ○ (gS)−1 :

S V∣S∣ W∣S∣

S′ V∣S′∣ = V∣S∣ W∣S′∣ =W∣S∣

f

τS=σ∣S∣

θVf θWf

τ ′S=σ∣S∣

.

iv) Il est alors clair que H est bien un foncteur et on peut véri�er que G et H forment des équivalences
des catégories :

- Si (Vn)n∈N est un objet de Rep(S∗) on a l'égalité

G ○H((Vn)n∈N) = G(ϕV ) = (ϕV[n])n∈N = (V∣[n]∣)n∈N = (Vn)n∈N
Ce qui donne bien G ○H = IdRep(S∗)

- Si V est un objet de Fonct (Σ , VecC ) alors

H ○G(V ) =H( V ( [n] ) )n∈N) = ϕ(V ( [n] ) )n∈N

est le foncteur qui envoie tout ensemble �ni S sur V ( [∣S∣] ). On cherche alors à dé�nir une
équivalence naturelle σ entre les foncteurs V et H ○G(V ). Pour cela on considère pour chaque
ensemble �ni S la bijection gS ∶ S → [∣S∣] choisie pour dé�nir H et on pose

σS ∶= V (gs) ∶ V (S)→ V ( [∣S∣] )

Cette dernière est bien bijective car gS l'est, il reste à montrer que σ est naturelle. Si f ∶ S → S′

est une �èche dans Σ, par dé�nition on a

H ○G(V )(f) = ϕG(V )(f) = θG(V )

f = Ṽ (gS′ ○ f ○ (gS)−1) = V (gS′ ○ f ○ (gS)−1)

Donc le diagramme suivant commute :

S V (S) V ( [∣S∣] ) =H ○G(V )(S)

S′ V (S′) V ( [∣S′∣] ) =H ○G(V )(S′)

f

σS=V (gS)

V (f) V (gS′○f○(gS)
−1

)=H○G(f)

σS′=V (gS′)

Finalement σ est bien une équivalence naturelle et donc on a H ○G ≃ Id
Fonct(Σ ,Vec C ).
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Dé�nition. Si V et W sont deux objets de Fonct (Σ , VecC ), on peut dé�nir leur produit tensoriel
V ⊗W comme étant le foncteur qui associe à tout ensemble �ni S l'espace vectoriel

(V ⊗W )(S) ∶= ⊕
S=X⊍Y

V (X)⊗CW (Y )

où X ⊍ Y désigne l'union disjointe des deux ensembles. De plus, si on considère une bijection f ∶ S → S′,
l'application linéaire

(V ⊗X)(f) ∶ ⊕
S=X⊍Y

V (X)⊗CW (Y )→ ⊕
S′=X′⊍Y ′

V (X ′)⊗CW (Y ′)

envoi simplement le facteur direct V (X)⊗CW (Y ) sur le facteur V ( f(X) )⊗CW ( f(Y ) ).

Proposition II.8. Le triplet (Fonct (Σ , VecC ),⊗,C(0) ), où C(0) est le foncteur dé�ni page 25, forme
une catégorie monoïdale. De plus, les foncteurs G et H respectent le produit tensoriel et forment donc
une équivalence de catégories monoïdales.

Démonstration. On montre que les foncteurs G et H qui réalisent l'équivalence de catégories respectent
le produit tensoriel, à isomorphisme prés. Commençons par le foncteur G :
Si V et W sont deux objets de la catégorie Fonct (Σ ,VecC ) alors ce sont des foncteurs de Σ vers VecC
et on a d'une part

G(V ⊗W ) = G
⎛
⎝

Σ → VecC
S ↦ ⊕

S=X⊍Y
(V (X)⊗W (Y ) )

⎞
⎠

=
⎛
⎝ ⊕

[n]=X⊍Y

( V (X)⊗W (Y ) )
⎞
⎠
n∈N

= ( ⊕
n=i+j

(V ([i])⊗W ([j]) )⊕(
n
i
) )

n∈N

= ( ⊕
k=n+m

(V ([n])⊗W ([m]) )⊕(
k
n
) )

k∈N
.

D'autre part on a les égalités

G(V )⊗G(W ) = ( V ( [n] ) )
n∈N ⊗ (W ( [m] ) )

m∈N

= ( ⊕
n+m=k

IndSkSn×Sm( V ( [n] )⊗W ( [m] ) ) )
k∈N

=
⎛
⎝ ⊕
n+m=k

C[Sk] ⊗
C[Sn×Sm]

( V ( [n] )⊗W ( [m] ) )
⎞
⎠
k∈N

.

De plus, le sous-groupe Sn × Sm est d'indice (k
n
) dans Sk et, par le choix d'un représentant pour chaque

classe, on obtient un isomorphisme

C[Sk] ⊗
C[Sn×Sm]

( V ( [n] )⊗W ( [m] ) ) ≅ (V ([n])⊗W ([m]) )⊕(
k
n
)
.

Ceci dé�nit donc bien un isomorphisme

G(V ⊗W ) ≅ G(V )⊗G(W ).

On refait ensuite le même travail pour le foncteur H :
Si U = (Un )n∈N et T = (Tm )m∈N sont deux objets de Rep(S∗) on a les égalités

H(U ⊗ T ) =H( ( (U ⊗ T )n )
n∈N )

=H( ( ⊕
i+j=n

IndSnSi×Sj(Ui ⊗ Tj) )
n∈N )

=
⎛
⎜
⎝

Σ → VecC

E ↦ ⊕
i+j=∣E∣

Ind
S∣E∣

Si×Sj
(Ui ⊗ Tj)

⎞
⎟
⎠
.
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Mais on a aussi les identités

H(U)⊗H(T ) = ϕU ⊗ ϕT

=
⎛
⎝

Σ → VecC
E ↦ ⊕

E=X⊍Y
(ϕU(X)⊗ ϕT (Y ) )

⎞
⎠

=
⎛
⎝

Σ → VecC
E ↦ ⊕

E=X⊍Y
(U∣X ∣ ⊗ T∣Y ∣ )

⎞
⎠
.

Pour un ensemble E de cardinal n on a alors les deux égalités :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

H(U ⊗ T ) (E) = ⊕
i+j=n

IndSnSi×Sj(Ui ⊗ Tj)

(H(U)⊗H(T )) (E) = ⊕
n=i+j

(Ui ⊗ Tj )
⊕(
n
i
) .

On construit alors un isomorphisme entre H(U ⊗T ) (E) et (H(U)⊗H(T )) (E) comme pour le foncteur
G qui est naturel car il ne dépend que du cardinal de l'ensemble E. Cela permet de conclure en donnant
un isomorphisme naturel entre les foncteurs

H(U ⊗ T ) ≅ H(U)⊗H(T ).

II.3 La catégorie Reppol
(GL)

On veut dé�nir l'espace vectoriel C∞ comme "union croissante" des espaces Cn et le groupe GL(∞,C)
comme "union croissante" des groupes GL(n,C).

Dé�nition. On dé�nit le foncteur F ∶ N∗ → VecC qui envoie n sur Cn et le morphisme n → m (qui
correspond à la relation n ≤ m) sur l'inclusion canonique Cn ↪ Cm. De même, on dé�nit le foncteur
G ∶ N∗ → Gr qui associe à n le groupe GL(n,C) et à la �èche n → m l'inclusion GL(n,C) ↪ GL(m,C).
On dé�nit alors C∞ comme la colimite du foncteur F et GL(∞,C) comme la colimite du foncteur G.

Proposition II.9. L'espace vectoriel C∞ est l'espace vectoriel de base les vecteurs abstraits ei =
(0, . . . ,0,1,0,0, . . . ) pour i ∈ N∗, et le groupe GL(∞,C) est le sous groupe de Aut(C∞) des éléments
g tels que g(ei) = ei pour i assez grand.

Démonstration. On note E = Vect((ei)i∈N∗) et in l'inclusion canonique de Cn dans E. Montrons que

(E,{in}n∈N∗) est la colimite du foncteur F . On aura alors prouvé la première a�rmation, la deuxième
se montre de manière analogue.

i) On a bien E ∈ VecC et pour tout n ∈ N∗ (la catégorie de départ) l'application in est bien une
�èche de Cn = F (n) vers E dans VecC.

ii) Si f ∶ n → m est une �èche dans N∗ on a n ≤ m et F (f) est l'inclusion Cn ↪ Cm. Alors le
diagramme suivant commute :

F (n) = Cn

E

F (m) = Cm

in

F (f)

im

iii) Si on a un espace vectoriel D ∈ VecC et pour tout n ∈ N∗ des applications vn ∶ F (n) = Cn → D
telles que pour toute �èche f ∶ n→m on ait le diagramme commutatif

F (n) = Cn

D

F (m) = Cm

vn

F (f)

vm
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alors on a n ≤m et (vm)∣Cn = vn. On dé�nit une application linéaire α ∶ E →D sur une base de E
par α(ei) = vi(ei) pour i ∈ N∗. Alors pour tout n ∈ N∗ le diagramme suivant commute

F (n) = Cn E

D

in

vn
α

car pour k ≤ n on a les égalités

α ○ in(ek) = α(ek) = vk(ek) = ((vn)∣Ck)(ek) = vn(ek)

Dé�nition. Si k est un entier, (C∞)⊗k est une représentation de GL(∞,C) via l'action diagonale

GL(∞,C) × (C∞)⊗k → (C∞)⊗k
(M , x1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ xk) ↦ (Mx1)⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ (Mxk).

On dé�nit alors la catégorie Reppol(GL) :
- Ses objets sont les représentations de GL(∞,C) polynomiales, c'est-à-dire qui sont des sous-
quotients d'une somme directe (�nie ou non) de représentations du type (C∞)⊗k,

- Ses �èches sont les opérateurs d'entrelacement entre ces représentations de GL(∞,C).

Remarque. C'est par dé�nition une catégorie abélienne.

Proposition II.10. L'espace vectoriel des opérateurs d'entrelacement

Vλ ∶= HomSk(Mλ, (C∞)⊗k)

est une représentation polynomiale de GL(∞,C), donc un objet de Reppol(GL). De plus, cet objet est
simple, et tout objet de Reppol(GL) se décompose en somme directe d'objets de ce type.

Démonstration. C'est admis ici, pour une démonstration se référer à [SS12].

Dé�nition. Si V et W sont deux objets de Reppol(GL) on dé�nit leur produit tensoriel comme étant
la représentation de GL(∞,C) donnée par l'espace vectoriel V ⊗W et le morphisme

GL(∞,C) × (V ⊗W ) → V ⊗W
(M,v ⊗w) ↦ (Mv)⊗ (Mw).

C'est bien une représentation polynomiale car si V est un sous-quotient de C⊗n et W de C⊗m, alors
V ⊗W est un sous-quotient de C⊗(n+m) et le produit tensoriel se comporte bien avec les sommes directes.

Proposition II.11. Le triplet (Reppol(GL),⊗,C ) où C est la représentation triviale de GL(∞,C) forme
une catégorie monoïdale.

II.4 La catégorie de Schur S

Dé�nition. On dé�nit les notions de fonction polynomiale et de foncteur strictement polynomial :

� Un fonction f ∶ V →W entre deux C-espaces vectoriels de dimension �nie est dite polynomiale s'il
existe des bases (vi)1≤i≤n de V et (wj)1≤j≤m de W et des polynômes (Pj)1≤j≤m dans C[x1, . . . , xn]
tels que pour tout v ∈ V on ait

f(v) = f(
n

∑
i=1

xivi) =
m

∑
j=1

Pj(x1, . . . , xn)wj

� Une fonction polynomiale est dite homogène de degré d si tous les polynômes (Pj)1≤j≤m sont
homogènes de degré d.
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� On note VecC
f la sous-catégorie pleine de VecC constituée des espaces vectoriels de dimension

�nie. Alors un foncteur F ∶VecC
f →VecC

f est strictement polynomial si pour tout couple (V,W )
d'espaces vectoriels de dimension �nie, l'application

F ∶ Hom(V,W ) → Hom (F (V ), F (W ))
ϕ ↦ F (ϕ)

est une application polynomiale entre espaces vectoriels.

� Un foncteur strictement polynomial est dit homogène de degré d si pour tout couple d'espaces
vectoriels de dimension �nie l'application précédente est homogène de degré d.

Exemple. Le foncteur
(−)⊗2 ∶ VecC → VecC

V ↦ V ⊗2 = V ⊗ V
est polynomial homogène de degré 2. En e�et, si V et W sont des C-espaces vectoriels de dimension n et
m, alors on a des isomorphismes

Hom(V,W ) ≅ Mn,m(C) et Hom(V ⊗ V,W ⊗W ) ≅ Mn2,m2(C).

L'application
Hom(V,W ) → Hom(V ⊗ V,W ⊗W )

ϕ ↦ ϕ⊗ ϕ
se transforme alors en

T ∶ Mnm(C) → Mn2m2(C)
M ↦ T (M) ,

où T (M) est la matrice par blocs

T (M) =
⎛
⎜
⎝

M ⋅M1,1 M ⋅M1,2 ⋯
M ⋅M2,1 ⋱ ⋯

⋮ ⋮ ⋱

⎞
⎟
⎠
.

Chaque composante de T (M) est un produit de deux composantes de M (coordonnées dans la base
canonique des Ei,j). On note alors Pk,l le polynôme homogène de degré 2 associé à la composante T (M)k,l
qui s'écrit Pk,l(x1, . . . , xnm) = xαxβ pour α et β les deux composantes de M associées. On a alors

T (M) = T(∑
i,j

mi,jEi,j) =∑
k,l

Pk,l(m1,1, . . . ,mnm)Ek,l

et donc T est bien une application linéaire homogène de degré 2.

Dé�nition. Pour n un entier, on dé�nit les quatre foncteurs Tn,Λn,Γn et Sn suivants :

Tn ∶ C -Mod → C -Mod

V ↦ V ⊗n

Λn ∶ C -Mod → C -Mod

V ↦ ΛnV ∶= V
⊗n

/
⟨v ⊗ v⟩

Γn ∶ C -Mod → C -Mod

V ↦ (V ⊗n)Sn
Sn ∶ C -Mod → C -Mod

V ↦ SnV ∶= (V ⊗n)
Sn

= V
⊗n

/
⟨u⊗ v − v ⊗ u⟩

On appelle TnV la n-ème puissance tensorielle de V , ΓnV sa n-ème puissance extérieure, ΓnV sa n-ème
puissance divisée et SnV sa n-ème puissance symétrique.

Proposition II.12. Pour n un entier, les quatre foncteurs Tn,Λn,Γn et Sn dé�nis ci-dessus sont poly-
nomiaux homogènes de degré n. De plus, on a les applications quotient

TnV → ΛnV
v1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ vn ↦ v1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ vn

et
Tn → Sn

v1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ vn ↦ v1 ⋅ v2 ⋅ − ⋅ vn
.

En�n dans ΛnV on a la relation antisymétrique pour v,w ∈ V :

v ∧w = −w ∧ v

car on a (v +w) ∧ (v +w) = 0 = v ∧w +w ∧ v.
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Dé�nition. Si M est une représentation de Sn on lui associe un foncteur FM dé�ni par

FM ∶ VecC → VecC
V ↦ (V ⊗n ⊗M)

Sn

où (V ⊗n⊗M)
Sn

est l'ensemble des co-invariants de la représentation V ⊗n⊗M où Sn agit via le morphisme

Sn × (V ⊗n ⊗M) → V ⊗n ⊗M
(σ , v1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ vn ⊗m ) ↦ vσ(1) ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ vσ(n) ⊗ σ ⋅m

Lemme II.13. Si on se restreint aux représentations M de dimensions �nies du groupe symétrique Sn,
alors les foncteurs FM associés sont polynomiaux homogènes de degré n.

Dé�nition. On note alors S la sous catégorie pleine de Fonct (VecC,VecC ) dont les objets sont les
foncteurs isomorphes à un foncteur FM pour une représentation M d'un groupe symétrique.

Proposition II.14. La catégorie S est une catégorie abélienne.

Démonstration. La catégorie Fonct (VecC,VecC ) est abélienne car c'est une catégorie de foncteurs à
valeurs dans une catégorie abélienne. Il reste juste à véri�er que, si on considère un morphisme entre
deux objets dans S, le noyau et le co-noyau du morphisme ainsi que le produit et le co-produit des objets
dé�nis dans Fonct (VecC,VecC ) restent bien dans S ; ce qui se fait facilement.

Remarque. On note S0 la sous-catégorie pleine de S constituée des foncteurs isomorphes à FM pour
une représentation M de dimension �nie. Alors la catégorie S0 est équivalente à la sous-catégorie pleine
de Fonct (VecC

f ,VecC
f ) constituée des foncteurs polynomiaux.

Dé�nition. On dé�nit la somme directe et le produit tensoriel de deux foncteurs F et G de S terme à
terme :

F ⊕G ∶ VecC → VecC
V ↦ F (V )⊕G(V )

F ⊗G ∶ VecC → VecC
V ↦ F (V )⊗G(V ) .

Proposition II.15. Si le corps de base est de caractéristique nulle, pour une partition λ on note Mλ la
représentation irréductible de S∣λ∣ associée par dualité de Schur-Weyl et Sλ le foncteur FMλ

. Alors Sλ est
un objet simple de S et tout objet de S est isomorphe à une somme directe (�nies ou non) de foncteurs
du type Sλ.

Démonstration. On a déjà vu qu'une représentation M d'un groupe symétrique Sn se décompose sur les
représentations Mλ comme suit :

M =⊕
λ

Mλ.

Alors on a les identités

FM = ((−)⊗n ⊗ (⊕
λ

Mλ))Sn ≅ (⊕
λ

((−)⊗n ⊗Mλ))Sn ≅⊕
λ

((−)⊗n ⊗Mλ)S∣λ∣
=⊕

λ

Sλ

Proposition II.16. On dé�nit CC le foncteur qui envoie tout espace vectoriel sur C et toute �èche
sur l'identité. C'est alors un élément de S et le triplet (S,⊗,CC) forme une catégorie monoïdale (ou
tensorielle).

Démonstration. Le foncteur CC est équivalent au foncteur FC pour C la représentation triviale de S0 = {1}
qui envoie donc l'espace vectoriel V sur

(V ⊗0 ⊗C )
S0

= (C⊗C )
{id}

= C⊗C ≅ C .

De plus, la catégorie est monoïdale car le produit tensoriel se fait terme par terme. Les applications et
identités voulues s'obtiennent alors en relevant celles de la catégorie d'arrivée VecC qui est classiquement
monoïdale.
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II.5 Équivalences

Théoreme II.17. Lorsque le corps de base est de caractéristique nulle, les quatre catégories monoïdales
Rep(S∗),Fonct (Σ , VecC ),Reppol(GL) et S sont équivalentes via des foncteurs monoïdaux.

Démonstration. On montre l'équivalence selon l'ordre suivant :

Fonct (Σ , VecC ) Rep(S∗)

S Reppol(GL)

On a déjà vu que ces quatre catégories sont abéliennes et même monoïdales et que chaque objet se
décompose comme somme directe de simples. De plus, dans chaque catégorie on a fait la liste des simples
et on a vu que les classes d'isomorphismes de simples étaient en bijection avec les partitions. Il su�t
alors de dé�nir des foncteurs additifs qui envoient les simples de la catégorie de départ associés à une
partition, sur les simples de la catégorie d'arrivée associés à la même partition et on aura dé�ni une
équivalence de catégories abéliennes en passant aux sommes directes. On peut aussi montrer (se référer
à [SS12]) que, dans chaque cas, le produit tensoriel de deux simples se décompose en simples en utilisant
le même procédé (la règle de Littlewood-Richardson) et alors les foncteurs ainsi dé�nis respecteront la
structure de catégorie monoïdale.

Il reste à donner les foncteurs additifs véri�ant ces propriétés :

� On a vu aux théorèmes II.7 et II.8 que le foncteur

G ∶ Fonct (Σ , VecC ) Rep(S∗)

V ( V ( [n] ) )
n∈N

W (W ( [n] ) )
n∈N

σ (σ[n])
n∈N

est une équivalence de catégories monoïdales (et abéliennes) pour V[n] vu comme repré-
sentation de Sn. De plus, il est additif car la somme directe de foncteurs est dé�nie par
(F ⊕G)(S) ∶= F (S)⊕G(S). Et, par dé�nition, il envoie les simples de Fonct (Σ , VecC ) associés
à une partition λ sur les simples de Rep(S∗) associés à λ.

� On considère ensuite le foncteur

S Reppol(GL)

F F (C∞)

G G(C∞)

τ τC∞

.

Il est bien dé�ni car il existe une représentation M d'un groupe symétrique (qui se décompose
M =⊕

λ
Mλ) telle que F soit isomorphe à FM . On a alors

F (C∞) = FM(C∞) = ((C∞)⊗n ⊗M)
Sn

≅ (⊕
λ

((C∞)⊗n ⊗Mλ) )
Sn

Donc F (C∞) est bien un sous-quotient d'une somme directe de représentations du type (C∞)⊗k
car Mλ ⊂ Cm ⊂ C∞, et donc un objet de Reppol(GL). Ce foncteur est donc bien dé�ni et il est
additif par dé�nition de la somme directe de deux foncteurs. De plus, si λ est une partition, le
simple Sλ de S s'envoie sur le simple Vλ de Reppol(GL) car on peut montrer (cf : [SS12]) qu'on
a l'isomorphisme

Sλ(C∞ ) ∶= FMλ
(C∞ ) ∶= ( (C∞ )⊗∣λ∣ ⊗Mλ )

S∣λ∣
≅ HomS∣λ∣

(Mλ , (C∞ )⊗∣λ∣ ) =∶ Vλ.
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� On introduit aussi le foncteur

Rep(S∗) → S

V = (Vn)n∈N ↦ SV ∶= ⊕
n≥0

FVn = ⊕
n≥0

((−)⊗n ⊗ Vn)Sn

f = (fn)n∈N ↓ ↓ ⊕
n≥0

( Id(−)⊗n ⊗fn)Sn

W = (Wn)n∈N ↦ SW ∶= ⊕
n≥0

FWn = ⊕
n≥0

((−)⊗n ⊗Wn)Sn

.

Ce foncteur est lui aussi additif par distributivité du produit tensoriel sur la somme directe.
De plus, il envoie le simple M = (Mn )n∈N associé à la partition λ dé�ni par

Mn = { Mλ si n = ∣λ∣
0 sinon

sur le simple Sλ de S car on a

⊕
n≥0

FMn ∶=⊕
n≥0

((−)⊗n ⊗Mn)Sn = ((−)⊗∣λ∣ ⊗Mλ)S∣λ∣
=∶ Sλ.

� On peut aussi utiliser le foncteur composé

Fonct (Σ , VecC ) → S

V ↦ ΦV = ⊕
n∈N

FV ([n]) = ⊕
n≥0

((−)⊗n ⊗ V ([n]))
Sn

qui est lui-aussi additif par dé�nition de la somme directe des foncteurs, et par distributivité du
produit tensoriel sur la somme directe. En�n, il envoie lui-aussi les simples sur les simples associés
à la même partition par composition de deux foncteurs qui véri�ent cette propriété.
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III Algèbres commutatives tordues

III.1 La catégorie monoïdale (V ,⊗,1)

Dé�nition. On dé�nit (V,⊗,1) une catégorie monoïdale abstraite équivalente à l'une des quatre caté-

gories monoïdales précédentes (Rep(S∗),Fonct (Σ , VecC ),Reppol(GL) et S). On peut alors dé�nir
des notions dans V, puis passer la dé�nition dans n'importe quelle autre des quatre catégories.

Proposition III.1. Comme les quatre autres catégories, si le corps de base est de caractéristique nulle,
alors la catégorie V possède des objets simples et les classes d'isomorphismes de simples sont en bijection
avec les partitions. De plus, tout objet de V se décompose en une somme directe (�nie ou non) d'objets
simples.

Dé�nition. Un objet de V est dit de longueur �nie si sa décomposition en somme directe d'objets simples
est �nie. Plus généralement, il est �niment gradué si dans sa décomposition chaque simple n'apparait
qu'un nombre �ni de fois. On note Vf (resp. Vgf ) la sous-catégorie pleine de V des objets de longueur
�nie (resp. �niment gradués).

Exemple. Si on se place dans la catégorie Rep(S∗) les objets �niment gradués sont les suites (Vn)n∈N
telles que pour tout entier n la représentation Vn de Sn soit de dimension �nie (elle se décompose alors
en une somme directe �nie de simples, et pour n ≠ m les simples associés ne sont pas isomorphes). De
plus, les objets de longueur �nie sont les objets �niment gradués (Vn)n∈N pour lesquels Vn est nul pour
n su�samment grand.
De même dans la catégorie Fonct (Σ , VecC ), un foncteur F ∶ Σ→VecC est �niment engendré si pour
tout ensemble �ni S, l'espace vectoriel F (S) est de dimension �nie. Il est de longueur �nie si, en plus, on
a F (S) = 0 sauf pour un nombre �ni d'ensembles.

Proposition III.2. On note Vn la sous-catégorie pleine de V des objets dont la décomposition en somme
directe de simples ne comprend que des simples associés à des partitions λ telles que ∣λ∣ = n. Alors tout
objet V de V se décompose comme somme directe d'objets Vn de Vn, ce que l'on note

V =⊕
n∈N
Vn .

Chaque objet de V est alors naturellement gradué.

Démonstration. Cela se voit dans la catégorie Rep(S∗) car la sous-catégorie (Rep(S∗)))n corres-
pond la catégorie à Rep(Sn) vue comme sous-catégorie de Rep(S∗). De même dans la catégorie
Fonct (Σ , VecC ), la sous-catégorie Vn est la catégorie Fonct (Σn , VecC ) où Σn est la sous-catégorie
pleine de Σ dont les objets sont les ensembles de cardinal n.

III.2 Objets représentables

Dé�nition. Pour un entier n on considère le foncteur

Rep(S∗) → VecC
V = (Vn)n∈N ↦ Vn

On note alors C<n> l'objet deRep(S∗) qui représente ce foncteur, c'est-à-dire tel qu'on ait l'isomorphisme
naturel en V = (Vn)n∈N ∈Rep(S∗) suivant :

HomRep(S∗) (C<n>, V ) ≅ Vn.

Proposition III.3. L'objet C<n> se décrit dans les di�érentes catégories équivalentes :

� Dans Rep(S∗) il est décrit par

(C<n> )m = { C[Sn] si n =m
0 sinon

.

� Dans Fonct (Σ , VecC ) si l'on note [n] l'ensemble {1, . . . , n}, il correspond (via l'équivalence de
catégories H dé�nie page 26) au projectif standard usuel

C [ HomΣ([n],−) ] ∶ Σ → VecC

X ↦ C [ HomΣ([n],X) ] = { C[Sn] si ∣X ∣ = n
0 sinon
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qui envoie une �èche f ∶X →X ′ entre ensemble de cardinaux n vers le morphisme C[Sn]→ C[Sn]
qui permute les éléments selon la permutation de [n] associée à f en �xant deux bijections X ≅ [n]
et X ′ ≅ [n]. Ce foncteur se ré-écrit en ne gardant que le squelette (dé�ni page 7)

Σ0 → VecC

k ↦ C [ HomΣ0(n, k) ] = { C[Sn] si k = n
0 sinon

.

� Dans Reppol(GL) il correspond à la représentation (C∞ )⊗n de GL(∞,C).

� Dans S il correspond au foncteur
VecC → VecC
V ↦ V ⊗n

Démonstration. Si on note ((Un)m)
m∈N l'objet de Rep(S∗) dé�ni par

(Un)
m
= { C[Sn] si m = n

0 sinon
,

on va montrer que l'on a un isomorphisme naturel en V ∈Rep(S∗)

HomRep(S∗) (U
n, V ) ≅ Vn

et on aura ainsi montré que C<n> correspond bien à Un dans la catégorie Rep(S∗). Pour cela on considère
f = (fm)m∈N un élément de HomRep(S∗) (Un, V ). Alors pour m di�érent de n, on a

fm ∶ (Un)m ∶= 0Ð→ Vm

donc fm est nulle. Et pour m = n on a

fn ∶ (Un)n = C[Sn]Ð→ Vn.

On a donc
HomRep(S∗) (U

n, V ) ≅ {fn ∶ C[Sn]→ Vn morphisme de représentations} .

On considère alors le morphisme évaluation en (id) ∈ Sn :

éval(id) ∶ {fn ∶ C[Sn]→ Vn morphisme de représentations} → Vn
fn ↦ fn(id)

.

Puisque fn est un morphisme de représentations, pour σ ∈ Sn on a la formule

fn(σ) = σ ⋅ fn(id).

Ceci permet de montrer que fn est uniquement déterminée par fn(id) ∈ Vn et donc que éval(id) est un
isomorphisme. On obtient alors la formule donnée pour C<n> dans la catégorie Rep(S∗).

Montrons maintenant la formule dans la catégorie Fonct (Σ , VecC ). On a par dé�nition

H(C<n>) ∶= ϕC<n> = (
Σ → VecC
X ↦ (C<n> )∣X ∣

) .

Donc avec la dé�nition de C<n> dans Rep(S∗)

(C<n> )∣X ∣
= { C[Sn] si ∣X ∣ = n

0 sinon
,

on obtient bien la dé�nition de C<n> dans Fonct (Σ , VecC ) voulue.
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On retrouve les deux autres résultats de même en utilisant les isomorphismes du théorème II.17 :

Dans la catégorie S l'objet C<n> est donné par le foncteur

SC<n> ∶= ⊕
m≥0

( (−)⊗m ⊗ (C<n>)m )
Sm
.

Or pour m ≠ n le terme de la somme directe est nul, donc on obtient

SC<n> = ( (−)⊗n ⊗C[Sn] )Sn ≅ (−)⊗n ⊗C = (−)⊗n.

L'isomorphisme s'obtient car les co-invariants forment un quotient dans lequel les vecteurs de base de
C[Sn] sont identi�és car Sn agit simultanément sur (−)⊗n et sur C[Sn].

En�n, pour obtenir le résultat dans la catégorie Reppol(GL), il su�t d'évaluer le foncteur SC<n>
sur l'espace vectoriel C∞. On obtient donc bien dans Reppol(GL) l'égalité de représentations

C<n> = SC<n>(C
∞) = (C∞ )⊗n.

Proposition III.4. Pour deux entiers n et m on a la relation

C<n>⊗C<m> = C<n+m>

Démonstration. On rappelle que si X et Y sont deux ensembles �nis alors on a un isomorphisme

C[X]⊗C[Y ] ≅ C[X × Y ]

car les éléments de type [x]⊗ [y] avec x ∈X et y ∈ Y forment une base du premier espace et les éléments
du type (x, y) avec x ∈X et y ∈ Y forment une base du deuxième.

On commence par faire une première démonstration de la proposition dans la catégorie Rep(S∗).
Si k est un entier, on a par dé�nition

(C<n>⊗C<m> )k = ⊕
i+j=k

IndSkSi×Sj((C<n>)i ⊗ (C<m>)j).

Mais le terme dans la somme directe est nul si i est di�érent de n ou j de m. On a donc

(C<n>⊗C<m> )k = { IndSkSn×Sm(C[Sn]⊗C[Sm]) si k = n +m
0 sinon

.

Or d'après le rappel, on a les égalités suivantes entre représentations de Sn+m

IndSn+mSn×Sm
(C[Sn]⊗C[Sm]) = IndSn+mSn×Sm

(C[Sn × Sm]) = C[Sn × Sm] ⊗
C[Sn×Sm]

C[Sn+m] = C[Sn+m].

On a donc

(C<n>⊗C<m> )k = { C[Sn+m] si k = n +m
0 sinon

= (C[Sn+m])
k
.

Ceci montre bien le résultat.

On donne en plus une deuxième démonstration dans la catégorie Fonct (Σ , VecC ) qui est plus
classique (vis-à-vis des projectifs standards notamment) et qui utilise des outils intéressants :

Pour deux entier n et m, on a par dé�nition l'égalité fonctorielle

C<n>⊗C<m> = C [ HomΣ([n],−) ]⊗C [ HomΣ([m],−) ] ∶ ΣÐ→VecC .

Pour un ensemble �ni S on a alors

(C<n>⊗C<m> )(S) = ⊕
S=X⊍Y

C [ HomΣ([n],X) ]⊗C [ HomΣ([m], Y ) ].
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Or si ∣X ∣ est di�érent de n on a HomΣ([n],X) = ∅ et donc C [ HomΣ([n],X) ] = 0 et de même pour Y .
En utilisant le rappel cela donne alors

(C<n>⊗C<m> )(S) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⊕
S=X⊍Y,∣X ∣=n

C [ HomΣ([n],X) ×HomΣ([m], Y ) ] si ∣S∣ = n +m

0 sinon
.

Mais pour ∣S∣ = n +m, puisque dans Σ on a que des bijections, on a un isomorphisme

⊕
S=X⊍Y,∣X ∣=n

C [ HomΣ([n],X) ×HomΣ([m], Y ) ] ≅ C [ HomΣ([n] ⊍ [m], S)]

car on a une bijection ensembliste

{HomΣ([n],X) ×HomΣ([m], Y )∣S =X ⊍ Y, ∣X ∣ = n} ≅ HomΣ([n] ⊍ [m], S).

Cela donne en�n

(C<n>⊗C<m> )(S) = { C [ HomΣ([n] ⊍ [m], S) si ∣S∣ = n +m
0 sinon

= C [ HomΣ([n] ⊍ [m], S) ]
= C [ HomΣ([n +m], S) ]
= C<n+m>(S)

D'où
C<n>⊗C<m> = C<n+m> .

Dé�nition. On dé�nit deux opérations de V dans V :
� Une transposition

(−)� ∶ V → V
V ↦ V �

qui est dé�nie dans la catégorie Rep(S∗) par

(V �)n = (Vn)⊗ sgnn

où sgnn est la représentation signature de Sn.

� Une dualité
(−)∨ ∶ Vop → V

V ↦ V ∨

qui est dé�nie dans la catégorie Rep(S∗) par

(V ∨)n = (Vn)∗

où (Vn)∗ est la représentation contragradiente de Vn (et donc le dual vectoriel).

Proposition III.5. On a un isomorphisme entre (V ∨)∨ et V si et seulement si V est �niment gradué.
De plus, si V et W sont �niment gradués on a la relation

(V ⊗W )∨ = V ∨ ⊗W ∨

La dualité se restreint donc en une équivalence de catégories entre Vgf et Vopgf .

III.3 Structures symétriques sur V

Dé�nition. On peut mettre deux structures de catégories monoïdales symétriques sur V qui sont données
par les morphismes τ et σ dé�nis par

τV,W ∶ V ⊗W → W ⊗ V
v ⊗w ↦ w ⊗ v et

σV,W ∶ V ⊗W → W ⊗ V
v ⊗w ↦ (−1)∣v∣⋅∣w∣ w ⊗ v ,

où ∣v∣ est le degré de v donné par la graduation naturelle de V décrite à la proposition III.2.
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Remarque. Ces structures symétriques se traduisent dans les quatre catégories équivalentes à V comme
suit :

� Dans Rep(S∗) elles correspondent à des suites d'opérateurs d'entrelacement ((τV,W )n)n∈N et

((σV,W )n)n∈N dé�nies par linéarité sur des éléments générateurs

(τV,W )n ∶ (V ⊗W )n ∶= ⊕
i+j=n

IndSnSi×Sj(Vi ⊗Wj) → ⊕
j+i=n

IndSnSj×Si(Wj ⊗ Vj) =∶ (W ⊗ V )n

vi ⊗wj ↦ wj ⊗ vi

et

(σV,W )n ∶ (V ⊗W )n ∶= ⊕
i+j=n

IndSnSi×Sj(Vi ⊗Wj) → ⊕
j+i=n

IndSnSj×Si(Wj ⊗ Vj) =∶ (W ⊗ V )n

vi ⊗wj ↦ (−1)i⋅j wj ⊗ vi
.

� Dans Fonct (Σ , VecC ), cela correspond à deux transformations naturelles qui associent à un
ensemble �ni S les applications linéaires

(τV,W )S ∶ (V ⊗W )(S) ∶= ⊕
S=X⊍Y

V (X)⊗W (Y ) → ⊕
S=Y ⊍X

W (Y )⊗ V (X) =∶ (W ⊗ V )(S)

x⊗ y ↦ y ⊗ x

et

(σV,W )S ∶ (V ⊗W )(S) ∶= ⊕
S=X⊍Y

V (X)⊗W (Y ) → ⊕
S=Y ⊍X

W (Y )⊗ V (X) =∶ (W ⊗ V )(S)

x⊗ y ↦ (−1)∣X ∣⋅∣Y ∣ y ⊗ x
.

On remarque que dans les deux cas, pour une décomposition S =X ⊍ Y , la transformation envoie
V (X)⊗W (Y ) sur W (Y )⊗ V (X) et donc permute les facteurs de la somme directe.

� Dans Reppol(GL), si V = Vλ et W = Vµ sont deux objets simples pour λ une partition de n et µ
une partition de m, ils correspondent simplement aux opérateurs d'entrelacements (morphismes
de représentations) dé�nis par linéarité sur les espaces vectoriels par

τV,W ∶ V ⊗W → W ⊗ V
v ⊗w ↦ w ⊗ v et

σV,W ∶ V ⊗W → W ⊗ V
v ⊗w ↦ (−1)n⋅m w ⊗ v .

Puisque tout objet se décompose comme somme directe d'objets simples Vλ on peut étendre cette
dé�nition à toute la catégorie par somme directe.

� En�n, dans S, cela correspond aux deux transformations naturelles qui associent à un espace
vectoriel E les applications linéaires

(τV,W )E ∶ (V ⊗W )(E) ∶= V (E)⊗W (E) → W (E)⊗ V (E) =∶ (W ⊗ V )(E)
x⊗ y ↦ y ⊗ x

et

(σV,W )E ∶ (V ⊗W )(E) ∶= V (E)⊗W (E) → W (E)⊗ V (E) =∶ (W ⊗ V )(E)
x⊗ y ↦ (−1)n⋅m y ⊗ x ,

si V est un foncteur isomorphe à FN pour une représentationN du groupe Sn et siW est isomorphe
à FM avec M une représentation de Sm.

Remarque. Comme dans la proposition I.7 on peut construire une action naturelle de Sn sur V⊗n via
l'application τ . En e�et, l'action de la transposition (i, i + 1) de Sn est donnée par le morphisme

V ⊗n V ⊗n
Id
V ⊗(i−1) ⊗ τ ⊗ Id

V ⊗(n−i−1)

.
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Lemme III.6. On peut considérer la représentation signature de Sn sur l'espace vectoriel Λn(Cn) au
lieu de C. Dans ce cas, l'induction de la représentation signature de Sn × Sm à Sn+m correspond à une
application

ι n,m ∶ Λn(Cn)⊗Λm(Cm)→ Λn+m(Cn+m),
et pour des éléments α ∈ Λn(Cn) et β ∈ Λm(Cm) on a la relation

ι n,m(α⊗ β) = (−1)n⋅m ιm,n(β ⊗ α).

Démonstration. Par dé�nition on a

Λn(Cn) ∶= (Cn)⊗n/
⟨x⊗ x⟩

,

et si on note (e1, . . . , en) une base de Cn alors la famille

(ei1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ein)1≤i1,...,in≤n

est une base de (Cn)⊗n. Mais si deux indices sont égaux on voit facilement que, dans le quotient, l'élément
devient nul avec les relations

x ∧ y = −y ∧ x et x ∧ x = 0.

Il ne reste alors dans le quotient que les éléments du type eσ(1) ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ eσ(n) avec σ ∈ Sn, mais ils sont tous
égaux au signe près par la formule

eσ(1) ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ eσ(n) = sgn(σ) e1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ en.

On en conclut alors que Λn(Cn) est un espace vectoriel de dimension 1 de base (non canonique) e1∧⋅ ⋅ ⋅∧en.
De plus, on a bien une action linéaire de Sn sur Λn(Cn) qui est donnée par

Sn ×Λn(Cn) → Λn(Cn)
(σ , λ ⋅ e1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ en ) ↦ λ ⋅ eσ(1) ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ eσ(n) = sgn(σ) ⋅ λe1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ en

On voit alors que l'on retombe bien sur la représentation signature de Sn. L'induction de Sn×Sm à Sn+m
se fait alors via l'application bilinéaire de concaténation

ι n,m ∶ Λn(Cn) ×Λm(Cm) → Λn+m(Cn+m)
(e1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ en , e′1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ e′m) ↦ e1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ en ∧ e′1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ e′m

qui induit une application linéaire associée ι n,m ∶ Λn(Cn) ⊗ Λm(Cm) → Λn+m(Cn+m). Il reste en�n à
véri�er la formule voulue sur deux générateurs (éléments non nuls) α de Λn(Cn) et β de Λm(Cm) :

ι n,m(α⊗ β) = ι n,m( (λ ⋅ e1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ en)⊗ (µ ⋅ e′1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ e′m) )
= λµ ⋅ e1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ en ∧ e′1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ e′m
= (−1)n⋅m λµ ⋅ e′1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ e′m ∧ e1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ en
= (−1)n⋅m ιm,n( (µ ⋅ e′1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ e′m)⊗ (λ ⋅ e1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ en) )
= (−1)n⋅m ιm,n(β ⊗ α)

Proposition III.7. Les catégories monoïdales symétriques (V, τ) et (V, σ) sont équivalentes via le fonc-
teur monoïdal involutif

V → V
V ↦ V � .

Démonstration. � Pour la démonstration on se place dans la catégorieRep(S∗) et alors la transposée
est donnée par le diagramme suivant

V V

V = (Vn)n∈N (Vn ⊗ sgnn)n∈N = V �

W = (Wn)n∈N (Wn ⊗ sgnn)n∈N =W �

(−)
�

f=(fn)n∈N (fn⊗id)n∈N=f
�
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Il est alors clair que c'est un foncteur car (fn ⊗ Id) ○ (gn ⊗ Id) = (fn ○ gn)⊗ Id et Id⊗ Id = Id.

� On véri�e alors qu'il respecte la structure monoïdale de Rep(S∗) sur deux objets V et W :

((V ⊗W )�)
n
= (V ⊗W )n ⊗ sgnn

= ( ⊕
i+j=n

IndSnSi×Sj(Vi ⊗Wj))⊗ sgnn

≅ ⊕
i+j=n

(IndSnSi×Sj(Vi ⊗Wj)⊗ sgnn)

≅ ⊕
i+j=n

IndSnSi×Sj( (Vi ⊗ sgni)⊗ (Wj ⊗ sgnj) )

= ⊕
i+j=n

IndSnSi×Sj( (V �)i ⊗ (W �)j )

= ( V � ⊗W � )
n

Le passage de la troisième à la quatrième ligne s'obtient en regardant l'action de Si×Sj sur Vi⊗Wj :
Un élément (σ, τ) ∈ Si×Sj agit par bloc multiplié par la signature qui se décompose en un produit
sgnn((σ, τ)) = sgni(σ) ⋅ sgnj(τ). On obtient alors un isomorphisme

θV,W ∶ V � ⊗W � ≅ (V ⊗W )�.

� On véri�e ensuite qu'il respecte les deux structures symétriques c'est-à-dire que le diagramme
suivant commute :

V � ⊗W � W � ⊗ V �

(V ⊗W )� (W ⊗ V )�

σ

θV,W θW,V

(τ)�

Pour cela on considère comme dans le lemme III.6 que la représentation signature de Sn agit sur
l'espace Λn(Cn) au lieu de C. Avec cette convention l'isomorphisme θV,W s'écrit

( V � ⊗W � )
n
= ⊕

i+j=n
(Vi ⊗Λi(Ci))⊗ (Wj ⊗Λj(Cj)) → (V ⊗W )n ⊗Λn(Cn) = ((V ⊗W )�)

n

(vi ⊗ αi)⊗ (wj ⊗ βj) ↦ (vi ⊗wj)⊗ ι i,j(αi ⊗ βj)
.

On peut ensuite véri�er que le diagramme commute en évaluant les applications sur des éléments :
Pour v ⊗ α dans (V �)i = Vi ⊗Λi(Ci) et w ⊗ β dans (W �)j =Wj ⊗Λj(Cj) on a les égalités

θW,V ○ σ ( (v ⊗ α)⊗ (w ⊗ β) ) = θW,V ( (−1)i⋅j (w ⊗ β)⊗ (v ⊗ α) )

= (−1)i⋅j (w ⊗ v)⊗ ι j,i(β ⊗ α)

= (w ⊗ v)⊗ ((−1)i⋅j ι j,i(β ⊗ α))

= (w ⊗ v)⊗ ι i,j(α⊗ β)

= (τ(v ⊗w))⊗ ι i,j(α⊗ β)

= (τ ⊗ id)((v ⊗w)⊗ ι i,j(α⊗ β))

= (τ)�((v ⊗w)⊗ ι i,j(α⊗ β))

= (τ)� ○ θV,W ((v ⊗ α)⊗ (w ⊗ β))

Lemme III.6

Et comme ces éléments engendrent l'espace (V �)i ⊗ (W �)j on obtient la commutativité sur cet
espace, puis sur V � ⊗W � entier par somme directe (l'induction ne change pas l'espace vectoriel
de la représentation).
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� Ainsi la transposition (V, τ)→ (V, σ) est un foncteur monoïdal symétrique. On peut alors montrer
de la même manière que la transposition "inverse" (V, σ)→ (V, τ) est aussi un foncteur monoïdal
symétrique. Il su�t alors de montrer que la transposition est une involution et on aura montré
que c'est une équivalence de catégories fonctorielles.

� Montrons donc que c'est une involution. On reprend la représentation signature usuelle et pour
un entier n on a

(V ��)n = (V �)n ⊗ sgnn = (Vn ⊗ sgnn)⊗ sgnn ≅ Vn ⊗ (sgnn ⊗ sgnn)

Et on peut alors dé�nir un isomorphisme (naturel) de représentations

Vn ⊗ (sgnn ⊗ sgnn) → Vn
v ⊗ α⊗ β ↦ v

.

C'est bien un opérateur d'entrelacement car pour x ∈ Sn on a l'identité

x ⋅ (v ⊗ α⊗ β) = (x ⋅ v)⊗ α⊗ β

car on a les égalités

x ⋅(v⊗α⊗β) = (x ⋅v)⊗(x ⋅α)⊗(x ⋅β) = (x ⋅v)⊗(sgn(x)α)⊗(sgn(x)β) = (sgn(x))2 ((x ⋅v)⊗α)⊗β).

Ceci donne donc un isomorphisme de représentations de Sn entre (V ��)n et Vn pour tout entier
n, qui est de plus naturel. On a donc une équivalence naturelle entre les foncteurs (−)� ○ (−)� et
Id, et la transposition est bien une involution.

III.4 Algèbres commutatives tordues

On peut maintenant dé�nir ce qu'est une algèbre commutative tordue. Pour cela on s'appuiera sur les
résultats sur la catégorie V, du théorème II.17 et on utilisera la construction faite dans les parties I.3 et I.4.

La dé�nition générale d'une algèbre commutative tordue se fait dans la catégorie monoïdale sy-
métrique ( Fonct (Σ , VecC ),⊗,C(0), τ ). Mais, si le corps de base est de caractéristique nulle, par le
théorème II.17 on peut transporter la dé�nition dans les autres catégories équivalentes et donc dans V.
On peut alors donner la dé�nition suivante :

Dé�nition. Une algèbre commutative tordue est un monoïde (aussi appelé algèbre) commutatif dans la
catégorie monoïdale symétrique abstraite ( V,⊗,1, τ ).

On peut alors détailler ce que devient cette dé�nition dans les quatre catégories équivalentes à V :

Proposition III.8. Une algèbre commutative tordue dans Rep(S∗) correspond à une algèbre associative
unitaire graduée

A =⊕
n≥0

An

telle que pour tout n ∈ N, An soit muni d'une action de Sn telle que, pour x ∈ An et y ∈ Am, si on note
τ̃n,m la permutation de Sn+m qui échange les n premières et les m dernières composantes on ait l'égalité

τ̃n,m(x ⋅ y) = y ⋅ x.

Remarque. On retrouve ici la dé�nition de l'introduction. Attention : Une algèbre commutative tordue
est un monoïde commutatif dans une catégorie monoïdale, mais cela ne signi�e pas que l'algèbre associée
doit être commutative ! Il faut regarder attentivement à quoi correspond la commutativité du monoïde
comme dans la preuve ci-dessous.

Démonstration. Un monoïde dans (Rep(S∗),⊗,C0) est une suite (Vn)n∈N de représentations de Sn munie
d'une loi µ ∶ V ⊗ V → V qui se décompose aussi selon le degré µ = (µn)n∈N avec pour chaque entier n un
morphisme de représentations

µn ∶ (V ⊗ V )n = ⊕
i+j=n

IndSnSi×Sj(Vi ⊗ Vj)→ Vn
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Si n et m sont deux entiers on peut restreindre l'application µn+m en une application

µn+m ∶ Vn ⊗ Vm → Vn+m

car l'espace vectoriel de la représentation IndSn+mSn×Sm
(Vn ⊗ Vm) est Vn ⊗ Vm. On peut alors construire la

bijection

monoïdes dans Rep(S∗) ↔ C−algèbres graduées munies d'une action de S∗
V = (Vn)n∈N ↦ ⊕

n∈N
Vn

(An)n∈N ↤ A = ⊕
n∈N

An

Une algèbre commutative tordue est un monoïde commutatif donc l'application µ est invariante par
l'action de τV,V . On a donc l'égalité

µ ○ τV,V = µ.

Ceci donne pour deux entiers n et m et un élément x⊗ y de base de Vn ⊗ Vm l'égalité :

µn+m(x⊗ y) = µn+m ○ (τV,V )n+m(x⊗ y) = µn+m(y ⊗ x).

En�n, le monoïde V = (Vn )n∈N est aussi muni d'une loi η ∶ C0 → V , on a donc une application η0 ∶
(C0 )0 ∶= C → V0. On peut alors voir que l'élément η0(1C) de V0 ⊂ ⊕Vn est un élément neutre pour µ, et
que donc µ est bien unitaire.

Proposition III.9. Dans la catégorie Fonct (Σ,VecC ), une algèbre commutative tordue est un foncteur

A ∶ Σ→VecC muni de deux lois µ ∶ A⊗A→ A et η ∶ C(0) → A (des transformations naturelles) telles que
µ soit associative, commutative et unitaire, ie : telle que les diagrammes suivants commutent :

A(S)⊗A(S′)⊗A(S′′) A(S)⊗A(S′ ⊍ S′′) A(S ⊍ (S′ ⊍ S′′))

A(S ⊍ S′)⊗A(S) A((S ⊍ S′) ⊍ S′′) A(S ⊍ S′ ⊍ S′′)

id⊗µS′,S′′

µS,S′⊗id

µS,S′⊍S′′

A(ϕ)

µS⊍S′,S′′ A(ψ)

A(S)⊗A(S′) A(S ⊍ S′)

A(S′)⊗A(S) A(S′ ⊍ S)

µS,S′

τS,S′ A(f)

µS′,S

C⊗A(S) A(∅)⊗A(S)

A(S) A(∅ ⊍ S)

η∅⊗id

∼ µ∅,S

A(g)

où les applications
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ ∶ (S ⊍ S′) ⊍ S′′ → S ⊍ S′ ⊍ S′′
ψ ∶ (S ⊍ S′) ⊍ S′′ → S ⊍ S′ ⊍ S′′
f ∶ S ⊍ S′ → S′ ⊍ S
g ∶ ∅ ⊍ S → S

sont les bijections usuelles.

Démonstration. Un monoïde dans (Fonct (Σ , VecC ),⊗,C(0)) est un foncteur F ∶ Σ → VecC muni

d'une transformation naturelle µ ∶ F ⊗ F → F et d'une application naturelle η ∶ C(0) → A. Or pour un
ensemble �ni S on a dé�ni le produit tensoriel F ⊗ F par

(F ⊗ F )(S) ∶= ⊕
S=X⊍Y

F (X)⊗ F (Y ).

Donc µ est une transformation naturelle qui associe à chaque ensemble �ni S une application linéaire
(�èche de VecC)

µS ∶ ⊕
S=X⊍Y

F (X)⊗ F (Y )→ F (S)

Si on considère alors un couple (S,S′) d'ensembles �nis on peut restreindre l'application µS en une
application linéaire

µS,S′ ∶ F (S)⊗ F (S′)→ F (S ⊍ S′)
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Cette dernière application est bien naturelle et associative. De plus, une algèbre commutative tordue est
un monoïde commutatif, donc l'application µ est invariante par l'action de τF,F , et donc µS,S′ aussi.

En�n, pour S = ∅, on a une application linéaire η∅ ∶ C(0)(∅) = C → A(∅), alors l'élément 1 ∶= η∅(1C) de
A(∅) est un élément neutre pour la loi µ.

Proposition III.10. Une algèbre commutative tordue dans la catégorie Reppol(GL) est une algèbre
commutative munie d'une action du groupe GL(∞,C) via des morphismes d'anneaux qui donne à cet
anneaux une structure de représentation polynômiale telle que dé�nie page 30.

Démonstration. Dans Reppol(GL) un monoïde commutatif est une représentation polynômiale V du
groupe GL(∞,C) munie d'un opérateur d'entrelacement θ ∶ V ⊗ V → V qui permet de mettre une
structure d'algèbre sur l'espace vectoriel V . Puisque θ est un opérateur d'entrelacement, il commute avec
les actions de Reppol(GL) au départ et à l'arrivée. Ainsi l'action du groupe Reppol(GL) se fait via des
automorphismes d'anneaux de V . De plus, le monoïde V est supposé commutatif donc la loi d'algèbre
donnée par θ est elle aussi commutative.

Proposition III.11. Une algèbre commutative tordue dans S est donc un foncteur polynômial qui associe
à tout espace vectoriel un anneau commutatif unitaire.

Démonstration. Dans S un monoïde commutatif est un foncteur polynômial F ∶VecC → V ec muni d'une
transformation naturelle µ ∶ F ⊗ F → F . Alors pour tout espace vectoriel X, la transformation naturelle

µX ∶ (F ⊗ F )(X) ∶= F (X)⊗ F (X)Ð→ F (X)

fournit une multiplication, et donc une structure d'anneau sur F (X). En�n, puisque ce monoïde F est
supposé commutatif, il s'en suit que l'anneau F (X) est lui aussi commutatif pour tout espace vectoriel
X. En�n, F est aussi muni d'une loi η ∶ CC → F , on a alors une application ηX ∶ C→ F (X), ce qui donne
l'élément ηX(1C) ∈ F (X). On véri�e aisément que cet élément est neutre pour la multiplication µX .

Dé�nition. Si A est une algèbre commutative tordue, un A-module est un module à gauche sur le
monoïde A de la catégorie V comme dé�nit à la section I.4. C'est donc un objet V de V muni d'une
action à gauche de A.

Remarque. Comme pour la dé�nition précédente, on dé�nit les A-modules dans la catégorie
Fonct (Σ , VecC ) mais par le théorème II.17, lorsque le corps de base est de caractéristique nulle,
la dé�nition se transporte dans la catégorie V et les autres catégories équivalentes.

On peut alors ré-exprimer cette dé�nition dans les quatre catégories équivalentes à V :

Proposition III.12. Dans Fonct (Σ , VecC ) un module sur l'algèbre commutative tordue A est un
foncteur M ∶ Σ → VecC muni d'une loi (une transformation naturelle) ν ∶ A ⊗M → M telle que le
diagramme suivant commute

A⊗A⊗M A⊗M

A⊗M M

id⊗ν

µ⊗id ν

ν

.

Comme avant cette loi se restreint pour un couple d'ensembles �nis (S,S′) en une application linéaire
naturelle

νS,S′ ∶ A(S)⊗M(S′)→M(S ⊍ S′).

Proposition III.13. Dans Rep(S∗) un module sur l'algèbre commutative V = ⊕Vn est un V -module
gradué au sens usuel muni d'une action de Sn sur Mn telle que l'application Vn⊗Mm →Mn+m commute
avec l'action de Sn × Sm au départ et à l'arrivée.

Démonstration. Un module sur l'algèbre commutative tordue V = ⊕Vn dans Rep(S∗) est une suite de
représentation (Mn)n∈N muni d'une suite de morphismes de représentations ⊕i+j=nInd Vi⊗Mj →Mn. On
peut alors poser M = ⊕Mn et M est un V -module gradué au sens usuel muni d'une action des groupes
symétriques. De plus, les opérateurs d'entrelacement se restreignent en des morphismes Vn⊗Mm →Mm+n

qui commutent avec l'action de Sn × Sm au départ et à l'arrivée.
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Proposition III.14. Dans Reppol(GL) un module sur l'algèbre commutative tordue V est un V -module
M muni d'une structure de représentation polynômiale du groupe GL(∞,C) compatible avec la structure
d'algèbre.

Démonstration. En e�et, M est un objet de Reppol(GL), donc est une représentation polynômiale de
GL(∞,C) et il est muni d'un morphisme µ ∶ V ⊗M →M dans Reppol(GL), donc un opérateur d'entre-
lacement.

Proposition III.15. Dans S un module sur l'algèbre commutative tordue F est un foncteur M ∶VecC →
VecC qui envoie tout espace vectoriel X sur un F (X)-module M(X) via un morphisme naturel

(F ⊗M)(X) ∶= F (X)⊗M(X)Ð→M(X).

Exemple. Dans la catégorie Fonct (Σ , VecC ), si V ∶ Σ → VecC est un foncteur et A est une algèbre
commutative tordue alors le foncteur A⊗ V est un A-module via l'application

µ⊗ id ∶ A⊗A⊗M → A⊗M.

Proposition III.16. Si A est une algèbre commutative tordue vu dans la catégorie Fonct (Σ,VecC ), on
note A -Mod la catégorie dont les objets sont les A-modules et les morphismes sont les transformations
naturelles qui entrelacent les multiplication des modules. Alors la catégorie A -Mod est une catégorie
abélienne.

III.5 Un exemple : L'algèbre commutative tordue Sym(M (1)
)

On va détailler dans cette partie un exemple fondamental : l'algèbre commutative tordue Sym(M (1))
pourM un C-module libre. On commence par construire sa dé�nition dans la catégorie Fonct (Σ,VecC ).

Lemme III.17. Pour deux entiers n et k, l'objet (M (k))⊗n de Fonct (Σ , VecC ) est dé�ni par

(M (k) )⊗n(S) = ⊕
S=X1⊍⋅⋅⋅⊍Xn

(M (k)(X1))⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ (M (k)(Xn)),

où M (k) est l'objet de Fonct (Σ , VecC ) dé�ni page 25 associé à M pour l'entier k.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur k avec la dé�nition du produit tensoriel dans
la catégorie Fonct (Σ , VecC ).

Remarque. En utilisant la dé�nition du produit tensoriel de la catégorie Fonct (Σ , VecC ), ainsi que
la dé�nition de M (k) donnée sur les objets par

M (k) ∶ Σ → VecC

S ↦ { M si ∣S∣ = k
0 sinon

,

et qui envoie toute �èche sur l'identité, on obtient

(M (k) )⊗n(S) = ⊕
S=X1⊍⋅⋅⋅⊍Xn

(M (k)(X1))⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ (M (k)(Xn))

=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⊕
S=X1⊍⋅⋅⋅⊍Xn

M⊗n si ∣X1∣ = ⋅ ⋅ ⋅ = ∣Xn∣ = k

0 sinon

= { (M⊗n )⊕(
k
k
)⋅(

2k
k
)⋅(

3k
k
)...(nkk )⋅ si ∣S∣ = nk

0 sinon
.
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Exemple. Pour n = 2, on utilise le produit tensoriel dans Fonct (Σ , VecC ) pour passer de M (k) à

M (k) ⊗M (k) :
M (k) ⊗M (k) ∶ Σ → VecC

S ↦
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(M⊗2)⊕(
2k
k
)

si ∣S∣ = 2k
0 sinon

car par dé�nition on a

(M (k) ⊗M (k) )(S) = ⊕
S=X⊍Y

M (k)(X)⊗M (k)(Y )

=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⊕
S=X⊍Y

M ⊗M si ∣X ∣ = ∣Y ∣ = k

0 sinon

=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(M⊗2)⊕(
2k
k
)

si ∣S∣ = 2k
0 sinon

.

Une �èche f ∶ S → S′ s'envoie alors sur le morphisme

(M (k) ⊗M (k) )(f) ∶ ⊕
S=X⊍Y

M (k)(X)⊗M (k)(Y )→ ⊕
S′=X′⊍Y ′

M (k)(X ′)⊗M (k)(Y ′)

qui envoie M (k)(X)⊗M (k)(Y ) sur M (k)(f(X))⊗M (k)(f(Y )).

Pour n = 3, on itère le processus et on obtient un nouvel objet

M (k) ⊗M (k) ⊗M (k) ∶ Σ → VecC

S ↦
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(M⊗3)⊕(
2k
k
)⋅(

3k
k
)

si ∣S∣ = 3k
0 sinon

car

(M (k) ⊗M (k) ⊗M (k) )(S) = ⊕
S=X⊍Y

(M (k) ⊗M (k))(X)⊗M (k)(Y )

= ⊕
S=(Z⊍T )⊍Y

(M (k)(Z)⊗M (k)(T ))⊗M (k)(Y )

=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

⊕
S=(Z⊍T )⊍Y

(M ⊗M)⊗M si ∣Z ∣ = ∣T ∣ = ∣Y ∣ = k

0 sinon

= { (M⊗3 )⊕(
2k
k
)⋅(

3k
k
) si ∣S∣ = 3k

0 sinon
.

Dé�nition. Pour k = 1 on obtient alors l'objet (M (1))⊗n dé�ni par

(M (1))⊗n ∶ Σ → VecC

S ↦
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

(M⊗n)⊕n! = ⊕
S={x1}⊍⋅⋅⋅⊍{xn}

M (1)({x1})⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗M (1)({xn}) si ∣S∣ = n

0 sinon

.

Remarque. Par dé�nition du produit tensoriel dans Fonct (Σ , VecC ), si on a une bijection f ∶ S → S′

entre ensembles de cardinaux n, alors l'application obtenue par fonctorialité

(M (1))⊗n(f) ∶ ⊕
S={x1}⊍⋅⋅⋅⊍{xn}

M (1)({x1})⊗⋅ ⋅ ⋅⊗M (1)({xn})Ð→ ⊕
S′={x′1}⊍⋅⋅⋅⊍{x

′
n}

M (1)({x′1})⊗⋅ ⋅ ⋅⊗M (1)({x′n})

est dé�nie, si on note α{xi} des éléments de base de M (1)({xi}), par

M (1)({x1})⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗M (1)({xn}) Ð→ M (1)({f(x1)})⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗M (1)({f(xn)})
α{x1} ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ α{xn} ↦ α{f(x1)} ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ α{f(xn)}

.

En particulier, pour S′ = S l'application (M (1))⊗n(f) permute simplement les termes de la somme directe.
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Remarque. Par ailleurs, on a vu dans la remarque page 40 que τ dé�nit une action de Sn sur (M (1))⊗n

donnée, pour l'élément σ ∈ Sn et pour un ensemble �ni S = {x1, . . . , xn}, sur la composante

M (1)({x1})⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗M (1)({xn}) du module (M (1))⊗n(S)

par
M (1)({x1})⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗M (1)({xn}) → M (1)({xσ(1)})⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗M (1)({xσ(n)})

wx1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗wxn ↦ wxσ(1) ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗wxσ(n)
.

On voit alors que l'application τ dé�nit bien une action de Sn sur (M (1))⊗n qui permute les facteurs
de la somme directe en permutant les termes du produit tensoriel. Ceci nous permet alors de donner la
dé�nition suivante :

Dé�nition. La n-ème puissance symétrique de M (1) est l'objet Symn (M (1)) de la catégorie

Fonct (Σ , VecC ) dé�ni par

Symn (M (1)) = (M (1))⊗n/
< action de Sn via τ >

.

On peut développer cette dé�nition de manière plus explicite :

Proposition III.18. Soit M est un C-module libre de base (v1, . . . , vd), si S est de cardinal di�érent de
n on a

Symn (M (1))(S) = 0.

Mais si S est un ensemble de cardinal n, noté S = S1 ⊍ ⋅ ⋅ ⋅ ⊍ Sn avec ∣Si∣ = 1, alors la famille

( vS1

i1
⊗ . . . ⊗ vSnin = . . . = vSσ(1)iσ(1)

⊗ . . . ⊗ v
Sσ(n)
iσ′(n)

)
1≤i1,...,in≤d

est une base du module Symn (M (1))(S) que l'on note B.

Démonstration. On commence par ré-exprimer le foncteur (M (1))⊗n. Pour un ensemble �ni S, s'il est de

cardinal di�érent de n tout est nul, sinon on note ses éléments S = {y1, . . . , yn} et, en notant MSi pour
M (1)(Si) =M , on peut alors écrire

(M (1))⊗n(S) = ⊕
S=S1⊍⋅⋅⋅⊍Sn

M (1)(S1)⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗M (1)(Sn)

= ⊕
S=S1⊍⋅⋅⋅⊍Sn

MS1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗MSn

Il est clair qu'ici les sous-ensembles Si sont de cardinal 1, on a donc Si = {y} pour y un élément de S. On
note alors vSi pour l'élément v ∈ M vu dans MSi , et si (v1, . . . , vd) est une base du C-module libre M ,
alors la famille

( vS1

i1
⊗ . . . ⊗ vSnin )

1≤i1,...,in≤d

forme une base du C-module
MS1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗MSn .

Avec ces notations, l'action de Sn sur (M (1))⊗n via τ s'exprime simplement. En e�et, l'action de σ′ ∈ Sn
sur la composante associée à la décomposition S = S1 ⊍ ⋅ ⋅ ⋅ ⊍ Sn s'écrit

MS1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗MSn Ð→ MSσ′(1) ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗MSσ′(n)

vS1

i1
⊗ . . . ⊗ vSnin ↦ v

Sσ′(1)
iσ′(1)

⊗ . . . ⊗ v
Sσ′(n)
iσ′(n)

.

En revenant alors à la dé�nition de Symn (M (1)), on voit que dans le quotient

Symn (M (1))(S) = (M (1))⊗n(S)/
< τ >

=
⊕

S=S1⊍⋅⋅⋅⊍Sn

MS1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗MSn

/
< τ >
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les éléments de base
vS1

i1
⊗ . . . ⊗ vSnin

du facteur MS1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗MSn , associé à une décomposition S = S1 ⊍ ⋅ ⋅ ⋅ ⊍Sn, sont identi�és aux éléments de
base

v
S′1
i1

⊗ . . . ⊗ v
S′n
in

du facteur MS′1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗MS′n , associé à une autre décomposition S = S′1 ⊍ ⋅ ⋅ ⋅ ⊍ S′n, via la relation

vS1

iσ−1(1)
⊗ . . . ⊗ vSniσ−1(n)

= vSσ(1)i1
⊗ . . . ⊗ v

Sσ(n)
in

= vS
′
1

i1
⊗ . . . ⊗ v

S′n
in

(5)

pour l'unique permutation σ ∈ Sn telle que Sσ(i) = S′i pour 1 ≤ i ≤ n. On voit alors bien, qu'en passant au
quotient, les bases de tous les termes de la somme directe

⊕
S=S1⊍⋅⋅⋅⊍Sn

MS1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗MSn

s'identi�ent entre elles, et fournissent la base du quotient annoncée.

Remarque. On a alors un isomorphisme (en tant que C-modules uniquement !) pour n'importe quelle
décomposition S = S1 ⊍ ⋅ ⋅ ⋅ ⊍ Sn

M⊗n =MS1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗MSn ≅ Symn (M (1))(S)

donné par le passage au quotient de la base dans un sens, et dans l'autre sens, par le choix d'un repré-
sentant des vecteurs de base issu de la composante associé à la décomposition S = S1 ⊍ ⋅ ⋅ ⋅ ⊍ Sn.

Proposition III.19. on a une bijection

HomSet (S , [d] ) ≅ B.

Démonstration. A l'application g ∶ S → [d] correspond le vecteur de base

v
{y1}

g(y1)
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ v{yn}

g(yn)
,

et inversement au vecteur

v
{y1}

i1
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ v{yn}in

on associe l'application g̃ ∶ S → [d] qui envoie yk sur g̃(yk) = ik.

Remarque. Il reste encore à décrire ce que fait le foncteur

Symn (M (1)) = (M (1))⊗n/
< action de Sn via τ >

sur les �èches.

Or si f ∶ S → S′ est une bijection, on a vu que le foncteur (M (1))⊗n envoie cette �èche de Σ sur
l'isomorphisme dé�nit par

⊕
S={x1}⊍⋅⋅⋅⊍{xn}

M (1)({x1})⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗M (1)({xn}) Ð→ ⊕
S={x1}⊍⋅⋅⋅⊍{xn}

M (1)({f(x1)})⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗M (1)({f(xn)})

α{x1} ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ α{xn} ↦ α{f(x1)} ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ α{f(xn)}

.

Cette application passe au quotient, et l'application induite est exactement Symn (M (1))(f) qui est donc
dé�nie par

Symn (M (1))(f) ∶ Symn (M (1))(S) → Symn (M (1))(S′)

v
{y1}

i1
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ v{yn}in

↦ v
{f(y1)}

i1
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ v{f(yn)}in

.
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Proposition III.20. On a une action de Aut(S) sur Symn (M (1))(S) décrite comme suit :

Si σ ∈ Aut(S), et si on note σ̃ ∈ Sn la permutation telle que σ(yi) = yσ̃(i), alors l'action de σ
envoie le vecteur de base

v
{y1}

i1
⊗ . . . ⊗ v

{yn}
in

sur le vecteur "permuté selon σ̃−1"

v
{y1}

iσ̃−1(1)
⊗ . . . ⊗ v

{yn}
iσ̃−1(n)

.

Démonstration. On applique la remarque précédente pour σ ∶ S → S, et alors l'application
Symn (M (1))(σ) envoie l'élément de base

v
{y1}

i1
⊗ . . . ⊗ v

{yn}
in

∈ Symn (M (1))(S)

sur l'élément

v
{σ(y1)}

i1
⊗ . . . ⊗ v

{σ(yn)}
in

= v{yσ̃(1)}i1
⊗ . . . ⊗ v

{yσ̃(n)}

in
= v{y1}

iσ̃−1(1)
⊗ . . . ⊗ v

{yn}
iσ̃−1(n)

,

où la dernière égalité est la relation (5) obtenue dans le quotient page 49.

Lemme III.21. Si le module M est de dimension d = 1, alors l'action de Aut(S) sur Symn (M (1))(σ)
est triviale.

Démonstration. On remarque aussi que, si le module M est de dimension d égale à 1 (ie : M ≅ C), alors
pour tout ensemble S de dimension n le quotient Symn (M (1))(S) est de dimension 1, de base le vecteur

v
{y1}

1 ⊗ . . . ⊗ v
{yn}
1 .

On voit alors que l'action de Aut(S) sur Symn (M (1))(σ) est triviale dans ce cas car le vecteur de base
s'envoie sur lui-même.

Dé�nition. La puissance symétrique de M (1) est l'objet de Fonct (Σ , VecC ) décrit par

Sym (M (1)) =⊕
n∈N

Symn (M (1)).

Proposition III.22. Ce foncteur est alors donné par

Sym (M (1)) ∶ Σ → VecC

S ↦ Sym (M (1))(S) ≅ M⊗∣S∣
,

où l'isomorphisme est donné par le choix de représentants d'une base du quotient (cf. remarque page 49).

Démonstration. On a en e�et les égalités

Sym (M (1))(S) =⊕
n∈N

Symn (M (1))(S) = Sym∣S∣ (M (1))(S),

Remarque. Le C-module Sym (M (1))(S) est encore muni d'une action de Aut(S) qui est issue de celle
sur Symn (M (1))(S) et est décrite de la même manière.

Dé�nition. La transformation naturelle

ν ∶ Sym (M (1))⊗ Sym (M (1))Ð→ Sym (M (1))

est dé�nie pour un ensemble �ni S par

νS ∶ ( Sym (M (1))⊗ Sym (M (1)) )(S) = ⊕
S=X⊍Y

M⊗∣X ∣ ⊗M⊗∣Y ∣ → M⊗∣S∣ = Sym (M (1))(S)

(α1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ α∣X ∣)⊗ (β1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ β∣Y ∣) ↦ α1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ α∣X ∣ ⊗ β1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ β∣Y ∣

.
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Dé�nition. La transformation naturelle

η ∶ C(0) Ð→ Sym (M (1))

est dé�nie par η∅ ∶= id ∶ C→ C et ηS = 0 si S n'est pas l'ensemble vide.

Lemme III.23. Le foncteur Sym (M (1)) muni des transformations naturelles ν et η est une algèbre

commutative tordue dans la catégorie Fonct (Σ , VecC ).

Proposition III.24. Dans la catégorie Rep(S∗), l'algèbre commutative tordue Sym (M (1)) correspond
à l'algèbre tensorielle sur M :

T (M) ∶=⊕
n∈N

M⊗n,

avec l'action de σ ∈ Sn sur M⊗n donnée par la permutation des termes du produit tensoriel selon la
permutation σ−1 (si M ≅ C on a donc que des actions triviales).

Démonstration. Pour passer la dé�nition d'une catégorie à une autre on utilise le théorème II.17, et en
particulier le foncteur

G ∶ Fonct (Σ , VecC ) → Rep(S∗)
V ↦ ( V ( [n] ) )

n∈N
.

On a donc
G(Sym (M (1))) ≅ (M⊗n)

n∈N.

De plus, via la bijection dé�nie page 44 cela correspond à l'algèbre associative unitaire graduée

T (M) ∶=⊕
n∈N

M⊗n,

où l'action de σ ∈ Sn sur M⊗n est donnée par la permutation des termes du produit tensoriel selon
σ−1.

Proposition III.25. Dans la catégorie S, l'algèbre commutative tordue Sym (M (1)) correspond au fonc-
teur

Sym (M (1)) =⊕
n≥0

( (−)⊗n ⊗ (M⊗n) )
Sn
.

Démonstration. On part de sa dé�nition dans la catégorie Rep(S∗) qui est :

Sym (M (1)) = (M⊗n)
n∈N,

puis on utilise le foncteurs du théorème II.17

Rep(S∗) → S

V = (Vn)n∈N ↦ ⊕
n≥0

FVn = ⊕
n≥0

((−)⊗n ⊗ Vn)Sn
.

qui donne l'équivalence de catégories. Dans la catégorie S l'algèbre commutative tordue devient donc

Sym (M (1)) =⊕
n≥0

( (−)⊗n ⊗ (M⊗n) )
Sn
.

Proposition III.26. Dans la catégorie Reppol(GL) l'algèbre commutative tordue Sym (M (1)) est la
représentation du groupe GL(∞,C) donnée par

Sym (M (1)) = Sym (C∞⊗M ).
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Démonstration. On utilise encore le foncteurs du théorème II.17 et on obtient

Sym (M (1)) =⊕
n≥0

( (C∞ )⊗n ⊗ (M⊗n) )
Sn
.

Or on a des isomorphismes

⊕
n≥0

( (C∞ )⊗n ⊗ (M⊗n) )
Sn

=⊕
n≥0

(C∞ ⊗M)⊗n/< Sn > =∶ Sym (C∞⊗M )

car Sn agit par permutation des produits tensoriels, avec l'action de GL(∞,C) donnée par

GL(∞,C) × (C∞⊗M)⊗n → (C∞⊗M)⊗n

( P , (x1 ⊗m1)⊗, . . . ,⊗(xn ⊗mn) ) ↦ ( (P ⋅ x1)⊗m1 )⊗, . . . ,⊗( (P ⋅ xn)⊗mn )
.

Exemple. Un cas particulier est pour M = C : on obtient l'algèbre commutative tordue

Sym (C(1) ) = Sym (C∞⊗C ) = Sym (C∞ ) =⊕
k≥0

(C∞)⊗k/< x⊗ y − y ⊗ x > ≅ C[x1, . . . , xn, . . .]

où l'isomorphisme est donné par

Sym (C∞ ) =
⊕
n≥0

( ⊕
k≥0

C ek)
⊗n

/
⟨x⊗ y − y ⊗ x⟩

→ C [x0, x1, . . . , xn, . . . ]

∑
n≥0

( ∑
k≥0

λnkek)
⊗n ↦ ∑

n≥0
( ∑
k≥0

λnkxk)
n

.

L'action de GL(∞,C) est alors donnée par

GL(∞,C) ×C[x1, . . . , xn, . . .] → C[x1, . . . , xn, . . .]
(M,P (x1, . . . , xn, . . .) ) ↦ P (M ⋅ (x1, . . . , xn, . . .) )

.

Remarque. On a vu que l'objet C<n> (dé�ni page 36) correspond, dans la catégorie Reppol(GL), à la
représentation (C∞)⊗n. On a alors pour n = 1 :

Sym(C<1>) = Sym ( (C∞)⊗1 ) = Sym (C∞ ) = Sym (C(1) ).

En particulier, on voit dans la catégorie Reppol(GL) que l'algèbre commutative tordue Sym (C(1) )
correspond à la puissance symétrique de l'objet C<1>, ce qui justi�e la notation.

III.6 Une équivalence de catégories

Remarque. On commence par faire quelques rappels et par poser quelques notations. Dans cette partie
on considère d un entier et M un C-module tel que M ≅ Cd (un C-espace vectoriel de dimension d), on
regarde alors l'algèbre commutative tordue Sym (M (1)) dans la catégorie Fonct (Σ , VecC ) que l'on
notera A pour simpli�er. Elle correspond alors au foncteur

A = Sym (M (1)) ∶ Σ VecC

S M⊗∣S∣

S′ M⊗∣S∣

σ Sym (M(1)
)(σ)

avec Sym (M (1))(σ) dé�nie page 49.

De plus, on rappelle que dans la catégorie Fonct (Σ , VecC ) un Sym(M (1))-module est un fonc-
teur F ∶ Σ → VecC muni d'une transformation naturelle µ ∶ A ⊗ F → F telle que le diagramme
usuel

A⊗A⊗ F A⊗ F

A⊗ F F

id⊗µ

ν⊗id µ

µ
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commute pour ν la multiplication par concaténation dé�nie page 50.

En�n, on considère (x1, . . . , xd ) une base de M comme module qui donne un isomorphisme M ≅ Cd.
Alors, pour un ensemble �ni S = {y1, . . . , y∣S∣}, on a (cf. proposition III.18) une base

( x{y1}

i1
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ x{y∣S∣}

i∣S∣
)

1≤i1,...,i∣S∣≤d
du C -module Sym (M (1))(S),

et pour simpli�er on notera dans la suite cette famille

(wj )j∈JS ∶= ( x{y1}

i1
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ x{y∣S∣}

i∣S∣
)

1≤i1,...,i∣S∣≤d
.

Rigoureusement, on a donc posé

JS = { (i1, . . . , i∣S∣) ∣1 ≤ i1, . . . , i∣S∣ ≤ d}

et pour j = (i1, . . . , i∣S∣) ∈ JS on a noté wj = x{y1}

i1
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ x{y∣S∣}

i∣S∣
.

En�n, pour simpli�er, on note [d] pour l'ensemble {1, . . . , d} et, par la proposition III.19, toute
application ensembliste g ∶ S → [d] détermine un unique vecteur de cette base que l'on note

vg ∶= x{y1}

g(y1)
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ x{y∣S∣}

g(y∣S∣)
.

Et si on a une application F ∶ S → S′, on notera

vg ⊗ f ∶ S → vg ⊗ S′ ⊂ A(S)⊗ S′

pour l'application induite par cette dernière.

Dé�nition. La catégorie FI a pour objets les ensembles �nis et pour morphismes les injections entre ces
ensembles.

Dé�nition. La catégorie FIn a pour objets les ensembles �nis et pour morphismes les injections munies
d'une application qui associe, à chaque élément de l'ensemble d'arrivée sans antécédent, une couleur parmi
n possibles.

Remarque. Les �èches de X dans Y dans cette catégorie sont donc des couples que l'on note (f, g)
avec f ∶X ↪ Y une injection et g ∶ Y ∖ f(X)→ {1, . . . , n} une application ensembliste. De plus, on a une
équivalence de catégories

FI ≅ FI1 .

Dé�nition. On dé�nit le foncteur

χ ∶ Sym(M (1)) -Mod Ð→ FId -Mod = Fonct ( FId,C -Mod )

F ∶ Σ→VecC ↦ χ(F ) ∶= N ∶=
⎛
⎜⎜
⎝

FId → VecC

S ↦ F (S)

⎞
⎟⎟
⎠

comme suit :

� Si F ∶ Σ→VecC est un Sym(M (1))-module, on dé�nit le foncteur χ(F ) = N sur les objets par

(χ(F ) )(S) ∶= F (S)

et sur les �èches par

(χ(F ) ) ( f ∶ S ↪ T , g ∶ T ∖ f(S)→ [d] ) = (χ(F ) ) (f, g) ∶= N(f,g)

avec le morphisme N(f,g) qu'il reste à dé�nir. Cela se résume via le diagramme suivant

χ(F ) = N ∶ FId VecC

S F (S)

T F (T )

(f,g) N(f,g)

.
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Dé�nissons le morphisme N(f,g) : Pour cela, on considère la transformation naturelle µ ∶ A⊗F → F
associée au A-module F . On a alors pour l'ensemble T une application

µT ∶ (A⊗ F)(T ) = ⊕
T=T1⊍T2

A(T1)⊗ F (T2)Ð→ F (T ).

Pour l'ensemble T2 = f(S) ⊂ T on a alors T1 = T ∖T2 = T ∖f(S) ce qui permet d'écrire g ∶ T1 → [d].
De plus, f réalise alors une bijection f ∶ S → T2 = f(S), et en lui appliquant le foncteur F on
obtient un isomorphisme

F (f) ∶ F (S)→ F(f(S)) = F (T2).

En notant vg l'élément de A(T1) associé à g, on pose alors

N(f,g) ∶= µT ∣vg⊗F (f(S)) ○ vg ⊗ F( f ∶ S → f(S) )

ce qui correspond au diagramme

N(f,g) ∶ F (S) vg ⊗ F (T2) = vg ⊗ F(f(S)) F (T )
vg⊗F (f) µT ∣vg⊗F (f(S))

.

Il faut encore véri�er que N est bien un foncteur. Si (f, g) = (id, g∅) est l'application identité de
S, on a clairement

N(id,g∅) = µT ∣vg∅⊗F (S) ○ vg∅ ⊗ F (id) = ( µT ∶ vg∅ ⊗ F (S)→ F (S) ) ○ vg ⊗ id = idF (S) .

De même, pour deux �èches (f, g) ∶ S → T et (f ′, g′) ∶ S′ → S, on a bien la relation

N(f,g) ○N(f ′,g′) = N(f,g)○(f ′,g′).

En e�et, on a

N(f,g)○(f ′,g′) = µT ∣vg,f(g′)⊗F (f○f ′(S′)) ○ vg,f(g′) ⊗ F( f ○ f ′ ∶ S′ → f ○ f ′(S′) )

que l'on peut séparer en

N(f,g)○(f ′,g′) = µT ∣vg⊗F (f(S)) ○ vg ⊗ µT ∣vf(g′)⊗F (f○f ′(S′)) ○ vf(g′) ⊗ F( f ○ f ′ ∶ S′ → f ○ f ′(S′) ),

car multiplier par vg,f(g′) revient à multiplier successivement par vf(g′), puis par vg. On peut alors
utiliser la fonctorialité de F :

vf(g′) ⊗ F( f ○ f ′ ∶ S′ → f ○ f ′(S′) ) = (vg′ ↦ vf(g′))⊗ F(f ∶ S → f(S)) ○ vg′ ⊗ F (f ′ ∶ S′ → f ′(S′))
= (A⊗ F)(f)∣vg′⊗F (f ′(S′)) ○ vg′ ⊗ F(f ′ ∶ S′ → f ′(S′))

ainsi que le diagramme suivant qui commute par naturalité de µ :

(A⊗ F)(S) F (S)

(A⊗ F)(S) vg ⊗ F (f(S)) ⊂ vg ⊗ F (T )

µS

(A⊗F)(f ∶S→f(S)) vg⊗F (f ∶S→f(S))

vg⊗µT

.

On obtient alors

N(f,g)○(f ′,g′)

= µT ∣vg⊗F (f(S)) ○ vg ⊗ µT ∣vf(g′)⊗F (f○f ′(S′)) ○ vf(g′) ⊗ F( f ○ f ′ ∶ S′ → f ○ f ′(S′) )

= µT ∣vg⊗F (f(S)) ○ vg ⊗ µT ∣vf(g′)⊗F (f○f ′(S′)) ○ (A⊗ F)(f)∣vg′⊗F (f ′(S′)) ○ vg′ ⊗ F(f ′ ∶ S′ → f ′(S′))

= µT ∣vg⊗F (f(S)) ○ vg ⊗ F( f ∶ S → f(S) ) ○ µS ∣vg′⊗F (f ′(S′)) ○ vg′ ⊗ F( f ′ ∶ S′ → f ′(S′) )

= N(f,g) ○N(f ′,g′).
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� Si σ ∶ F → F ′ est une �èche dans Sym(M (1)) -Mod (ie : une transformation naturelle), on dé�nit
son image χ(σ) ∶ χ(F ) → χ(F ′) comme étant la transformation naturelle qui associe à chaque
ensemble �ni S le morphisme

(χ(σ) )
S
∶= σS ∶ (χ(F ))(S) = F (S)Ð→ F ′(S) = (χ(F ′))(S).

Dé�nition. On dé�nit un deuxième foncteur

Γ ∶ Fonct ( FId,C -Mod ) = FId -Mod Ð→ Sym(M (1)) -Mod

G ∶ FId →VecC ↦ Γ(G) ∶=
⎛
⎜⎜
⎝

Σ → VecC

S ↦ G(S)

⎞
⎟⎟
⎠

comme suit :

� Pour G ∶ FId →VecC un FId-module, on dé�nit le A-module Γ(G) comme le foncteur

Γ(G) ∶ Σ VecC

S G(S)

S′ G(S′)

σ Γ(G)(σ)

,

mais il reste à dé�nir l'image Γ(G)(σ) d'une �èche σ ainsi que la loi η ∶ A⊗Γ(G)→ Γ(G) qui fait
de ce foncteur un A-module.

Pour Γ(G)(σ) on commence par dé�nir une �èche (σ, g∅) dans FId par l'application injec-
tive σ ∶ S ↪ S′ et par l'unique application g∅ ∶ S′ ∖ σ(S) = ∅ → [d] car σ est une bijection. On
pose alors

Γ(G)(σ) ∶= G(σ, g∅) ∶ G(S)→ G(S′).

Avec ceci Γ(G) est bien dé�ni, et il est facile de voir que c'est bien un foncteur car G en est un.

Dé�nissons alors l'action de A sur ce foncteur : il nous faut dé�nir pour tout ensemble �ni
S une application linéaire naturelle

ηS ∶ (A⊗ Γ(G))(S) = ⊕
S=X⊍Y

Sym (M (1))(X)⊗G(Y )Ð→ (G)(S) = Γ(G)(S).

Pour cela on considère S un ensemble �ni et Y ⊂ S un sous-ensemble, on a alors une injection
i ∶ Y ↪ S. On pose ensuite X = S ∖ Y et on veut dé�nir une application linéaire

ϕX,Y ∶ A(X)⊗G(Y )Ð→ G(S).

On considère alors une application g ∶ X → [d] qui �xe un vecteur vg de base de A(X), et on
obtient une �èche (i, g) ∶ Y → S dans FId. On peut ensuite lui appliquer le foncteur G ce qui
donne une application linéaire G(i, g) ∶ G(Y )→ G(S). On dé�nit alors l'application linéaire ϕX,Y
sur la composante vg ⊗G(Y ) associée à l'application g par

ϕX,Y ∣vg⊗G(y) ∶ vg ⊗G(Y ) → G(S)
vg ⊗ x ↦ G(i, g)(x) .

Puisque les éléments vg forment une base de A(X), l'application ϕX,Y est bien dé�nie et est décrite
par

ϕX,Y ∶= ⊕
g∶X→[d]

ϕX,Y ∣vg⊗G(y) ≃ ⊕
g∶X→[d]

G(i, g) ∶ ⊕
g∶X→[d]

C ⋅ vg ⊗G(Y ) = A(X)⊗G(Y )Ð→ G(S).
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On pose en�n

ηS ∶= ⊕
S=X⊍Y

ϕX,Y ∶ ⊕
S=X⊍Y

A(X)⊗G(Y ) = (A⊗ Γ(G))(S)→ G(S) = Γ(G)(S).

Il faut encore véri�er que cela dé�nit bien une transformation naturelle, c'est-à-dire que le dia-
gramme suivant commute :

Σ VecC VecC

S (A⊗ Γ(G))(S) G(S)

S′ (A⊗ Γ(G))(S′) G(S′)

A⊗Γ(G)

Γ(G)

σ

ηS

(A⊗Γ(G))(σ) Γ(G)(σ)=G(σ,g∅)

ηS′

où (A⊗ Γ(G))(σ) est dé�nie comme étant la somme directe

⊕
S=X⊍Y

A(σ ∶X → σ(X))⊗G(σ ∶ Y → σ(Y ), g∅) ∶ ⊕
S=X⊍Y

A(X)⊗G(Y )→ ⊕
S=X⊍Y

A(σ(X))⊗G(σ(Y ))

Cette dernière permute les termes de la somme directe selon σ en appliquant G(σ∣Y , g∅) au
terme associé au sous-ensemble Y . De plus, ηS et ηS′ sont les somme directes des applications
du type G(Y ↪ S) et G(Y ′ ↪ S′) mais selon l'ordre donné par σ. Ceci permet de véri�er que ce
diagramme commute bien.

En�n, pour que Γ(G) soit bien un A-module, il faut encore véri�er que le diagramme sui-
vant commute pour tout ensemble S :

( A⊗A⊗ Γ(G) )(S) ( A⊗ Γ(G) )(S)

( A⊗ Γ(G) )(S) Γ(G)(S)

⊕
S=X⊍Y

IdA(X) ⊗µY

ψ∶= ⊕
S=X⊍Y

νX⊗IdΓ(G)(Y ) µS

µS

,

où ν est la loi de concaténation sur A dé�nie page 50. On va véri�er que les deux chemins coïncident
sur des éléments de base de l'espace de départ

( A⊗A⊗ Γ(G) )(S) ∶= ⊕
S=S1⊍S2⊍S3

A(S1)⊗A(S2)⊗ Γ(G)(S3).

On considère vgS1
= α1⊗⋅ ⋅ ⋅⊗αk un élément de base de A(S1) comme précédemment (pour k = ∣S1∣),

ainsi que vgS2
= β1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ βl un élément de base de A(S2) (pour l = ∣S2∣). Alors

νS1⊍S2(vgS1
⊗ vgS2

) = α1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ αk ⊗ β1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ βl

est un élément de base de A(S1 ⊍ S2) que l'on note vg(S1,S2)
. De plus, pour x ∈ Γ(G)(S2) un

élément de base, les élément du type vgS1
⊗ vgS2

⊗ x engendrent l'espace de départ. Les deux
chemins donnent alors

⊕
S=S1⊍S2⊍S3

A(S1)⊗A(S2)⊗G(S3) ⊕
S=X⊍S3

A(X)⊗G(S3) Γ(G)(S)

vgS1
⊗ vgS2

⊗ x vg(S1,S2)
⊗ x G( iS3 , g(S1,S2) )(x)

ψ µS

avec iS3 ∶ S3 ↪ S , et
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⊕A(S1)⊗A(S2)⊗G(S3) ⊕
S=S1⊍Y

A(S1)⊗G(Y ) Γ(G)(S)

vgS1
⊗ vgS2

⊗ x vgS1
⊗ G( jS3 , gS2

)(x) G( iS2⊍S3 , gS1
) ○ G( jS3 , gS2

)(x)

Id⊗µ µS

avec
jS3 ∶ S3 ↪ S2 ⊍ S3 et iS2⊍S3 ∶ S2 ⊍ S3 ↪ S.

Ces chemins coïncident bien, car par fonctorialité de G on a :

G( iS2⊍S3 , gS1
) ○ G( jS3 , gS2

)(x) = G( iS2⊍S3 ○ jS3 , g(S1,S2) )(x) = G( iS3 , g(S1,S2) )(x).

� Pour ε ∶ G→ G′ une �èche dans FId -Mod (ie : une transformation naturelle) on dé�nit son image
dans A -Mod comme la transformation naturelle

Γ(ε) ∶ ( Γ(G) , η )→ ( Γ(G′) , η′ )

qui associe à un ensemble S le morphisme

(Γ(ε) )
S
∶= εS ∶ (Γ(G))(S) = G(S)Ð→ G′(S) = (Γ(G′))(S).

De plus, Γ(ε) est compatible avec l'action de A car, pour tout ensemble �ni S, le diagramme
suivant commute :

(A⊗ Γ(G) )(S) (A⊗ Γ(G′) )(S)

Γ(G)(S) Γ(G′)(S)

ηS

⊕
S=S1⊍S2

IdA(S1) ⊗Γ(ε)S2

η′S

(Γ(ε) )
S
=εS

.

En e�et, si on considère les éléments vgS1
de base de A(S1) comme précédemment, ainsi que des

éléments x de base de Γ(G)(S2), alors les éléments vgS1
⊗ x engendrent l'espace de départ

(A⊗ Γ(G) )(S) ∶= ⊕
S=S1⊍S2

A(S1)⊗ Γ(G)(S2).

Les deux chemins appliqués à ces éléments donnent alors

η′S ( vgS1
⊗ εS2(x) ) = ϕ′S1,S2

( vgS1
⊗ εS2(x) ) = G′(iS2 , gS1

) (εS2(x) )

d'une part, et

εS ( ηS (vgS1
⊗ x) ) = εS ( ϕS1,S2 (vgS1

⊗ x) ) = εS ( G(iS2 , gS1
) (x) )

d'autre part. Ces deux éléments sont égaux car ε est une transformation naturelle, ce qui donne
le diagramme commutatif suivant :

G(S2) G′(S2)

G(S) G′(S)

εS2

G(iS2
, gS1

) G′
(iS2

, gS1
)

εS

.
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Théoreme III.27. Pour d un entier et M un C-module tel que M ≅ Cd, les foncteurs précédents

χ ∶ Sym(M (1)) -Mod Ð→ FId -Mod = Fonct ( FId,C -Mod )

F ∶ Σ→VecC ↦ χ(F ) ∶= N ∶=
⎛
⎜⎜
⎝

FId → VecC

S ↦ F (S)

⎞
⎟⎟
⎠

et

Γ ∶ FId -Mod Ð→ Sym(M (1)) -Mod

G ∶ FId →VecC ↦ Γ(G) ∶=
⎛
⎜⎜
⎝

Σ → VecC

S ↦ G(S)

⎞
⎟⎟
⎠

forment une équivalence de catégories.

Démonstration. La première étape consiste à montrer que l'on a un isomorphisme naturel

χ ○ Γ ≅ IdFId -Mod .

Si G est un objet de Fonct(FId,VecC ) donc un foncteur de FId dans VecC, on a

(χ ○ Γ) (G) = χ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

Σ VecC

S G(S)

S′ G(S′)

σ G(σ,g∅)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

FId VecC

S G(S)

T G(T )

(f,g) N(f,g)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

L'égalité χ○Γ(G) = G est bien véri�ée sur les objets car pour un ensemble �ni S on a χ○Γ(G)(S) = G(S),
il reste à véri�er l'égalité sur les �èches. Montrons donc que l'identité suivante est vraie :

N(f,g) = G(f, g).

Par dé�nition on a
N(f,g) ∶= (µT )∣vg⊗F (f(S)) ○ vg ⊗ F(f ∶ S → f(S))

que l'on applique ici pour le foncteur F = Γ(G) et la multiplication associée comme A-module notée η.
Cela donne

N(f,g) = (ηT )∣vg⊗Γ(G)(f(S) ) ○ vg ⊗ (Γ(G))(f ∶ S → f(S))

= (ηT )∣vg⊗G(f(S) ) ○ vg ⊗ G(f ∶ S → f(S) , g∅)

= (ϕX,Y )∣vg⊗G(Y ) ○ vg ⊗ G(f ∶ S → Y , g∅) pour Y = f(S) et X = T ∖ Y,

= G(i, g) ○G(f ∶ S → Y , g∅) pour i ∶ Y ↪ S,

= G ( (i, g) ○ (f ∶ S → Y , g∅) )

= G( (f, g) ).

On a donc montré que l'égalité χ ○ Γ(G) = G est véri�ée non seulement sur les objets mais aussi sur les
�èches, ce qui donne bien l'égalité entre les foncteurs χ○Γ(G) et G. Ceci montre alors l'égalité fonctorielle

χ ○ Γ = Id

sur les objets.

De plus, pour ε ∶ G→ G′ une �èche dans FId -Mod, on a par dé�nition l'égalité

χ ○ Γ(ε) = ε

car pour tout ensemble �ni S on a
( χ ○ Γ(ε) )

S
= εS .
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Ceci montre que l'égalité fonctorielle
χ ○ Γ = Id

est aussi vraie pour les �èches.

La deuxième et dernière étape consiste à montrer l'isomorphisme naturel

Γ ○ χ ≅ Id
Sym(M(1)) -Mod

.

On considère pour cela un Sym (M (1))-module, c'est-à-dire un foncteur F ∶ Σ → VecC muni d'une
transformation naturelle µ ∶ A⊗ F → F . On a alors

(Γ ○ χ) (F ) = Γ

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

FId VecC

S F (S)

T F (T )

(f,g) N(f,g)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

Σ VecC

S F (S)

S′ F (S′)

σ =N(σ,g∅)χ(F )(σ,g∅)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Pour montrer l'égalité de foncteurs Γ ○ χ(F ) = F il faut encore montrer l'égalité N(σ,g∅) = F (σ). Or par
dé�nition, on a

N(σ,g∅) = (µS′ )∣vg∅⊗F (σ(S) ) ○ vg∅ ⊗ F (σ ∶ S → σ(S))

= (µS′ )∣M⊗{∅}⊗F (S′) ○ vg∅ ⊗ F(σ ∶ S → S′)

= F (σ)

car l'application µS′ restreinte au sous-espaceM⊗{∅}⊗F (S′) de (A⊗F )(S′) correspond à l'isomorphisme

(µS′ )∣M⊗{∅}⊗F (S′) ∶ M⊗{∅} ⊗ F (S′) = vg∅ ⊗ F (S′)Ð→ F (S′).

Ceci montre bien que les foncteurs Γ ○ χ(F ) et F sont égaux. Mais pour conclure que ce sont les mêmes
objets de Sym (M (1)) -Mod il faut encore véri�er que l'action de A est la même. Par dé�nition, l'action
de A sur F est donnée par la transformation naturelle µ ∶ A⊗ F → F dé�nie par

µT ∶ ⊕
T=X⊍Y

A(X)⊗ F (Y )Ð→ F (T ).

D'un autre coté l'action de A sur Γ ○ χ(F ) est donnée par la transformation naturelle

ηS ∶= ⊕
S=X⊍Y

ϕX,Y ∶ A⊗ (Γ ○ χ(F ))(S) = ⊕
S=X⊍Y

A(X)⊗ F (Y )Ð→ F (S) = (Γ ○ χ(F ))(S).

Montrons donc que, pour un ensemble �ni S, on a l'égalité

ηS = µS .

Pour une décomposition S =X ⊍ Y , et pour i l'inclusion Y ⊂ S, on a par dé�nition

ϕX,Y ≃ ⊕
g̃∶X→[d]

χ(F )(i, g̃).

Mais (i, g̃) est une �èche entre Y et S dans FId, ce qui donne χ(F )(i, g̃) = N(i,g̃). D'où

ϕX,Y ≃ ⊕
g̃∶X→[d]

N(i,g̃) = ⊕
g̃∶X→[d]

(µS)∣vg̃⊗F (i(Y )) ○ vg̃ ⊗ F(i ∶ Y → i(Y )).

Or i(Y ) est juste l'ensemble Y vu comme sous-ensemble de S donc on a i(Y ) = Y , et par fonctorialité

F(i ∶ Y → i(Y )) = F (id) = id .
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On obtient alors

ϕX,Y = ⊕
g̃∶X→[d]

(µS)∣vg̃⊗F (Y ) = (µS)∣ ⊕
g̃∶X→[d]

C ⋅vg̃⊗F (Y ) = (µS)∣ ⊕
j∈JX

C ⋅wj⊗F (Y ) = (µS)∣A(X)⊗F (Y ).

En prenant la somme directe on obtient en�n

ηS = ⊕
S=X⊍Y

ϕX,Y = ⊕
S=X⊍Y

(µS)∣A(X)⊗F (Y ) = µS .

On a donc bien montré l'égalité ηS = µS , et donc que Γ ○ χ(F ) et F sont les mêmes objets de
Sym (M (1)) -Mod. Ceci montre bien que l'égalité fonctorielle

Γ ○ χ = Id
Sym(M(1)) -Mod

est vraie sur les objets.

De plus, pour σ ∶ F → F ′ une �èche dans Sym (M (1)) -Mod, on a par dé�nition l'égalité

Γ ○ χ(σ) = σ

car pour tout ensemble �ni S on a
( Γ ○ χ(σ) )

S
= σS .

Ceci montre que l'égalité
Γ ○ χ = Id

Sym(M(1)) -Mod

est aussi vraie pour les �èches, ce qui achève donc de montrer l'équivalence de catégories car les foncteurs
sont bien inverses l'un de l'autre.

Corollaire III.28. Pour d = 1, on a alors M ≅ C et on obtient l'équivalence de catégories

Sym(C(1)) -Mod ≅ Fonct ( FI,C -Mod ) = FI -Mod .

Ce corollaire est intéressant car la catégorie des FI-modules est plus simple à étudier que les catégories
des FId-modules en général. En particulier, certains résultats ont déjà été démontrés dans cette catégorie,
et peut alors essayer de transporter ces résultats via cette équivalence de catégories.
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