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Introduction

Le but de ce mémoire est de montrer le théoréme énoncé page [5g] :

Théoréme. Pour M un C-module libre de dimension d, on a 1’équivalence de catégories
Sym(M™M)-Mod = FI;-Mod := Fonct ( FI;, C-Mod ),

ot le terme de gauche est la catégorie des modules sur une algébre commutative tordue Sym (M (1)), et
le terme de droite est la catégorie des foncteurs sur la catégorie F'I,.

Avant de s’attaquer & cette équivalence, il faut en comprendre les termes, et en particulier le pre-
mier. Dans ce mémoire, on s’intéressera donc aux algébres commutatives tordues, en faisant un tour des
définitions et des propriétés de base de cet objet mathématique. On peut déja donner sa définition :

Définition. Une algébre commutative tordue est un monoide (aussi appelé algébre) commutatif dans la
catégorie monoidale symétrique
( =-Mod, ®,C",7),

ou X est la catégorie des ensembles finis et des bijections.

Cette définition nous incite & commencer ce mémoire par ’étude de la théorie des catégories
monoidales. On s’intéressera, en particulier, & un résultat central de cette théorie : le théoréme de
cohérence de MacLane. On introduira ensuite quelques catégories monoidales particuliéres, dont la
catégorie X -Mod, puis on montrera qu’elles sont en fait équivalentes. On pourra alors transporter la
définition d’une algébre commutative tordue dans ces autres catégories et on obtiendra, par exemple, les
définitions suivantes :

Définition. Une algébre commutative tordue est un foncteur A : ¥ — Vecc muni de deux lois
HA®A—>Aetn: c® 4 (des transformations naturelles) telles que p soit associative, commutative
et unitaire, e : telle que les diagrammes suivants commutent :

id ®ugr s

A(S) ® A(S") ® A(S") A(S) ® A(S 0 8") ZZE A(S w (57w S™))

Hs, s ®idl lA(«p)

A(SuS)® A(S) —mmmr— A((SwS)us”) —iy A(Sw S w8

A(S) ® A(S") 2255 A(Sw S CoA(S) %% A(z) e A(S)
Ts,s’l lA(f) ~l lltz,s
A(S) @ A(S) 52 A(S' 6 S) A(8) 4—— Ao S)

Définition. Une algébre commutative tordue est une algébre associative unitaire graduée

A=A,

n>0
telle que pour tout entier n, A, soit muni d’'une action de S,,. De plus, si z € A, et y € A,,, on note
Tn,m la permutation de Sy, qui échange les n premiéres et les m derniéres composantes et on doit avoir
I’égalité "tordue" :
Tam(T-y)=y-x.



Exemple. Si V est un espace vectoriel, on considére

A=T"V=Vve"

n>0

muni de la concaténation des produits tensoriels V& @ V& — V®™+m)  Alors T*V est une algebre
commutative tordue avec cette définition (la concaténation n’est pas commutative mais elle vérifie bien
Paxiome "tordu").

Enfin, on s’intéressera a une algébre commutative tordue en particulier : Sym(M ™). On détaillera
sa construction pas-a-pas, puis on étudiera les modules sur cette algébre commutative tordue. On pourra
alors énoncer et démontrer le théoréme cité ci-dessus.

Remarque. Dans tout le document on se placera sur C, mais on peut généraliser sans aucun pro-
bléme & tout corps de caractéristique nulle. Pour les autres corps (et méme pour les anneaux commuta-
tifs) certains résultats restent valables, notamment la premiére partie et ce qui concerne les catégories
Fonct ( 3, Vec(c) et Rep(S.) dans les autres parties.



I Théorie des catégories monoidales

I.1 Catégories monoidales

Définition. Si # et € sont deux catégories alors on peut définir leur catégorie produit & x ¢ dont les
objets sont les couples (B,C) ou B est un objet de &, et C est un objet de € ; et les morphismes sont
les couples (f,g) de morphismes ( ie : f est un morphisme dans % et g est un morphisme dans €).

Définition. On note Set la catégorie dont les objets sont les ensembles et les fléches sont les applications
ensemblistes.

Remarque. Une propriété universelle correspond & un isomorphisme naturel entre deux espaces de
morphismes Hom 4 (-, —) et Homp(—,—) dans deux catégories.

Exemple. La propriété universelle qui donne le produit cartésien de deux ensembles X,Y € Set corres-
pond a l’isomorphisme naturel en W € Set,

Homget (W, X xY) 2 Homgee (W, W), (X,Y))
Cet isomorphisme montre aussi que le foncteur produit cartésien x et le foncteur diagonal A

x : Set? - Set A : Set - Set?
(X,)Y) » XxY W oo (WW) "’

sont adjoints. Par ailleurs, 'objet {1} € Set joue le role d’élément neutre pour x car on a les isomorphismes
naturels
{I}xX —— X «—— X x{1}

Dans la suite on va voir comment généraliser et théoriser ce genre de propriétés.

Définition. Un monoide ensembliste (ie : dans la catégorie Set) peut étre défini de l'une des deux
maniéres suivantes :
1) Un triplet (S, *,e) o S est un ensemble (un objet de Set), e € S et * : S xS - S est une loi
interne associative qui admet e pour élément neutre, c’est-a-dire telle que

Va,y,ze S, (xxy)rz=xx*x(y*r2z)etxxe=x=€*z.

2) Un triplet (S, p,m) ou S est un ensemble (un objet de Set), et p: SxS - S, n: {1} - S sont deux
applications2 (morphismes dans Set) telles que les diagrammes suivants commutent :

idxn

SxSx§ L gy s {1} xS 2 955 {0 g5y {1}
xid

1 l lﬂ \‘lu/
SxS —F— 8 S

Ce qui correspond aux égalités po (id x pu) = po (uxid), po(nxid)=Xet po (idxn) = p.

Remarque. On peut définir un groupe comme un monoide (M, u,7n) muni d’une fonction ¢ : M - M
(la fonction inverse x + z7!) telle que le diagramme suivant commute :

M —5 s MxM 2 MxM

| 2

{1} 1 > M

avec M — {1} l'unique application possible, et § Papplication diagonale

6 + M - MxM
x + (r,z)

Cette derniére est spécifique au produit cartésien x et donc se généralise mal, a I'inverse la notion de
monoide se généralise facilement dans d’autres catégories munies d’une opération "associative unitaire"
comme on le verra plus loin. Il s’agit de catégories appelées catégories monoidales.



Définition. Si & est une catégorie, on définit son squelette %y comme étant la catégorie dont les objets
sont les classes d’équivalences d’objets de % et les fleches sont les morphismes induits.

Définition. Si Z est une catégorie, un bifoncteur de & dans % est un foncteur de # x # dans A.

C’est donc une application O qui associe & tout couple d’objets (a,b) € & x % un élément a0 b € B
et & tout couple de morphismes (f :a - a’ , g :b — V') un morphisme fOg:a0b— o Ob". Il doit
alors vérifier I'identité id, O¢dy = id,qp pour a et b dans & x A, et pour tous morphismes f, g, ', ¢’ pour
lesquels les composées f' o f et g’ o g ont un sens, on doit avoir I’égalité

(f'og)e(fog)=(fef)o(g og).

Définition. Une catégorie monoidale stricte est un triplet (4,0, ¢) ou
— 9 est une catégorie,
— e €% est un objet,
— O un bifoncteur de & dans & qui est associatif et qui admet e pour élément neutre. Il doit donc
vérifier les identités fonctorielles :

Oo(Oxid)=0o0(idx0): BxBxB—->HB et Do(Cexid)=idg=00(idxC.): B~ R

avec les foncteurs

Coxid ¢+ B - BxRB dxC, + B - BxHPB
z > (ex) z = (ze)

Ici fonctorielle signifie que 1’égalité est vraie a la fois pour les objets et les fléches, ce qui donne
les deux diagrammes commutatifs :

BxBxB (a,b,¢) 9:1) y (d, ', ¢)
Lo T T~
oxid B x B (a,bOc) (7.95h) l > (a/,b'Od)
B x B o (aOb,c) (ogh) (a'Od, )

N T~ T~

B (an)Dc:aD(ch)w(a'Db’)Dc’:a’D(b’\:\c’)

BB B— B — B BB R

b — (e,b) — eab =—=0>b=—=2"boe <— (be) «— b

lf l(ide,f) lidemf lf lfm‘de l(ide,f) lf

B — (e,b) —> enb) = b = b Oe +— (V,e) «— V

Exemple. On peut donner comme exemples :
— Si (M, p,m) est un monoide (dans Set) alors la catégorie .Z associée a M est strictement monoidale
pour e 'unique objet de .Z et pour O tel que eDe := e et qui agit par multiplication sur les fleches.
— Si & est une catégorie, on considére Fonct(%, #) la catégorie dont les objets sont les foncteurs
de # dans # et les morphismes sont les transformations naturelles entre ces foncteurs. Cette
catégorie est strictement monoidale pour O la composition des foncteurs et e le foncteur identité.

Mais cette définition peut paraitre trop stricte, notamment ’égalité entre foncteurs demandée peut étre
trop rigide pour décrire certaines structures intéressantes (comme le produit tensoriel pour les modules).
On préfére alors élargir la définition en remplagant 1’égalité par une équivalence naturelle et étudier des
catégories monoidales "relachées". On verra plus tard que toute catégorie monoidale "relachée" est en
fait équivalente & une catégorie monoidale stricte abstraite, donc on ne perd pas en généralité avec cette
nouvelle définition.



Définition. Une catégorie monoidale (ou tensorielle) est la donnée de (4,0, e) o
— 9 est une catégorie,
— e €% est un objet,
— O un bifoncteur de Z dans & qui est associatif & un isomorphisme naturel a prés et qui admet e
pour élément neutre & gauche (resp. droite) & un isomorphisme naturel A (resp. p) prés.
On doit donc rajouter dans la définition de la catégorie monoidale (£, 0, e) la donnée des isomorphismes

Qape : a0 (bOc) — (a0b)Oc naturelen (a,b,c)e %>
Pa  : aOe — a naturel en a € A
Aa : eda — a naturel en ae€ %A

De plus, il faut que A, = pe : eOe — e et que les diagrammes du pentagone et du triangle ci-dessous
commutent :

ao(bo(cod)) “2% ¢o((boc)od) —2 (an(boc))od ao(ete) — 4 (ade)oe
(aob)o(cod) = > ((aob)oc)od aOc

(1)

Remarque. Si ces deux diagrammes commutent on peut montrer que les deux diagrammes ci-dessous
commutent eux aussi, ils sont utiles dans certaines démonstrations.

en(boc) —>—— (eob)Oc ad(boe) —=—— (aOb)Oe

x Aid idux / ®
boc adb

Exemple. L’exemple fondamental de catégorie monoidale est (Ab,®,Z,a, A, p) ou le produit tensoriel
de deux groupes abéliens est défini (& un isomorphisme de Ab prés) par la propriété universelle usuelle.
On vérifie aisément que c’est bien un bifoncteur, et a, A, p sont les isomorphismes classiques obtenus eux
aussi avec la propriété universelle du produit tensoriel. Enfin, en remarquant que si A, B,C € Ab sont
des groupes abéliens, alors

VaeA, beB,ceC ocA7B,c(a®(b®c)) =(a®b)®c,
on peut voir que les diagrammes commutent bien en les évaluant sur des éléments générateurs.

Exemple. On peut aussi donner comme autres exemples :
— Le triplet (Set,x,{*}) est une catégorie monoidale.

— Si K est un anneau alors les modules & gauche (K -Mod,®k, K) et (Algy,®k, K) forment des
catégories monoidales comme dans I’exemple fondamental ci-dessus.

— En particulier, pour K un corps on a (K-Ev,®x,K) qui est une catégorie monoidale, ce qui leur
donne parfois ’appellation de catégories tensorielles.

— Si % est une catégorie qui admet des produits finis (ée : [1j-; C; est bien défini pour tout entier
n et toute famille d’objets (C;)1<i<n de €) et un objet terminal T € €, alors (¢,[1,T) est une
catégorie monoidale. Les isomorphismes sont ceux usuellement donnés par la propriété universelle
du produit et ils commutent avec les différentes projections, ce qui permet de vérifier que les
diagrammes commutent bien.

— On peut faire exactement la méme chose avec le coproduit [] et un objet initial 7. On va détailler
cet exemple car il sera utile par la suite :

Exemple. Si une catégorie & admet toujours des coproduits et admet un objet initial 7, le coproduit



définit un bifonteur de & dans £ :
II: BxB —— B

(X1, X)) — X111 Xo

(flan)l lq

(Y1,Y2) — V1l Y2

ou 'application g est obtenue avec la propriété universelle du coproduit

/> Y1HY2 *

X1 HX2

flT g ) Tf‘z
le 7«X2

Le triplet (93, I_I,I) forme alors une catégorie monoidale. En effet, si X est un objet de %, on
peut définir 'application px en utilisant la propriété universelle du coproduit qui donne ’existence et
I'unicité d’un morphisme ¢ tel que le diagramme suivant commute :

X

A
I
#i

Xﬁ]

X//{j KT\\I

pX:<p:XHI—>X.

Ensuite, on considére a nouveau la propriété universelle du coproduit de X et I mais cette fois associée
au diagramme :

id

On pose alors

X111
) ix OLPTid
X | L
X1
X I

Les deux applications ix o et id rendent le diagramme commutatif car ix opoiyx =ix d’apres le premier
diagramme ci-dessus. On a alors par unicité ix o ¢ = id et on sait déja que poix =1id, ce qui montre que

px =p=ix

est bien un isomorphisme. On construit alors Ax : I [] X — X et on montre que c’est un isomorphisme
exactement de la méme maniére.

Il ne reste plus qu’a définir l'isomorphisme «. Pour cela on considére trois objets X,Y et Z de
2 et on utilise la propriété universelle du coproduit de Y et Z associée au diagramme

ZV (Xuv)uz
@ _

XY Y11Z

N



On a alors un morphisme ¢ : Y[ Z - (XIIY)IIZ que l'on utilise dans la propriété universelle du
coproduit de X avec Y ][] Z associée au diagramme

DV) Xuv)yuz
K
1 ¥

XY X1(Y112)

iXT / ;
'LH 1Y, Z
X X

YI11Z
On obtient ainsi un morphisme

:XII(v2)~(x1IY) 2
On refait ensuite la construction analogue qui donne d’abord un morphisme ¢ : X [1Y - X [[(Y ] Z),

puis un morphisme
n:(XY) 12~ x1(V][12)

qui correspondent aux deux diagrammes suivants :

XLI(YI_IZ)
i \ p
YIIZ

X YIZ (XLIY
% \ T’ \ iy \
X Y XY

On vérifie alors que les morphismes x et 7 sont inverse 'un de 'autre. Pour cela on utilise I'unicité de la
propriété universelle du coproduit de X avec Y ][] Z associée au diagramme

XU(Y1z)
u WOXTid
XU(Y1Z) vz (3)

% iy, z
‘X
X

On va vérifier que les applications 7 o x et id rendent ce diagramme commutatif et donc sont égales. On
aura alors montré que nox = id et I’égalité y on = id s’obtient de maniére analogue. Pour la partie gauche
du diagramme on a, grace aux diagrammes précédents, les égalités

Y1Z

’r}OXOZ')H(:ﬁOiX7y0ix=¢OZ’X:iI)'I<.

Pour la partie de droite, il faut combiner les deux suites d’égalités
. .Z .Z . ‘X .X . ‘Z
nNoxoly,zoly =nowoiy =noixyoiy =Y oiy =iy,zoiy
. . _ . _ H _ .
UOXOZY,ZOZZ_UOSOOZZ_TIOZZ_ZY,ZOZZ

que ’on utilise dans la propriété universelle du coproduit de Y et Z associée au diagramme

XYz
iy in}Zf e e 1y, z0lz
YIIZ
Y v z
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D’apreés les relations ci-dessus les deux applications no x oiy z et iy z rendent le diagramme commutatif
et donc sont égales par unicité. On a alors bien montré que le diagramme commute, et donc que 7 et
x sont inverse 'un de "autre. On pose donc

axyz=x:X[[¥]]2) - X][IN]]Z

Il reste encore & vérifier que les diagrammes du pentagone et du triangles commutent, ce qui se fait
encore & 1’aide de propriétés universelles, mais qui ne sera pas détaillé ici.

Définition. On introduit une nouvelle catégorie Moncat donc les objets sont les petites catégories
monoidales (on considére uniquement les petites pour que I’on puisse avoir une catégorie car la catégorie
des catégories n’existe pas) et les fleches (£,0,¢e,a, A, p) - (£',0',¢,a’, N, p’) sont les morphismes
stricts entre ces deux catégories. On entend par morphisme strict, un foncteur T': 8 — %’ vérifiant pour
tout a,b,ce A les identités

T(e)=¢', T(and)=T(a)a'T(), Toli=Xp@) Topa=pr@a)y T °Cabe=0T(a)r(n)1(c)
et pour tous morphismes f,g dans £ l'identité

T(fog)=T(f)o' T(g).

Remarque. Cette catégorie admet des produits finis et elle admet la catégorie 1 (qui comporte un seul
objet et un seul morphisme) comme élément terminal. On peut aussi regarder sa sous-catégorie pleine (on
garde tous les morphismes possibles) des petites catégories monoidales strictes. Ou a linverse on peut
élargir la notion de morphisme & un sens non strict, mais c’est plus compliqué a définir.

N

Exemple. Il existe des catégories monoidales pour lesquelles on ne peut pas se ramener a a, A ou p
qui serait 'identité, en gardant les mémes objets. Ces catégories ne peuvent donc se décrire simplement
qu’avec la définition de catégorie monoidale relachée.

Par exemple, la catégorie Set admet un produit qui est le produit cartésien x avec les projec-
tions usuelles et un objet initial @. Elle est donc monoidale pour ce produit comme expliqué dans
I’'exemple ci-dessus. On considére alors N dans Sety : N x N est dénombrable donc on a un isomor-
phisme N x N ¥ N dans Set, ce qui donne 1’égalité NxN = N dans Sety. On va alors montrer que
I'isomorphisme naturel oy : Nx (NxN) - (NxN) xN ne peut pas étre I'identité dans la catégorie Set.

Supposons par l’absurde que l'on puisse avoir a = id. Soient f,g,h : N - N des applications,
puisque « est naturel, on a (f xg) x h = f x (g x h) ce qui peut se voir avec le diagramme commutatif

Nx (NxN) —2=@ 4 (NxN)xN
fx(gxh) (Fxg)xh
N x (N x N) —a (NxN)xN
Or par définition de N x N on a deux projections P, P»: Nx N2 N — N qui sont des épimorphismes. On

vérifie alors sur des éléments que les deux diagrammes suivants commutent (en identifiant N x(NxN) =
NxN) :

NxN -2, N NxN 24 N
fX(gxh)l lf hX(fxg)l l(fxg)
NxN —— N NxN-——+N
1 2

ce qui donne les égalités
[oP
(fxg)oP,

{ Pro(fx(gxh))
Pyo(hx(fxg))

Avec le méme argument on obtient les égalités

{Plo((fxg)xh) = (fxg)o P
Pyo((hxf)xg) = goP

11



Mises ensembles avec celle du début cela donne

{ foPr = Pro(fx(gxh)) = Pro((fxg)xh)
(fxg)o P Pyo(hx(fxg)) = Ppo((hxf)xg)

(fxg)oP
go Py

Or Py et P; sont des épimorphismes donc on obtient f = (f x g) = g. On a alors montré que pour tout
morphismes f,g,h:N —>Non a f =g ce qui est absurde.

1.2 Théoréme de cohérence

Définition. On introduit des objets abstraits, appelés mots binaires, qui sont des combinaisons des
symboles eg,0, (-) et de parenthéses. On les définit par récurrence sur leur longueur :
— Le seul mot binaire de longueur 0 est le mot vide noté eg
— Le seul mot binaire de longueur 1 est le symbole (-)
— Si v et w sont deux mots binaires de longueur n et m respectivement, alors on définit un mot
binaire de longueur n +m par v Ow := (v) O (w).

Exemple. On remarque qu’au final la longueur d’un mot binaire est le nombre d’occurrence du symbole
(-). Par exemple le seul mot de longueur 2 est

~o-=()o).

Un autre mot binaire est
((-o-)oeg)o-=(((-)o(-))De)O(-)

qui est de longueur 3. Dans la suite on enléve les parenthéses du symbole (-) qui n’apportent pas
d’information, mais on garde les autres parenthéses qui déterminent I'ordre de calcul comme dans ces
exemples.

Définition. On note W la "catégorie monoidale libre sur un générateur (-)" dont les objets sont les
mots binaires définis avant, et qui posséde une unique fleche v - w pour tout couple de mots (v, w) de
méme longueur. On définit la multiplication O : W x W — W par O(v,w) = v Ow qui donne clairement
un bifoncteur. Les isomorphismes «, A, p sont définis comme 1'unique fléche entre les objets concernés, et
le mot vide ey est une unité pour O.

Remarque. Tous les diagrammes dans la catégorie W commutent par construction car entre deux objets,
il n’y a toujours qu’une seule fleche possible.

Théoreme I.1. Pour toute catégorie monoidale (£,0,e,a, )\, p) et pour tout objet b € B il existe un
unique morphisme strict de catégories monoidales W — 2 tel que (=) s’envoie sur b.

Démonstration. On ne donne ici que les étapes de la démonstration (pour le détail se référer a [Mac98§]|
pages 165 & 169). On rappelle que, puisque Z est une catégorie monoidale, les diagrammes du pentagone
et du triangle page |8 commutent, et qu’ils impliquent que les diagrammes commutent eux aussi.
En plus de ces diagrammes on utilise la naturalité de « et le fait que A\ = p.. On remarque enfin que
lopérateur de £, et celui de W sont tous les deux notés 0O, mais on fait aisément la différence dans les
calculs.

e (Analyse) Si un tel morphisme existe, on le note w — w, et on a forcément (eg)y = ¢, (=) = b, et
(vp Dwp) = (vOw)y car c’est un morphisme de catégories monoidales. Il est alors unique car ces
relations le déterminent entiérement.

e (Synthése) On définit alors un foncteur T': w — wy par ces égalités (et T est défini de maniére
évidente sur les fleches). On va alors montrer que ’on obtient bien un morphisme de catégories
monoidales, ce qui achévera la preuve.

e Pour un entier n, on définit un graphe G,, dont les sommets sont les mots binaires de longueur n
qui n’utilisent pas le symbole e, et dont les arrétes v <> w correspondent (via T') aux fleches dites
"basiques" v, - wp dans ZA. Une fléche est dite basique si elle est construite a I’aide de id, O, de
parenthéses et d’une occurrence (au plus) de a ou a™! (le "ou" est exclusif).

e Si on prend deux chemins dans G,, de méme départ v et de méme arrivée w, on montre qu'’ils sont
tous deux égaux & un méme chemin v - w(™ - w, et donc sont égaux. Le mot w™ est Punique
mot de longueur n sans occurrence de ey dont toutes les parenthéses démarrent au début, et le
chemin v - w(™ est défini canoniquement car c’est le chemin qui raméne toutes les parenthéses
au début a l’aide de « en partant de la parenthése la plus & gauche. Le coeur de la démonstration
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consiste & montrer que tout chemin de v a w(™) est égal au chemin canonique. Cela se fait en
introduisant un rang p sur W et par disjonction de cas a l'aide des diagrammes commutatif du
premier point. (attention on définit p(ep) = 0 mais ici ey n’intervient pas dans les mots de G,
sinon ’équivalence (toutes les parenthéses de w commencent au début < p(w) = 0) serait fausse :
p(-ep) = 1)

e On a donc montré que le graphe associé & G,, (via T') dans & commute ce qui signifie que tous les
diagrammes de & impliquant uniquement ’associativité d’objets du type b0 bOb... commutent.

e On introduit ensuite les isomorphismes A et p dans le raisonnement. On définit un graphe G,
analogue & G, mais ses sommets sont tous les mots de longueur n (avec utilisation de eg) et
ses arrétes sont celles qui correspondent & une seule occurrence de «, A, p ou leur inverse ("ou"
exclusif). Alors G/, est un graphe infini car on peut rajouter autant de fois le symbole eg & un mot
que Pon veut sans changer sa longueur, et G,, se retrouve comme sous-graphe de G/,.

e Si v est un mot de longueur n, il existe un chemin de v & w™ dans G!,, qui commence par enlever
toutes les occurrences de ey en partant de celle la plus & gauche, puis qui reste dans G,, (si on
applique d’abord « avant d’enlever eg, on peut échanger ’ordre en gardant le méme chemin grace
aux diagrammes commutatifs du premier point ou & la naturalité de «, et puisque A, = p. on peut
enlever indifféremment n’importe quel eg de eg O ey en premier).

e Si on a deux chemins de v & w(™ dans G, alors ils sont chacun égaux a un chemin comme décrit
au dernier point, appelons les 7; et 7. La premiére partie de 7; et de vo est la méme car elle ne
dépend que de v (c’est le chemin qui supprime les ¢y dans un ordre fixé). La deuxiéme partie de
v1 et celle 5 partent d’un méme mot (v auquel on a supprimé les eg), arrivent au méme mot w(™
et restent dans G,,. Par les points précédents, on en conclut que ~; et 72 sont égaux, et nos deux
chemins de départ aussi.

e On a donc montré que tous les chemins de v & w(™ dans G!, sont égaux. Enfin si on considére
deux chemins entre deux sommets v et w quelconques de G), alors on peut les décomposer en
utilisant les deux techniques précédentes en des chemins v - w(™ — w, qui sont donc égaux. On
a alors montré que le diagramme dans % associé a G, (via T) est commutatif. Cela signifie que
tout diagramme qui n’utilise que «a, A, p,id,0 et que l'objet b commute.

e Le dernier point & vérifier découle du fait que T est un foncteur et qu’il se comporte clairement
bien avec 'identité :

T(fog)=T((foid)o (idug))=T(foid) o T(idog) = (T(f)oid)o (iduT(g))=T(f)oT(g)

On a donc bien un morphisme de catégories monoidales ce qui montre le théoréme.
O

Définition. Soit Z une catégorie monoidale, si w € W est un mot binaire de longueur n on lui associe
un foncteur wg : B" - A défini par récurrence sur la longueur de w :

— Pour w = e on pose (eg)g: 1 — B, 1 e le foncteur constant égal & e (noté e),

— Pour w = (-) on pose(-)g =idg: B —~ B,

— Et pour w,w" de longueur n et n’ on définit (wOw’)% comme la composée

(wow')g =00 (wgxwy): B > Bx B> B
Exemple. Le foncteur associé au mot w = ( -o(-o —)) O - est

wg = (ido (idoid)) Oid - »* - B
(b17b27b37b4) g (le(bQDbg))Db4 )

Théoreme 1.2 (de cohérence). Soit B une catégorie monoidale, il existe une fonction qui & tout
couple de mots binaires de méme longueur (v,w) associe une équivalence naturelle cang(v,w) entre les
foncteurs vy et wg. Ces derniéres sont appelées transformations canoniques et elles sont toutes obtenues
par composition et O-produit de 1.,idg, o, N\, "1 p et pt.

Exemple. Pour les mots v =(-0-)0- et w=-0(-0-) on a l'isomorphisme naturel cang(v,w) = «
entre les foncteurs (idOid) 0id et id O (idOid) ce qui donne pour tout a,b,ce %, (anb)oczan(bOoc).

Remarque. Si on regarde uniquement I’application cang(v,w) sur des éléments du type (b,...,b) € B
pour b € Z on retrouve en particulier le théoréme Ces deux théorémes sont différents car le premier
concerne uniquement les diagrammes qui n’utilisent qu’un seul objet b € A, alors que le deuxiéme donne
des isomorphismes naturels entre les foncteurs, donc il concerne tous les diagrammes (ce qui importe dans
ce cas c’est uniquement la structure des mots).
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Démonstration. On définit une catégorie monoidale It(#) dont les objets sont les couples (n,T") ou n
est un entier et T est un foncteur de B" dans %, et les fleches (n,T) — (n’,T") sont les transformations
naturelles entre T et T si n = n’ (pas de fleche sinon). On définit ensuite un produit par (n,7T) O
(m,S) = (n+m,T0S) et on vérifie aisément que c’est un bifoncteur, d’élément neutre (0, ¢). On applique
ensuite le théoréme [I.1] & la catégorie monoidale It(#) et a 'objet (1,idg) € It(A), alors il existe un
unique morphisme de catégories monoidales W — It(#) qui envoie (-) sur (1,idg). On remarque que
sous ces conditions w € W s’envoie sur wg comme défini ci dessus, et 'unique fléeche v — w s’envoie
sur un morphisme entre vy et wy dans It(£A), c’est-a-dire une transformation naturelle que ’on note
cang(v,w). L’autre affirmation découle de la définition d’un morphisme de catégories monoidales, et de
la construction de cang(v,w) comme image de v - w par un tel morphisme. O

Théoreme 1.3 (Résumé). Si & est une catégorie monoidale (ie. si les diagrammes page @ com-
mutent),
1) Tout diagramme correspondant & la description suivante commute :
— Les sommets sont des foncteurs wg associés a des mots w € W d’une méme longueur n (Ce
sont des composées et des O-produits de 1. et idg).
— Les fleches sont des transformations naturelles entre ces foncteurs qui sont obtenues par com-
position et O-produit de 1.,idz,,a ™, \, X7, p et p~t.
2 ) Siw est un mot avec les lettres e, by, ..., b, € B alors il existe une unique fleches de % obtenue
par composition et O-produit de 1,,idz, o, ™', \,\™1, p et p~' qui envoie w sur un mot dont toutes
les parenthéses commencent au début et auquel on a éliminé toutes les occurrences de e :

(((hhob)obs)o---Oby,)

3 ) Tout diagramme dans la catégorie # entre des objets de longueur fizée (par rapport au O-produit),
dont les fleches n’utilisent que des compositions et des O-produits de 1.,idg, o, , \, 7L, p et p7t,
commute.

4 ) Cela signifie que si on prend une O-combinaison dans % on peut changer le parenthé-
sage et supprimer les occurrences de e dans n’importe quel ordre car tous les ordres
possibles sont en fait égaux.

I.3 Monoides (ou algébres) dans une catégorie monoidale

Définition. Soit (%,0,¢,, A, p) une catégorie monoidale,
— Un monoide ou une algébre dans la catégorie & est triplet (b,u,n) ou b est un objet de %
et w:b0Ob - b, n:e — bsont deux fleches dans A telles que les deux diagrammes suivants

commutent :
bo(bob) — (bob)ob L=% bob eob 2% pob <2 poe
idmﬂl lu xlﬂ/
bab s b b

m

— Un morphisme [ : (b,u,n) = (b, 1/,n") de monoides de & est une fleche f: b — b’ dans £ telle
que les deux diagrammes suivants commutent :

bob —2 s b e —1 3 b

fof f f

| | N

Vob —— b
0

— La catégorie Mong a pour objets les monoides de la catégorie A, et pour fleches les morphismes
de monoides dans .

Remarque. Si b est un monoide de £, les deux diagrammes commutatifs donnent les équations

po(idop) = po(unid)ow
po(noid) = A
po(idon) = p
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Cela correspond au fait que p est associative (via a) et que "n(e) est neutre pour p (via A et p)" si cela

a du sens. Par ailleurs, si f: (b,u,n) = (b, 1/, n") est un morphisme de monoides les deux diagrammes
commutatifs donnent les équations usuelles

{fou = wo(fof)
fon = n' '

Exemple. Un monoide M dans la catégorie (Ab,®,Z) est un anneau unitaire. En effet, M est
un groupe abélien muni de deux morphismes de groupes abéliens ¢: M @ M — M et n:Z - M. On note
alors p: M x M — M D’application bilinéaire associée & ¢ (par p = ¢o®) et 1 :=17(1) et on obtient un
anneau (M, +, ) dont 1 est une unité par les deux égalités

z=A1®z)=po(n®id)(1®z)=pu(lex) e z=p(z®1l)=po(ide®n)(z®1)=plzel).

Exemple. En observant les monoides dans des catégories différentes on peut ainsi retrouver des objets
bien connus :

Catégories monoidales # | Monoides dans cette catégorie

(Set, x,{1}) | Monoides classiques (groupes sans inverse)
(Top, x, {*}) | Monoides topologiques (cf. groupes topologiques)
(Ab,®,Z) | Anneaux unitaires
(K-Mod,®k, K) | K — Algébres unitaires
(#°P,0% ¢) | Comonoides de #
(K-Mod”, @, K) | K - Co-algébres (co-unitaires)

Remarque. On peut remarquer qu’on a un foncteur oubli U : Mong — % qui envoie le triplet (b, u,n)
sur b et on va se demander sous quelles conditions il admet un adjoint, ce qui permettra de définir une
catégorie monoidale libre.

Définition. Soit (b, iu,n7) un monoide dans %, pour w € W un mot binaire on définit le produit itéré (n
fois si w est de longueur n) selon w, noté p,, : w, - b, par récurrence sur la longueur de w :

— Pour w = ey, on définit p., :=n:e—>b,

— Pour w = (-), on définit p_y:=id:b—b,

— Pour w=-0-, on définit p_g_:=p:b0b—>>b

— Enfin pour v, w € W deux mots, on définit le produit itéré comme la composée

Moo = 10 (fhy O fty) : (vOw)p = (vpOwp) >bOb—>b

Proposition 1.4. Soit (b, u,n) un monoide dans B, si v et w sont deux mots binaires de méme longueur,
on a l’égalité
 © Cang(V, W) = fy vy = b

Cela signifie que dans un monoide, deux produits itérés n fois sont toujours égaux 4 composition par un
tsomorphisme pres.

Démonstration. Si cang(v,w) est l'identité la formule est triviale, si c’est A on a alors v = eg O — et
w = (-), donc p, est la composée pro (pe, Opu(—y) = po (nOid) et p,, = id. La formule est alors exactement
donnée par le diagramme en triangle que doit vérifier un monoide. On a la méme chose si cang(v,w) = p.
Enfin, on remarque que cangg( -o(-o-),(-o-)o —) = o, et dans ce cas la relation voulue correspond
exactement au diagramme en pentagone d’un monoide.

On a donc vu que si cang(v,w) est lidentité, A p,« alors la formule est vraie et il en est de
méme pour leur inverse. Or les applications cang(v,w) sont toutes obtenues par composition et O-
produit de id,o,a”t,\, A1, p et p~!. On montre alors par récurrence sur le nombre d’occurrences de ces
fonctions noté Nb, que la formule est toujours vraie. L’initialisation correspond & une occurrence d’une
des fonctions, qu’on a donc déja traité. Pour ’hérédité, on considére une application cang(v,w) avec
Nb=n+1, que 'on décompose, par exemple, canz(v,w) = pocang(v, W), avec ¢ € {a, A\, p,a 1, A7 p71}
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et cang(v,w) vérifiant Nb = n. Alors on a g = pyw © ¢ : W, - b qui est un produit itéré, et on peut
appliquer ’hypothése de récurrence a cang(v,w), ce qui donne
i © Cang(V, W) =ty © P o cang (v, W) = g © cang(V, W) = (HR)

O

Exemple. Soit b un monoide d’une catégorie monoidale Z, on définit par récurrence une n-multiplication
p( o pm) = (((bob)ob)o---ab) - b par :

— 1@ i: n, pM = id, H(2) =
JE— M(n+ ) = M’O (/‘l’(n) Dld).
Alors la propriété implique que pour tout entier n et pour tous kq,...,k, € N on a ’égalité

/'I/(n) o (M(kl) O---0 M(kn)) - M(kl“'"""kn) . b(k1+"'+kn) - b

Théoreme 1.5. Si # est une catégorie monoidale qui admet des coproduits dénombrables (ie. telle que
pour toute suite (b;)ien d’objets de B, il existe un coproduit [1,.b;) et telle que pour tout objet a € A
les foncteurs a0 — et —Oa préservent les coproduits, alors il existe un foncteur F : 8 - Mong qui est
adjoint & gauche au foncteur oubli U : Mong — 2.

Démonstration. On se base sur la construction classique du monoide libre sur un ensemble S € Set : En
posant S™ comme ’ensemble des mots de longueur n dont les lettres sont dans S, le monoide libre sur S
est [,y S™ ot la loi est donnée par la concaténation des mots. On adapte ici cette construction (qui est
aussi celle utilisée pour le K—Module libre sur M, F(M) = @pen M™). O

Définition. Sibe Z est un objet d’une catégorie monoidale, on appelle F'(b) le monoide libre sur b avec
F le foncteur adjoint au foncteur oubli du théoréme précédent.

I.4 Actions de monoides d’une catégorie monoidale

Définition. Soit % une catégorie monoidale,
— Une action a gauche d’un monoide (¢, ,7) sur un objet b € £ est la donnée d’une fleche v : cOb — b
de £ telle que les deux diagrammes suivants commutent :

CD(CDb)L>(CDC)Dbﬂ>CDb eob 2 cop
idml lv \lv
cOb > b b

v

Ces diagrammes correspondent aux relations

"g- (g @) = p(g.g')-a"et"n(e) -z =2 =Aenw)”
des actions de groupes classiques.
— On définit ensuite la catégorie .LAct dont les objets sont les couples (b,v) ou b est un objet de
% et v une action a gauche de c sur b, et les fleches (b,v) — (b',v’) sont les fleches f: b — b’ dans
A telles que v/ o (idO f) = fov:cOb— b (c’est-a-dire que f commute avec 'action de c).
— Tout est défini de la méme maniére pour une action a droite de ¢ sur b, o : boc — b.

Définition. On peut aussi adopter un autre point de vue : pour un monoide ¢ dans une catégorie
monoidale %, un c-module & gauche dans Z est un objet b € Z muni d’une action a gauche de c :
v:cOb—b. Pour un objet ¢ on note c-Mod la catégorie (abélienne) des c-modules dans 4.

Exemple. Dans certaines catégories on retrouve des notions bien connues :
— Pour &% = Set on retrouve 'action d’'un monoide classique sur un ensemble, et en particulier les
actions de groupes.
— Pour % = Ab on obtient l’action d’un anneau R (un monoide dans Ab) sur un groupe abélien,
c’est-d~dire un R-module. Par exemple 'affirmation "C est un R-espace vectoriel" est identique &
Paffirmation "le monoide R de la catégorie monoidale Ab agit sur le groupe abélien C".

Proposition 1.6. Si c est un monoide dans la catégorie monoidale 2 le foncteur libre

F : % - _LAct
b~ (cobv)”’

avec ¥ := (pOid)oa : cO(cOb) — (cOc)ab — cOb, est adjoint & gauche au foncteur oubli U :. LAct - 4.
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I.5 Catégories monoidales symétriques

Définition. Soit .# une catégorie monoidale, un tressage de .# est un isomorphisme naturel v, :
a0b— bOa entre les foncteur (-0 -) et (-O-)oo0, ot 0: .42 - .#? est le foncteur qui échange les
deux coordonnées, telle que les trois diagrammes suivants commutent

Yadb,c

ade —“° « e0a (aob)oe —= co(aob) —— (coa)Ob

N / S R (4)

ag(oe) T 4o (cob) —2 (ape)ob

Ya,bOc

a0 ((boc) — (boc)Oa o bo(coa)

al lidl:l'y,, a

(aob)oc Yo 0t (bDa)DCH bo(aOc)

Remarque. Les deux diagrammes en hexagone se correspondent via le changement v <> v~!, donc si v
est un tressage de .# alors 4! en est aussi une. De plus, on peut traduire ces diagrammes par les égalités

Yambe = @ o(ygeBid)oao (idBye)oa
Ya,bac ao(idDy, L)oo o (YapDid)oa

Ces identités permettent d’exprimer yqop,c €t Yo,boc €n fonction de vq.4, Vp,c, Va,c €t a. Cette relation est
particuliérement utile si O est associative, c’est-a-dire si a = id.

Remarque. Attention, *y;}c n’est pas toujours égal & 7. q, ce sont des isomorphismes mais ils ne sont en
général pas inverses I'un de ’autre.

Définition. Une catégorie monoidale symétrique est une catégorie monoidale .# munie d’un tressage -y
telle que pour tout a,b € .# on ait

Ya,b © Vb,a = Id = Yb,a © Ya,b-

11 suffit donc que v vérifie cette identité, 'identité A\, o v4, = po pour tout a € .# et qu'un des deux
hexagones ci dessus commute.

Exemple. La catégorie (C-Mod, ®,C) munie du tressage

YMN + MON - NoM
r®Yy = Yo

est symétrique car on a bien

(ymunovun )(z®y) =yun(y®z)=28Y,
donc va, v o yu,v =id et de méme dans ’autre sens.

Exemple. On note 2 la catégorie des C-espaces vectoriels gradués dans laquelle les espaces vectoriels
sont de degré 0 et ou on décale artificiellement un espace V' de degré 0 en V[n] de degré n. On définit
alors un bifoncteur ® comme le produit tensoriel (sur C) usuel entre espaces vectoriels que ’on muni de
la graduation suivante
(V®W)n: @ Vi®Wj
i+j=n

Le triplet (2, ®, C) forme alors une catégorie monoidale et on peut lui donner deux structures symétriques
données par

Tv,w VeW - WeV ov,w : VoW - WeV
VW = WU vow ~ (-DMMlyey

On peut vérifier que ces deux structures ne sont pas équivalentes. Les monoides commutatifs dans la
premiére sont les anneaux commutatifs gradués et dans la deuxiéme ce sont les anneaux graduellement-
commutatifs.
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Proposition 1.7. Si .# est une catégorie monoidale symétrique on a une action naturelle de S, sur
M= MO MO0 M
induite par le tressage symétrique .

Démonstration. En effet, I’application v donne ’action des transpositions qui engendrent le groupe sy-
métrique. Un simple tressage (non symétrique) ne suffit pas car on doit avoir v = Id pour que I’action
soit compatible avec la loi de S,,. O

Exemple. Dans la catégorie monoidale symétrique (C-Mod, ®,C,~) I'action de S,, sur (C-Mod )®"
est donnée, pour o € S,, par :

My®---9 M, - 0(1)®--'®Ma(n)
r1® - QT = To(1) @ " O Ty(n)

Définition. Si .# est une catégorie monoidale symétrique et M un monoide (une algebre) dans .#, on
dit que M est une monoide symétrique (une algébre symétrique) dans .# si sa loi pu: . # O H# — M est
invariante par action de Sy via 7.

Exemple. Le monoide
( C,x:Co®C - C,id¢ )

de (C-Mod, ®,C,~) est symétrique car I'identification C® C — C se fait de maniére symétrique.

Théoreme 1.8 (de cohérence des catégories monoidales symétriques).
Soit A une catégorie monoidale symétrique, si w € W est un mot de longueur n et si T € S,, est une
permutation, le mot permuté (de longueur n selon w et 7) est le foncteur (wr) 4 : M™ — M défini par

(’LUT)/” ((0’17 .- -7an) ) = UJ(GT(l), . )a"r(n))

(on évalue le mot w en remplagant le i-éme symbole (=) par a,(;)y et les symboles eq par e € .4 ). 1l existe
alors une fonction qui a tout couple (vo,wt) de mots permutés de méme longueur associe une équivalence
naturelle can 4 (vo,wT) entre les foncteurs (vo) 4 et (wT) g . Ces derniéres sont appelées transformations
canoniques et elles sont toutes obtenues par composition et O-produit de 1.,id_yz,c,a " , \, A", p, p7! et
7y

Démonstration. Soient (vo) 4 et (wT)_ 4 deux mots permutés,

e Il existe une transformation naturelle entre ces deux mots. En effet, o et 7 peuvent se décomposer
en produit de transpositions de type (i,i + 1), et correspondent donc & la composée de plusieurs
applications v; ;+1. De plus, d’aprés le théoréme de cohérence page on peut passer de v a
w a l'aide de a, A\, p et Iidentité. On obtient alors ’existence d’une transformation entre ces deux
mots permutés, construite avec «, A, p et 7, qui est donc un isomorphisme naturel. Il ne reste qu’a
montrer que si 'on dispose de deux transformations naturelles yi,x2 entre (vo) 4 et (wT). g
construites & ’aide de «a, A, p et «y alors elles sont égales.

e D’aprés le théoréme si x1 et xo n’utilisent que A, p ou « alors ils sont égaux. Or d’aprés les
diagrammes qui définissent v, on peut échanger les occurrences de A et p avec celles de «y sans
probléme, afin de toutes les mettre au début. Aprés cette modification, le début de y; et x2 ne
comporte qu’une série de A et p, et sont donc égaux par le théoréme de cohérence On peut
alors supposer que x1 et x2 ne comporte aucune occurrence de A ou p. De plus, par naturalité de
~ ou de « on peut échanger les occurrences de ces deux transformations, et placer toutes celles de
« au début. Encore une fois le théoréme de cohérence nous permet de supposer qu’il n’y a plus
d’occurrence de o dans x1 et x2. On peut donc supposer ici que « = id et que O est associatif.

e Il ne reste alors plus qu’a étudier le cas ol x; et x2 ne comportent que des occurrences de . Les
deux diagrammes hexagonaux donnent pour « =id et *y;}c =Ye,q les identités :

Yaob,e = ('Yc,a O Zd) o (Zd O Vb,c)
Ya,boe = (ido 'YC,a) ° ('Ya7b 0 id)

On montre alors par récurrence qu’échanger un argument avec un O-produit de n autres, peut se
faire par composition d’échanges successifs d’arguments adjacents. On peut donc décomposer x1
et xo comme composées d’éléments v, ;+1, qui est un morphisme entre deux arguments adjacents
a; et a;;1. Il en va alors de méme pour Xgl o x1 qui est une transformation naturelle de (vo)_z
vers lui méme.
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e Il est bien connu que le groupe S,, peut s’écrire avec n—1 générateurs 7; (les transpositions (i,i+1))
vérifiant les relations Tf =1d, (TiTi+1)3 =14d et 7;7; = 7;7; pour ¢ < j — 1. On montrera au point
suivant que les éléments du type 7; ;.1 vérifient ces identités. Ces éléments vérifieront alors toutes
les identités vérifiées par des éléments de S,,. Mais x5' oY1 est une transformation de (vo)_ 4 vers
lui méme, donc elle correspond & l’identité dans S,,. On obtient alors XEl ox1 =1td, d’oll x2 = X1-

e Montrons finalement que les éléments ~,, ,,,, vérifient les identités voulues. La premiére 77 = id
correspond exactement & dire que le tressage 7y est symétrique et la troisiéme 7;7; = 7;7; s’obtient
par naturalité de . Pour obtenir la deuxiéme, (7;7;,1)% = id qui se ré-exprime 7; 0 Tj4 0 7; =
Ti+1 © T; © T;+1, on utilise la naturalité de v et les relations de v obtenues ci-dessus pour construire
le diagramme commutatif suivant (on ne note pas les applications identités)

Yi+l,i+2
ai+100; 00542 —— G+1 00442004

a; Oa;41 OCj42 Yi,(i+1)0(i+2) Vi, (i+1)0(i+2) a;+2 0a;4+1 004

i 0 Ai+2 D Qiv1 —— 7 Qi+2 B G; D Gin
On obtient alors l’identité voulue.
O

Remarque (Résumé). Tout diagramme dans une catégorie monoidale symétrique .# entre des objets
de longueur fixée (par rapport au O-produit), dont les fleches n’utilisent que des compositions et des
O-produits de 1.,idz, o, a ™, \, AL, p, p~! et 7,771, commute.

1.6 Foncteurs monoidaux

Définition. Un foncteur monoidal entre deux catégories monoidales .# et .#' est un triplet (F, Fy, Fy)
ou
— F:.# — ' est un foncteur,
— Fy:e' - F(e) est une fleche dans .Z’,
— F, une application qui & tout couple (a,b) € .#? associe une fléche Fy(a,b) : F(a)OF(b) - F(aOb)
dans .Z' telle que les trois diagrammes suivants commutent :

Fiyoe —2 5 Fb) ¢ oF(b) —2 s F(b)
ideUl F(p)T Fm:n‘dl F()\)T
F(b) D F(e) 5 F(boe) F(e)DF(b) — F(enb)

F(a)o(F(b) 0 F(c)) — (F(a) o F(b)) 0 F(c) 223 F(anb)oF(c)

’id\]Fgl lF2

F(a)oF(boe) —2— Fan(boc)) —2— F((anb)oc)
Définition. Soit (F, F3, Fy) un foncteur monoidal,
— Il est dit fort si Fy et Fy(a,b) sont des isomorphismes pour tout a,b e .
— Il est dit strict si Fy et Fy(a,b) sont égaux a identité pour tout a,be Z.
— Une transformation naturelle monoidale entre deux foncteurs monoidaux (F, F, Fy) et (G, G2, Go)
de .# dans .#' est une transformation naturelle 6 : F' — G entre les foncteurs sous-jacents, telle
que les deux diagrammes suivants commutent dans .#" :

F(a)oF(b) 3 F(anb) e L2 Fle)
Ga\jebl leamb & lee
G(a)0G(b) 5> G(aDb) G(e)

Cela correspond aux égalités "classiques" (par exemple pour les représentations) :

Ga0(0,00,) = Oappo Fo
GO = 9€OF0
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Définition. On ne considérera dans les parties suivantes que des foncteur monoidaux fort et on ne précise
pas toujours les isomorphismes F et Fy. On définit la composée de deux foncteurs monoidaux ou de deux
transformations naturelles monoidales de maniére évidente.

Remarque. Si F est un foncteur monoidal de .# dans .#’', on peut généraliser le concept de Fy et Fs.
Pour cela on choisit un mot v € W de longueur n et on définit une transformation naturelle F, entre les
foncteurs vo F™ et Fowv de .4™ dans .4’ telle que

Fvov(F(al),...,F(an)) =Fouv(ai,...,an).

On voit qu’avec cette égalité on retrouve bien F. ) = Fy et F(_g_y = F5. On peut définir proprement ces
transformations naturelles par récurrence avec

— Pour les mots de longueur 0,1 et 2 : Fi .y = Fo, F(_) =1id, F(_5_) = F>

— Puis pour deux mots v et w on définit F,g,, par :

Esz:FZO(E)DFw)~

On montre alors par récurrence que les deux diagrammes suivants commutent pour v,w des mots de
méme longueur et 6 : F' - G une transformation naturelle monoidale :

v(F(a1),...,F(ay)) SEEN Fouv(ay,...,a,) v(F(a1),...,F(ay)) RN Fov(al,...,an)
can_zr(v,w) F(can_g(v,w)) U(O,,,l ,...,9(1") e'u(al ,,,,, an)
w(F(al),...,F(an)) BELTIN Fow(al,...,an) v(G(al),...,G(an)) G, Gov(al7 . ,an)

I.7 Catégories monoidales strictes

Théoreme 1.9. Si . # est une catégorie monoidale, il existe . une catégorie monoidale stricte et il existe
G: M~ et F: — M des foncteurs monoidauz forts qui réalisent une équivalence de catégories

M S

Donc toute catégorie monoidale est équivalente a une catégorie monoidale stricte (via des foncteurs mo-
noidauz forts).

Démonstration.

e On définit la catégorie monoidale stricte . comme le monoide libre sur .# défini & la section
Ses objets sont donc les mots s = [by,...,bx], dont les lettres sont des objets de .#, y compris le
mot vide @. On définit un produit sur les objets, donné par la concaténation et noté s-¢. Il est
clairement associatif et admet @ comme élément neutre, donc les applications «, A et p usuelles
sont ici égales & 'identité.

e On va maintenant définir les fleches de ., mais pour cela on introduit une fonction F' : . — .#
donnée par F(@) =e et

F(s)=F([b1,...,bx]) = ((b1Oob2) O Oby)

On définit alors les fleches s - ¢ dans . comme étant exactement les fleches F'(s) — F(¢) dans
A (il y en a 0 ou 1 pour chaque couple (s,t) par le théoréme de cohérence . La composition
dans .% est issue de celle dans ., ce qui fait de . une catégorie.

e Finalement, si f:s—t et g:u — v sont deux fleches dans ., on définit leur produit f-g par la
fleche associée a la composée

F(s-u) —2% F(s)nF(u) 2% F(t)oF(v) —<% F(t-v)
ou f:F(s) > F(t) et g: F(u) > F(v) sont vues dans .#. Or les fleches f et g dans .# sont
canoniques, donc f-g aussi par composition et O-produit, ainsi que (f-g)-h = f-(g-h). Le produit

est donc aussi associatif sur les fleches, et il se comporte clairement bien avec la fleche identité.
Ceci montre que la catégorie .7 est monoidale stricte.
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e On pose ensuite Fy la fonction identité e — e et Fy(s,t) : F(s)OF(t) - F(s-t) 'unique fleche entre
ces deux objets de .# (l'isomorphisme canonique qui raméne toutes les parenthéses au début). Le
théoréme de cohérence permet de vérifier que (F, Fy, Fy) est un foncteur monoidal car chaque
diagramme compare deux fleches canoniques de ., et il est clairement fort.

e On définit alors le foncteur G : # — . sur les objets b € .# par G(b) := [b], et sur les fleches
par G(f) = f 'unique fleche de . associée & f. C’est clairement un foncteur, et on a la relation
G(b)-G(c) =[b]-[c] = [b,c]. On peut alors définir Gy : @ — [e] comme la fleche identité associée &
id: F(@)=e—e=F([e]). On pose de méme Gz(b,c) : [b,c] = [bOc] la fleche identité associée a
Papplication id : F'([b,c]) =boc — bOc = F([bac]). On remarque que Gg et G2 (b, ¢) sont associées
4 des applications canoniques et donc sont des isomorphismes.

e On vérifie enfin que G est un foncteur monoidal fort. Il reste uniquement la commutativité du
diagramme hexagonal & vérifier, les deux autres étant clairs (on a Gy = X' = p’ = id, et application
restante G(p) o (id0Gy) va de [b] = G(b)-@ dans [b] = G(b), donc est I'identité). On a Fy =o' = id
donc le diagramme hexagonal se réduit a

G(a)-(G(b)-G(e)) —9= (G(a)-G(b))-G(c) 224 G(amb)-G(e)

id'Gzl lid ’

G(a)-G(boe) — 4 Glan(boe)) —22 G((anb)oc)

qui se ré-écrit

[a,b,c] N [a,b,c] _ Geid | [aOb,c]

id~G2l lid

[a,b0¢] 45 [an(boe)] % [(wob) o]

On voit ainsi que la fleche G(«) de . correspond a lapplication dans .# :
a:a0((boc) - (aOb)Og,
que la fleche id- G5 de % correspond a l’application (dans .#) :
ati(aob)oe=G([a,b,c]) » G([a,boc]) =an(boc),
et que la fleche Gs - id de . correspond a 'application :
id:G([anb,c]) =(aOb)oc— (aob)oc=G([(eaOb)Oc])

Le diagramme est donc commutatif, et (G, Gg, G2) est un foncteur monoidal fort.

e Il ne reste plus qu’a vérifier que F' et G sont des équivalences de catégories ce qui achévera la
preuve. Si b e .# est un mot, on a

FoG(b)=F([b])=b
donc F o G est l'identité. A Vinverse, si s = [by,...,b] est un objet de . alors on a
GoF(s)=G((byoby)o--Oby))=[(brObx)O---0by)]
Donc G o F' n’est pas l'identité, mais on a
F(GoF(s))=F([(biobs)o---Oby)]) = ((biobr)O---Oby) = F(s)
Donc on a un isomorphisme naturel G o F(s) — s dans . correspondant a ’isomorphisme id :

F(GoF(s))~ F(s) dans .#, ce qui achéve la preuve.
O

Théoreme 1.10 (de cohérence). Si .4 est une catégorie monoidale alors tout diagramme de A qui
utilise uniquement id, o, A, p et O commute.
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Remarque. On montre ce théoréme pour une catégorie monoidale équivalente a une catégorie monoidale
stricte via des foncteurs monoidaux forts, ce qui donne une deuxiéme démonstration du théoréme de
cohérence dans ce cas. Mais en fait, d’aprés le théoréme précédent, cette hypothése est toujours vérifiée
par une catégorie monoidale donc on peut conclure dans le cas général. Cependant cette démonstration
du théoréme de cohérence ne peut pas remplacer la premiére car on l'utilise de maniére cruciale pour
montrer que ’hypothése est toujours vérifiée dans la démonstration du théoréme précédent.

Démonstration. Soient v,w € W deux mots binaires de longueur n, on considére 6,6 : v > w deux
transformations naturelles entre les foncteurs associés & ces deux mots, construites uniquement par
composition et O-produit de o, \,p et id. Plus précisement, on note §¢%) §¢#) les transformations
naturelles entre les foncteurs v, w : 4™ — .4 associés aux mots v et w dans ., et 67, 5(7) celles
entre les foncteurs v, w : " - .%. Le but est de montrer que 8% = §¢#) ce qui redonnera le théoréme
de cohérence

On note (G,Gy,G2) : M — % et (F,Fo,Fy) : ¥ — M les foncteurs monoidaux forts réalisant
une équivalence de catégorie entre .# et . On peut alors construire les transformations naturelles
Gy:voG > Govet Gy :woG — Gow comme dans la remarque de la partie [L.6| (par récurrence & partir
de Gp et G2). On a alors vu que les deux diagrammes suivants commutent (on remplace can gz (v, w)
par # et § qui sont aussi construites uniquement a ’aide de a, A et p) :

v(G(al), .. .,G(an)) Gy Go v(al, . ,an)
0 (G(ar),,G(an)) Go0 ™) (ay,....an)

w(G(ar),...,G(ay)) G, Gow(ar,...,a,)

U(G(al), . .,G(an)) SECURNe S v(al, . ,an)
5 (G(ar).....Glan)) Gos ™) (ay ... an)

w(G(ar),...,G(ay)) G, Gow(a,...,a,)

Or 6 et § sont construite & partir de «, A et p qui valent toutes l'identité dans . qui est stricte, donc
on a 8¢ = 0 Mais G, et G, sont des isomorphismes, donc les diagrammes donnent alors 1’égalité

fonctorielle
Gof =Gost™) dou FoGofl) =FoGos™,

Or il existe une équivalence naturelle n: F'o G - Id qui donne 1’égalité fonctorielle no F o G = Id. Ceci
permet de conclure §(#) = §¢4) O
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II Différents modéles de la catégorie monoidale X -Mod

II.1 La catégorie Rep(S,)

Définition. La catégorie Rep(S,) est définie comme suit :

- Ses objets sont des suites V' = (V, ),y oU chaque V, est une représentation linéaire du groupe
symeétrique S, (avec la convention Sy = S = {1}),

- Les morphismes entre deux objets V' = (V) )new €t W = (W), )nen sont des suites f = (fn)nen O
chaque f, est un opérateur d’entrelacement (ie : morphisme de représentations) entre V,, et W,,.

Lemme IL.1. C’est une catégorie abélienne (additive) et les produits, coproduits, noyauz, conoyauz,
sommes directes sont calculés degré par degré. Par exemple, Ker(f) = Ker ((fn)neN) = ( ker(fn))

neN’

Remarque. On rappelle que si H ¢ G est un sous-groupe alors pour (p, F') une représentation de H on
peut définir une représentation de G induite par p notée

(7T7E) = Indg((va))

Elle est définie comme suit :

Puisque p est une représentation de H on a une action (linéaire) de H sur F que lon peut
étendre en une action de C[H] sur F par linéarité. Ceci muni F' d’une structure de C[H ]-module. On

pose alors
E=C[G]| R F
C[H)]

Cet espace est naturellement un C[G]-module ce qui donne une représentation m de G qui a tout élément
g de G lui associe le morphisme

m(9) + C[G] ® F - C[G] ® F
C[H] C[H]
T®yY > (grr)®y

On a alors les propriétés suivantes :
— Pour he H on a

m(h)|F = p(h)
car 7(h)|p(z) =h®z=1® (h-z) =1® (p(h)(x)).
— Pour toute représentation o de G on a I'isomorphisme naturel

Homg (Indg(p), o) = Homy (p, Resg(o))
— Pour p; et pa deux représentations de H on a I’égalité

Ind§ (p1 @ p2) = Indf(p1) © Ind (p2).
Définition. Si V et W sont deux objets de Rep(Ss), on peut définir leur produit tensoriel

VeWw=((VeW),) .

par
(Vew),= @ ndg, (Viow,)
i+j=n
En effet, V; est une représentation de S; et W; de S;, on peut alors étendre V; ® W; (qui est une
représentation de S; x S;) en une représentation de S,,. On note de plus Cy l'objet de Rep(S,) donné
par

C sin=0
(Co)n _{ 0 sinon

Proposition I1.2. Le triplet (Rep(S*)7 ®,(Co) ainsi défini forme une catégorie monoidale.

Proposition I1.3. On rappelle qu’une partition \ est une suite décroissante d’entiers positifs Ay > --- > Ay,
et on dit que c’est une partition de Uentier k si \y +---+ A\, = k. Si le corps de base est de caractéristique
nulle, pour k un entier et A\ une partition de k on a une représentation irréductible M) de S) associée
par dualité de Schur- Weyl.
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Démonstration. C’est admis ici, pour une démonstration se référer a [SS12]. O

Remarque. Les objets simples de Rep(S,) sont les suites V = (V,,)ney telles que V, soit nul pour
tout entier sauf un, et telle que pour cet entier n, V,, soit une représentation irréductible de S,,. Or, par
dualité de Schur-Weyl, on sait que les classes d’isomorphismes de représentations irréductibles de .S,, sont
en bijection avec les partitions de n. De plus, tout objet de Rep(S,) se décompose en somme directe de
simples car le corps de base est de caractéristique nulle. On en conclut que les classes d’isomorphismes
de simples dans Rep(S,) sont en bijection avec les partitions.

I1.2 La catégorie Fonct(E, Vec@) ou X-Mod
Définition. On définit :

- Vec¢ la catégorie dont les objets sont les C-espaces vectoriels et les morphismes sont les
applications linéaires.

- 3 la catégorie dont les objets sont les ensembles finis et les morphismes sont les bijections entre
ces ensembles.

- Fonct ( 3, Vecc ) la catégorie dont les objets sont les foncteurs de 3 vers Vec ¢ et les morphismes
sont les transformations naturelles entre ces foncteurs. Elle est aussi parfois appelée la catégorie
des foncteurs sur X et notée X -Modc, et ses objets sont appelés des X-modules.

Lemme I1.4. Un objet de Fonct(E, Vec(c) est donc un foncteur V' qui associe a chaque ensemble
fini S un espace vectoriel V(S) et a chaque bijection entre ensembles finis f : S — S' un isomorphisme
V(f):V(S) - V(S'), telle que pour tout isomorphismes g: S — S" et f: S8 - S"” on ait la relation
V(fog)=V(f)oV(g)-

De méme, un morphisme ¢ :V - W dans Fonct ( 3, Vecc) est une loi qui associe a tout ensemble fini
S une application linéaire ¢g : V(S) — W (S) telle que pour toute bijection f:S — S’ le diagramme de
naturalité suivant commute :

S V(S) 255 W(S)
fl vml lwm
% V(S") > W(S")

Exemple. Si M est un C-module et n un entier, on définit un objet M (™ de Fonct ( 3, Vec(c) sur les
objets par :

M®™ .2 S Vec ¢
M si|S|=n |,
S { 0 sinon

et toute fleche f: S - S’ dans X (ie : bijection) s’envoie sur 'identité de M si le cardinal commun de S
et S’ est n, et sur 'identité de 0 sinon.

Proposition IL.5. Les catégories Vecc et Fonct ( 3, Vecc) sont abéliennes.

Démonstration. La catégorie Vec ¢ est une catégorie classiquement abélienne (algebre linéaire) et pour la
deuxiéme c’est une catégorie de foncteurs a valeurs dans une catégorie abélienne donc elle est abélienne.
O

Proposition I1.6. On peut adopter le point de vue des représentations dans cette catégorie :

o SiV est un objet de Fonct(Z, Vec@) alors pour tout ensemble fini S lespace vectoriel V(.9)
peut étre vu comme une représentation du groupe Aut(S)

e Si¢p:V - W est un morphisme de Fonct(E , Vec(c) alors pour tout ensemble fini S on peut

voir Uapplication linéaire ¢g : V(S) - W(S) comme un opérateur d’entrelacement entre les
représentations V(S) et W(.S) du groupe Aut(S).
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Démonstration. Si f € Aut(S) alors c’est une bijection de S dans S, donc c’est une fleche dans ¥. On peut
alors lui appliquer le foncteur V' et on obtient un isomorphisme V(f): V(S) —» V(). Cette construction
permet de définir 'application V associée au foncteur V par

Voo Aut(S) - GL(V(S))
oo V()

Puisque V est un foncteur on a V(fog) = V(f) o V(g) et donc V est un morphisme de groupes, ce qui
donne bien une représentation de Aut(.S). De plus si f € Aut(S), le diagramme suivant commute par
naturalité de ¢ :

V(S) —255 w(S)
V(f)=‘7(f)l lW(f)=W(f)
V(8) —> W(S)

Ceci donne D'égalite W (f) o ¢s = ¢s o V(f) pour tout f e Aut(S) et donc on a bien un opérateur
d’entrelacement. O

Remarque. Les objets simples de Fonct ( 3, Vecc ) sont les foncteurs F tels que F'(.S) soit nul pour tout
ensemble fini S sauf pour un cardinal n fixé, et tel que pour les ensembles S de cardinaux n, F'(S) soit une
représentation irréductible de Aut(S). On remarque qu’il suffit que la représentation F([n]) de Aut([n]) =
S, soit irréductible car si on considére un autre ensemble S de cardinal n, en fixant une bijection o :
S — [n], on obtient un isomorphisme de représentations F(o) : F(S) — F([n]). On peut alors voir
que tout objet se décompose en somme directe de simples, et que les classes d’isomorphismes de simples
de Fonct ( 3, Vecc) sont en bijection avec les partitions car elles correspondent aux représentations
irréductibles de Aut([n]) = S, pour un entier n quelconque.

Théoreme I1.7. Les catégories abéliennes Rep(S.) et Fonct ( 3, Vecc) sont équivalentes via le fonc-

teur
G: Fonct (X, Vecc) —— Rep(S.)
V———— (V([n])),
"l [C
W ——— (W([n])),
ol [n] est lobjet {1,...,n} de X et V([n]) est vu comme représentation de Aut([n]) = S, comme dans

la proposition ci-dessus.

Démonstration.
i) Tout d’abord G est bien un foncteur :

Si Too :V - V' - V" est une composée de fleches dans Fonct(E , Vecc) alors par
définition de 7o o on a pour tout ensemble fini S ’égalité

(toc)s=75005:V(S)—>V'(S)—>V"(S).
En appliquant ceci & Pensemble [n] pour n € N on a bien

(701 nery = (71n1) ey © (91n1) ey = (VD))o = (VI([0])) oy = (V7 ([1])),

ii) On définit alors un foncteur dans ’autre sens, d’abord sur les objets par

H : Rep(S.) — Fonct(X, Vecc)
U=(Un),ey = ¢":(5~Us)

Mais il faut encore définir le foncteur ¢V sur les fléches.
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Pour cela on commence par choisir pour chaque ensemble fini S une bijection gs : S — [|S]] (il
n’y a qu'un nombre fini de choix possible). Ensuite on considére une fleche f : S - S de X,
c’est-a-dire une bijection entre deux ensembles finis et on note m le cardinal commun de S et S’.
Alors la composée gg o f o (gs)™! est une bijection de [m] dans lui-méme, donc c’est un élément
de S,,. Alors le morphisme de la représentation U,,, envoie I’élément gs/ o f o (gs)~* de S, sur un
isomorphisme 0][{ de U,,.

On définit alors
oV(f) =07

et U est bien un foncteur car on a I'identité

(g5 o fo(gs)™)o(gs o f o(gs) ™) =gsro(fof)o(gs)™

d’ou 95{ o 05{, = 9][{0  par fonctorialité.

iii) On peut alors définir le foncteur H sur les fleches : I'image par H de la suite d’opérateurs d’en-
trelacement (0 )nen @ V' = (Vi )nen = (Wi)new = W est la transformation naturelle 7 : ¢V — oW
définie par

7s = 0|5 Vis) > Wiw)
La transformation 7 est bien naturelle car 0|5 est un opérateur d’entrelacement ce qui donne le
diagramme commutatif associé a 1’élément ggr o f o (gs)~! :

S Vis| = W
fl o}/l le}v
s’ Vst =Vis) — = Wis1 = Wi

iv) Il est alors clair que H est bien un foncteur et on peut vérifier que G et H forment des équivalences
des catégories :

- Si (V)nen est un objet de Rep(S*) on a ’égalité

Go H((Va)new) = G(2") = (1n))nery = Vitnd) e = (Vi) e
Ce qui donne bien G o H = Idgep(sx)

- Si V est un objet de Fonct ( 3, Vec(c) alors

HoG(WV)=H(V([n]) Jnen) = VI ner

est le foncteur qui envoie tout ensemble fini S sur V( [|S|] ). On cherche alors & définir une
équivalence naturelle o entre les foncteurs V et H o G(V'). Pour cela on considére pour chaque
ensemble fini S la bijection gg : S — [|S|] choisie pour définir H et on pose

o5:=V(gs):V(S) = V([ISI])

Cette derniére est bien bijective car gg l’est, il reste & montrer que o est naturelle. Si f: S — S’
est une fleche dans X, par définition on a

HoGW)(f) =%V (f) =07 =V(gsio folgs)™) =Vigs o folgs)™)

Donc le diagramme suivant commute :

s V(S) —Z29) Ly ([18]]) = Ho G(V)(S)
fl V(f)l lV(gerfO(gs)’1)=HoG(f)
s’ V(S) ——rmy VST = HoG(V)(S)

Finalement o est bien une équivalence naturelle et donc on a H o G ~1d .
Fonct ( 3, Vecc )
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O

Définition. Si V' et W sont deux objets de Fonct ( >, Vecc ), on peut définir leur produit tensoriel
V @ W comme étant le foncteur qui associe a tout ensemble fini S 'espace vectoriel
(VeW)(S)= @ V(X)ecW(Y)
S=XuY
ot X uY désigne I'union disjointe des deux ensembles. De plus, si on considére une bijection f:S — S,
I’application linéaire

(VeX)(f): @ VX)ecWX)> @ V(X)ecW(')
S=XuY S'=X"uY’

envoi simplement le facteur direct V(X) ®c W(Y') sur le facteur V( f(X)) oc W( f(Y)).

Proposition I1.8. Le triplet (Fonct ( 3, Vecc ), ®, c©® ), ot C© est le foncteur défini page forme
une catégorie monoidale. De plus, les foncteurs G et H respectent le produit tensoriel et forment donc
une équivalence de catégories monoidales.

Démonstration. On montre que les foncteurs G et H qui réalisent ’équivalence de catégories respectent
le produit tensoriel, & isomorphisme prés. Commencons par le foncteur G :

Si V et W sont deux objets de la catégorie Fonct ( 3, Vecc ) alors ce sont des foncteurs de X vers Vec ¢
et on a d’une part

Y - Vecc
G(V@’W):G( S - @ (V(X)eW(Y)) )
S=XuY

(H@ (V(X)®W(Y>))

=XuY neN

( ® (vipew )" )

n=i+j neN

(@ (v<[n]>®w<[m1>)®‘”)m.

k=n+m

D’autre part on a les égalités
GV)eG(W)=(V([n])),o® (W(Im])),,x

:( P Indgixsm(V([n])®W([m])))

n+m==k keN

:( D ClS & (V([n])®W([m])))

n+m=k C[SnxSm] keN

De plus, le sous-groupe S, x S;, est d’indice (fl ) dans S} et, par le choix d’un représentant pour chaque
classe, on obtient un isomorphisme

Cls ® (V) ew([m])) = (V(n))eWw(m]))*".

C[Sn%Sm]
Ceci définit donc bien un isomorphisme
GVeW) =z G(V)® G(W).

On refait ensuite le méme travail pour le foncteur H :
SiU = (Up)nen et T = (T}, )men sont deux objets de Rep(.S.) on a les égalités

HUT)=H(((UeT)), )

:H(( D Indgjxsj(Ui‘X’Tj) )neN)

+j=n
X - Vec ¢
| E » @ mdl (UieT) |
i+j=|E| R
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Mais on a aussi les identités
HU)® H(T) = oY ® p”

Y - Vec ¢
:( E » & (¢"(X)ee"(Y)) )
E=XuY

X - Vec ¢
e~ @ (Uxely) |
E=XuY

Pour un ensemble E de cardinal n on a alors les deux égalités :

HU®T)(E) = © Indgjxsj((]i@Tj)
(HOeHD)(E) = @ (Uieor)™

On construit alors un isomorphisme entre H(U ®T) (E) et (H(U)® H(T)) (E) comme pour le foncteur
G qui est naturel car il ne dépend que du cardinal de I’ensemble E. Cela permet de conclure en donnant
un isomorphisme naturel entre les foncteurs

HU®T) 2z HU)® H(T).

I1.3 La catégorie Rep”(GL)

On veut définir ’espace vectoriel C* comme "union croissante" des espaces C" et le groupe GL(o0, C)
comme "union croissante" des groupes GL(n,C).

Définition. On définit le foncteur F : N* — Vec¢ qui envoie n sur C" et le morphisme n - m (qui
correspond a la relation n < m) sur linclusion canonique C" — C™. De méme, on définit le foncteur
G :N* > Gr qui associe a n le groupe GL(n,C) et a la fleche n - m linclusion GL(n,C) = GL(m,C).
On définit alors C*™ comme la colimite du foncteur F' et GL(o0,C) comme la colimite du foncteur G.

Proposition I1.9. L’espace vectoriel C™ est l’espace vectoriel de base les vecteurs abstraits e; =
(0,...,0,1,0,0,...) pour i € N*, et le groupe GL(o00,C) est le sous groupe de Aut(C*) des éléments
g tels que g(e;) = e; pour i assez grand.

Démonstration. On note E = Vect((ei)ieN*) et i, linclusion canonique de C" dans E. Montrons que

(E, {in}neN*) est la colimite du foncteur F. On aura alors prouvé la premiére affirmation, la deuxiéme
se montre de maniére analogue.

i) On a bien F € Vecc et pour tout n € N* (la catégorie de départ) I’application i7,, est bien une
fleche de C" = F(n) vers FE dans Vecc.

ii) Si f:n - m est une fleche dans N* on a n < m et F(f) est l'inclusion C" = C™. Alors le
diagramme suivant commute :

F(n)=C" :
F(f)[ > E
F(m)=C™ ™

iii) Si on a un espace vectoriel D € Vecc et pour tout n € N* des applications v, : F(n) =C" - D
telles que pour toute fléeche f :n — m on ait le diagramme commutatif

F(n)=C" .
F(f)j > D
F(m)=C™ o
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alors on a n <m et (vy)|cr = v, On définit une application linéaire v : E — D sur une base de F
par a(e;) = v;(e;) pour i € N*. Alors pour tout n € N* le diagramme suivant commute

%

F(n)=C"—-> FE
\D

car pour k <n on a les égalités

aoin(ex) = aler) = vrler) = ((vn)lex ) (ex) = valer)

Définition. Si k est un entier, (C*)®* est une représentation de GL(oo0,C) via I'action diagonale

GL(0,C) x (C™)®F (C=)®*
M, z190-®x;) ~» (Mx1)®---®(Mzy).

On définit alors la catégorie Rep®® (GL) :
- Ses objets sont les représentations de GL(oo,C) polynomiales, c’est-a-dire qui sont des sous-
quotients d’une somme directe (finie ou non) de représentations du type (C*)®*,
- Ses fleches sont les opérateurs d’entrelacement entre ces représentations de GL(oo, C).

Remarque. C’est par définition une catégorie abélienne.

Proposition I1.10. L’espace vectoriel des opérateurs d’entrelacement
V)\ = Homsk(M)\, ((Coo)®k)

est une représentation polynomiale de GL(o0,C), donc un objet de ReppOI(GL). De plus, cet objet est
simple, et tout objet de ReppOI(GL) se décompose en somme directe d’objets de ce type.

Démonstration. C’est admis ici, pour une démonstration se référer a [SS12]. O

Définition. Si V et W sont deux objets de ReppOI(GL) on définit leur produit tensoriel comme étant
la représentation de GL(o0,C) donnée par ’espace vectoriel V ® W et le morphisme

GL(00,C) x (VW) - VeWw
(M,v®w) > (Mv)® (Mw).

C’est bien une représentation polynomiale car si V est un sous-quotient de C®" et W de C®™, alors
V ® W est un sous-quotient de C8(m) ot 1e produit tensoriel se comporte bien avec les sommes directes.

Proposition I1.11. Le triplet ( ReppOI(GL)7 ®, (C) ot C est la représentation triviale de GL(oo,C) forme
une catégorie monoidale.

IT.4 La catégorie de Schur S

Définition. On définit les notions de fonction polynomiale et de foncteur strictement polynomial :

— Un fonction f:V — W entre deux C-espaces vectoriels de dimension finie est dite polynomiale s’il
existe des bases (v;)1<icn de V et (w;)1<jem de W et des polynomes (P;)1<jem dans Clzq, ..., z,]
tels que pour tout v € V' on ait

f(’U) = f( ixwi) = ipj(xl’ e ,xn)wj

— Une fonction polynomiale est dite homogéne de degré d si tous les polynomes (P;)i<j<m sont
homogenes de degré d.
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— On note Vec cf la sous-catégorie pleine de Vec ¢ constituée des espaces vectoriels de dimension
finie. Alors un foncteur F : Vecc’ - Vec ¢! est strictement polynomial si pour tout couple (V, W)
d’espaces vectoriels de dimension finie, I’application

F : Hom(V,W) - Hom(F(V),F(W))
@ - F(p)

est une application polynomiale entre espaces vectoriels.

— Un foncteur strictement polynomial est dit homogéne de degré d si pour tout couple d’espaces
vectoriels de dimension finie ’application précédente est homogéne de degré d.

Exemple. Le foncteur
(-)®? : Vecc - Vec ¢
Vv s V2=Vl
est polynomial homogéne de degré 2. En effet, si V' et W sont des C-espaces vectoriels de dimension n et
m, alors on a des isomorphismes

Hom(V,W) 2 M,, ,,,(C) et Hom(VeoV,WeW)=x=M,: ,2(C).
L’application
Hom(V,W) - Hom(VeV,WeW)
2 g PP

se transforme alors en
T : M,n(C) - M,2,,2(C)
M - T(M) 7

ot T'(M) est la matrice par blocs

MMy | M-M s
T(M) = M'Mg)l

Chaque composante de T(M) est un produit de deux composantes de M (coordonnées dans la base
canonique des E; ;). On note alors Py ; le polynéme homogene de degré 2 associé & la composante T'(M ),

qui s’écrit Py i(1,...,Tnm) = Tog pour a et § les deux composantes de M associées. On a alors
T(M) = T( Z mi,jEi,j) = ZPk,l(ml,l, e ,mnm)Ek’l
ij k,l

et donc T est bien une application linéaire homogéne de degré 2.
Définition. Pour n un entier, on définit les quatre foncteurs 77, A", I'" et S™ suivants :

™ : C-Mod - C-Mod A" : C-Mod - C-Mod

n L Any . VO
Voo e Ve 1% A"V /<U®U>
I : C-Mod - C-Mod s* :+ C-Mod - C-Mod
n\Sn — nys ._ n :V®n
V = (V® ) V S V‘ (V® )Sn /<u®,u_,u®u>

On appelle T™V la n-éme puissance tensorielle de V, '™V sa n-éme puissance extérieure, '™V sa n-éme
puissance divisée et S™V sa n-éme puissance symétrique.

Proposition I1.12. Pour n un entier, les quatre foncteurs T, A", T™ et S™ définis ci-dessus sont poly-
nomiaux homogénes de degré n. De plus, on a les applications quotient

™V - A"V ¢ ™ - S™
e .
V1® - QUp P VA AUy, V® - ®Uy, + Vi-Ug:—- Uy

Enfin dans A™V on a la relation antisymétrique pour v,w eV :
VAW=-WAV

car on a (V+w)A(v+w)=0=vAw+wAu.
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Définition. Si M est une représentation de S, on lui associe un foncteur Fj; défini par

Fy @ Vece - Vec ¢
Vo o= (VEre M),

n

ol (V®”®M ) 5 est I’ensemble des co-invariants de la représentation V®"® M ou S,, agit via le morphisme
Sy, x (Ve @ M) - Vere M
(0, v1®®Vy, ®M) = Uy(1)® @ Uy(n)®T M

Lemme I1.13. Si on se restreint aux représentations M de dimensions finies du groupe symétrique S,,,
alors les foncteurs Fy; associés sont polynomiaux homogénes de degré n.

Définition. On note alors S la sous catégorie pleine de Fonct(Vec (C,Vecc) dont les objets sont les
foncteurs isomorphes & un foncteur F); pour une représentation M d’un groupe symétrique.

Proposition I1.14. La catégorie S est une catégorie abélienne.

Démonstration. La catégorie Fonct(VecC,VecC) est abélienne car c’est une catégorie de foncteurs a
valeurs dans une catégorie abélienne. Il reste juste & vérifier que, si on considére un morphisme entre
deux objets dans S, le noyau et le co-noyau du morphisme ainsi que le produit et le co-produit des objets
définis dans Fonct (Vec C, Vecc) restent bien dans S; ce qui se fait facilement. O

Remarque. On note SY la sous-catégorie pleine de S constituée des foncteurs isomorphes & Fj; pour
une représentation M de dimension finie. Alors la catégorie S° est équivalente & la sous-catégorie pleine
de Fonct (Vec cf , Vec < ) constituée des foncteurs polynomiaux.

Définition. On définit la somme directe et le produit tensoriel de deux foncteurs F' et G de S terme a
terme :

FeG : Vece - Vec ¢ FQ®G : Vece - Vec ¢
1% ~ F(V)eG(V) \%4 > F(V)eG(V)

Proposition I1.15. Si le corps de base est de caractéristique nulle, pour une partition A on note M) la
représentation irréductible de Sy associée par dualité de Schur-Weyl et Sy le foncteur Fir, . Alors Sy est
un objet simple de S et tout objet de S est isomorphe & une somme directe (finies ou non) de foncteurs
du type S).

Démonstration. On a déja vu qu’une représentation M d’un groupe symétrique S, se décompose sur les
représentations My comme suit :
M = M,.
X

Alors on a les identités

P = (%" & (@),

112

(D(()*" @)y, =D()*" @ M)y, =D Sy

O

Proposition I1.16. On définit C¢ le foncteur qui envoie tout espace vectoriel sur C et toute fléche
sur Uidentité. C’est alors un élément de S et le triplet (S,®,CC) forme une catégorie monoidale (ou
tensorielle).

Démonstration. Le foncteur Cg est équivalent au foncteur F pour C la représentation triviale de Sy = {1}
qui envoie donc ’espace vectoriel V' sur

(Ve C), =(CoC),y, =CoC=C.

De plus, la catégorie est monoidale car le produit tensoriel se fait terme par terme. Les applications et
identités voulues s’obtiennent alors en relevant celles de la catégorie d’arrivée Vec ¢ qui est classiquement
monoidale. O
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I1.5 Equivalences

Théoreme I1.17. Lorsque le corps de base est de caractéristique nulle, les quatre catégories monoidales
Rep(S.),Fonct ( 3>, Vecc ), Rep!(GL) et S sont équivalentes via des foncteurs monoidau.

Démonstration. On montre 1’équivalence selon ’ordre suivant :

Fonct (X, Vecc) — Rep(S.)

i

&, Rep™(GL)

On a déja vu que ces quatre catégories sont abéliennes et méme monoidales et que chaque objet se
décompose comme somme directe de simples. De plus, dans chaque catégorie on a fait la liste des simples
et on a vu que les classes d’isomorphismes de simples étaient en bijection avec les partitions. Il suffit
alors de définir des foncteurs additifs qui envoient les simples de la catégorie de départ associés & une
partition, sur les simples de la catégorie d’arrivée associés & la méme partition et on aura défini une
équivalence de catégories abéliennes en passant aux sommes directes. On peut aussi montrer (se référer
a [SS12]) que, dans chaque cas, le produit tensoriel de deux simples se décompose en simples en utilisant
le méme procédé (la régle de Littlewood-Richardson) et alors les foncteurs ainsi définis respecteront la
structure de catégorie monoidale.

Il reste & donner les foncteurs additifs vérifiant ces propriétés :
— On a vu aux théorémes [[I.7] et que le foncteur
G: Fonct(X]7 Vecc) — Rep(S.)
V——— (V([n])), .

"l L), o

W — (W( [n]) )neN

est une équivalence de catégories monoidales (et abéliennes) pour Vi, vu comme repré-
sentation de S,. De plus, il est additif car la somme directe de foncteurs est définie par
(F®G)(S) = F(S)®G(S). Et, par définition, il envoie les simples de Fonct (£, Vec ¢ ) associés
a une partition A sur les simples de Rep(S,) associés a A.

— On considére ensuite le foncteur
S —— Rep™(GL)
F— F(C™)

| Jree

G —— G(C™)

Il est bien défini car il existe une représentation M d’un groupe symétrique (qui se décompose
M = @ M,) telle que F soit isomorphe & F);. On a alors
X

F(C™) = Fu(C) = (€)™ o M), =(@ ((C™)" o)),

Donc F(C™) est bien un sous-quotient d’une somme directe de représentations du type (C*)®*
car My c C™ c C*, et donc un objet de Rep”® (GL). Ce foncteur est donc bien défini et il est
additif par définition de la somme directe de deux foncteurs. De plus, si A est une partition, le
simple Sy de S s’envoie sur le simple V) de ReppOI(GL) car on peut montrer (¢f : [SS12]) qu’on

a I'isomorphisme

S\ (C®) = Far, (C=) = ((C=)®M @ M, ), = Homg,, (M, (C¥ )EY) = 1.
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— On introduit aussi le foncteur

Rep(S.) - S
V= Vnar = Svi= @ Fr, = @ (D) @ V),
f=(fr)nen | I n@go(ld(—)@n ®fn)sn
W=(Walnai = Sw = @ Fi, :75290((—)®”®Wn)5n

Ce foncteur est lui aussi additif par distributivité du produit tensoriel sur la somme directe.
De plus, il envoie le simple M = ( M,, )pen associé a la partition A défini par

Mn={ My s n =\

0 sinon

sur le simple Sy de S car on a

D Fu, = B ()7 © M), = ()@ M)y = Sh.

n>0 n>0

— On peut aussi utiliser le foncteur composé

Fonct(E,Vec(c) - S
|4 — Py = G?NFV([H]) InG?O((—)@n@V([nD)Sn

qui est lui-aussi additif par définition de la somme directe des foncteurs, et par distributivité du
produit tensoriel sur la somme directe. Enfin, il envoie lui-aussi les simples sur les simples associés

4 la méme partition par composition de deux foncteurs qui vérifient cette propriété.
O
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IIT Algébres commutatives tordues

ITI.1 La catégorie monoidale (V, ®, ]l)

Définition. On définit (V, ®, ]1) une catégorie monoidale abstraite équivalente & 'une des quatre caté-

gories monoidales précédentes (Rep(S, ), Fonct ( 3, Vecc ),Repp‘)l(GL) et S). On peut alors définir
des notions dans V), puis passer la définition dans n’importe quelle autre des quatre catégories.

Proposition ITI.1. Comme les quatre autres catégories, si le corps de base est de caractéristique nulle,
alors la catégorie V posséde des objets simples et les classes d’isomorphismes de simples sont en bijection
avec les partitions. De plus, tout objet de V se décompose en une somme directe (finie ou non) d’objets
simples.

Définition. Un objet de V est dit de longueur finie si sa décomposition en somme directe d’objets simples
est finie. Plus généralement, il est finiment gradué si dans sa décomposition chaque simple n’apparait
qu’un nombre fini de fois. On note V; (resp. V4¢) la sous-catégorie pleine de V des objets de longueur
finie (resp. finiment gradués).

Exemple. Si on se place dans la catégorie Rep(S.) les objets finiment gradués sont les suites (V;, )nen
telles que pour tout entier n la représentation V,, de S,, soit de dimension finie (elle se décompose alors
en une somme directe finie de simples, et pour n # m les simples associés ne sont pas isomorphes). De
plus, les objets de longueur finie sont les objets finiment gradués (V;,)ney pour lesquels V,, est nul pour
n suffisamment grand.

De méme dans la catégorie Fonct ( 3, Vecc ), un foncteur F': ¥ — Vec est finiment engendré si pour
tout ensemble fini S, I'espace vectoriel F'(S) est de dimension finie. Il est de longueur finie si, en plus, on
a F'(S) = 0 sauf pour un nombre fini d’ensembles.

Proposition IT1.2. On note V,, la sous-catégorie pleine de V des objets dont la décomposition en somme
directe de simples ne comprend que des simples associés o des partitions A telles que |\ = n. Alors tout
objet V de V se décompose comme somme directe d’objets V,, de V,,, ce que l’'on note

V=@®V,.

neN
Chagque objet de V est alors naturellement gradué.

Démonstration. Cela se voit dans la catégorie Rep(S,) car la sous-catégorie (Rep(S*)))n corres-
pond la catégorie & Rep(S,) vue comme sous-catégorie de Rep(S,). De méme dans la catégorie
Fonct ( 3, Vecc ), la sous-catégorie V,, est la catégorie Fonct ( 3., Vecc ) ou 3, est la sous-catégorie
pleine de 3 dont les objets sont les ensembles de cardinal n. O

ITI.2 Objets représentables

Définition. Pour un entier n on considére le foncteur

Rep(S.) — Vecc
V = (Vn)nEN = ‘/TL

On note alors C.,,» l'objet de Rep(S.) qui représente ce foncteur, c’est-a-dire tel qu’on ait I'isomorphisme
naturel en V = (V},)nen € Rep(S.) suivant :

Homgep(s,) (Cens, V) 2 V.

Proposition IIL.3. L’objet C.,> se décrit dans les différentes catégories équivalentes :

— Dans Rep(S.,) il est décrit par

(Can>),, =

m sinon

{ C[gn] sin=m

— Dans Fonct ( 3, Vecc) si on note [n] Uensemble {1,...,n}, il correspond (via I’équivalence de
catégories H définie page@) au projectif standard usuel

C[Homg([n],-)] : & - Vecc

X ~ C[Homg([n],X)] = {C[Sn] si |X]=n

0 sinon
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qui envoie une fleche f: X — X' entre ensemble de cardinauz n vers le morphisme C[S,,] - C[S,,]
qui permute les éléments selon la permutation de [n] associée a f en fixant deuz bijections X = [n]
et X' = [n]. Ce foncteur se ré-écrit en ne gardant que le squelette (défini page[7)

o — Vecc

k.~ (C[Homgo(n,k')] - {(C[Sn] sik=n

0 sinon
— Dans Rep®'(GL) il correspond a la représentation (C*™ )®" de GL(c0,C).
— Dans S il correspond au foncteur

Vece — Vecc

Vv — V®n

Démonstration. Si on note ((U”)m)meN lobjet de Rep(S,) défini par

("), :{ C[S,] sim=n

0 sinon
on va montrer que I’on a un isomorphisme naturel en V' € Rep(S.)
Homgep(s,) (U™, V) 2V,

et on aura ainsi montré que C,,5 correspond bien & U™ dans la catégorie Rep(S. ). Pour cela on considére
f = (fim)men un élément de Homgep(s,) (U", V). Alors pour m différent de n, on a

fi i (U ) =0 — Vi
donc f,, est nulle. Et pour m =n on a
Jnt (U")n = C[Sn] — Vi

On a donc
Hompgep(s,) (U”, V) 2 {f, :C[S,] = V,, morphisme de représentations} .

On considére alors le morphisme évaluation en (id) € S, :

évalgqy ¢ {fn:C[S,] = V,, morphisme de représentations} — V,
(id)

In g fn(?d) '

Puisque f, est un morphisme de représentations, pour o € .S, on a la formule

fu(o) =0 fu(id).

Ceci permet de montrer que f, est uniquement déterminée par f,(id) € V,, et donc que évalqy est un
isomorphisme. On obtient alors la formule donnée pour C,,. dans la catégorie Rep(S,).

Montrons maintenant la formule dans la catégorie Fonct ( 3, Vecc ) On a par définition

c X - Vec ¢
O C N

Donc avec la définition de C,,» dans Rep(S,)

((C<n> )\X| = { (C[Sn] o |X| - )

0 sinon

on obtient bien la définition de C.,,» dans Fonct ( >, Vec(c) voulue.
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On retrouve les deux autres résultats de méme en utilisant les isomorphismes du théoréme [[I.17):

Dans la catégorie S 'objet C,,» est donné par le foncteur

SC<n> = EB ( (_)®m ® ((C<n>)m )Sm.

m=0
Or pour m # n le terme de la somme directe est nul, donc on obtient
St = ((5)®"®C[S,] ) 2 ()" ®C=(-)*"

L’isomorphisme s’obtient car les co-invariants forment un quotient dans lequel les vecteurs de base de
C[S,] sont identifiés car S,, agit simultanément sur (—)®" et sur C[S,,].

Enfin, pour obtenir le résultat dans la catégorie Rep”®(GL), il suffit d’évaluer le foncteur Sc_,.
sur Pespace vectoriel C*. On obtient donc bien dans RepP°'(GL) 'égalité de représentations

Cens = S(C<n> ((Coo) = ((Coo )®n.

Proposition I11.4. Pour deux entiers n et m on a la relation
Cens ® Cams> = Capams
Démonstration. On rappelle que si X et Y sont deux ensembles finis alors on a un isomorphisme
C[X]®C[Y]z2C[X xY]

car les éléments de type [z] ® [y] avec z € X et y € Y forment une base du premier espace et les éléments
du type (z,y) avec x € X et y € Y forment une base du deuxiéme.

On commence par faire une premiére démonstration de la proposition dans la catégorie Rep(S,)-
Si k est un entier, on a par définition

((C<n> Q Coms )k = @ Indgfxsj ((C<n>)z ® (C<m> )j)

i+j=k
Mais le terme dans la somme directe est nul si i est différent de n ou j de m. On a donc

Indgkxs (C[S,]®C[Sm]) sik=n+m
( (C<n> ® (C<m> )k = n m 3
0 sinon
Or d’aprés le rappel, on a les égalités suivantes entre représentations de Sy,

Indg iz (C[Sn] ® C[Sm]) =Ind§™s (C[Sn x Spm]) = C[Sn x Sp] C[S®S ](C[S,Hm] = C[Spim]-

On a donc
C[Sn+m] sik=n+m
((C<n> ®Cepms> )k = { [ 0 ] sinon = (C[Sner])k

Ceci montre bien le résultat.

On donne en plus une deuxiéme démonstration dans la catégorie Fonct(E , Vecc) qui est plus
classique (vis-a-vis des projectifs standards notamment) et qui utilise des outils intéressants :

Pour deux entier n et m, on a par définition 1’égalité fonctorielle
(C<n> ®(C<m> = C[ HomE([n]v _)] ®C [ HomE([m]a _)] X — VeC(C .
Pour un ensemble fini S on a alors

(Cans®Cans )(S) = D (C[ Homg([n],X)] ®(C[ Homg([m],Y)].
S=XuY
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Or si | X| est différent de n on a Homx([n],X) = @ et donc C[ Homx([n],X) ] =0 et de méme pour Y.

En utilisant le rappel cela donne alors
(C[Homg([n],X)xHomg([m],Y)] si|S|=n+m
0 sinon

®
((Cm> ® Coms )(S) = { S=XuY,|X|=n

Mais pour |S| = n +m, puisque dans ¥ on a que des bijections, on a un isomorphisme

@  C[Homx([n],X) xHomg([m],Y) ]2 C[ Homs([n]w[m],S)]

S=XuY,|X|=n
car on a une bijection ensembliste

{Homx([n], X) x Homs([m],Y)|S = X vY,|X| = n} 2 Homs([n] u[m], S).
Cela donne enfin

(Can> ®Coams )(5) = { | Homz([on] u[m], S) :n|fr|1: n+m
= (C[ Homyx([n]w [m]vs)]

= (C[ Homg([n+m],S)]

= (C<n+m>(S)

D’ou
(C<n> ® (C<m> = (C<n+m> .

Définition. On définit deux opérations de V dans V :
— Une transposition

(G LR VA
V - Vi

qui est définie dans la catégorie Rep(S.) par
(VT)n = (V,,) ®sgn,,

ol sgn,, est la représentation signature de S,,.

— Une dualité
)Y 5 VP s
V -
qui est définie dans la catégorie Rep(S.) par
(Vv)n = (Vn)*
ou (V,,)* est la représentation contragradiente de V;, (et donc le dual vectoriel).

Proposition II1.5. On a un isomorphisme entre (VY)Y et V si et seulement si V est finiment gradué.
De plus, si V et W sont finiment gradués on a la relation

VeW)' =vVVeW"

La dualité se restreint donc en une équivalence de catégories entre Vyr et VZ}}.

II1.3 Structures symétriques sur V

Définition. On peut mettre deux structures de catégories monoidales symétriques sur V qui sont données
par les morphismes 7 et o définis par

TV,W G VoW - WeV ov,w : VeW - wWeV
vOW B WU vow ~ (DMl ey

ou |v| est le degré de v donné par la graduation naturelle de V décrite a la proposition [ITI.2
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Remarque. Ces structures symétriques se traduisent dans les quatre catégories équivalentes & V comme
suit :

— Dans Rep(S.) elles correspondent & des suites d’opérateurs d’entrelacement ((TV’W)")neN et
((Uvﬁw)n)nEN définies par linéarité sur des éléments générateurs

(tvw)n = (VOW),:= igaznlndg:xsj(vi@Wj) - j+elpin1nd§;xsi(Wj®I/j) =(WeV),

Vi @ Wy =g w; @ V4

et

+j=n j+i=n

(ovw)n @ (VOW),:= @ Indgjxsj(ViQJWj) > @ Indgjxsi(wjmfj) =(WeV),
Vi ® Wj = (—1)144]’ w; ® v;

— Dans Fonct ( 3, Vecc ), cela correspond & deux transformations naturelles qui associent & un
ensemble fini S les applications linéaires

(tvw)s = (VeW)(S):= SZ%yV(X)@W(Y) - S:§BUXW(Y)®V(X) = (WeV)(S)
rT®yY — ye®x

et

(ovw)s : (VeW)(S):= Szg{BuyV(X)cbW(Y) - Szg}UXW(Y)@V(X) = (WeV)(S)

TRy - (D)X y @ 2

On remarque que dans les deux cas, pour une décomposition S = X uY, la transformation envoie
V(X)eW(Y) sur W(Y)® V(X) et donc permute les facteurs de la somme directe.

— Dans ReppOI(GL), siV =Vyet W=V, sont deux objets simples pour A une partition de n et u
une partition de m, ils correspondent simplement aux opérateurs d’entrelacements (morphismes
de représentations) définis par linéarité sur les espaces vectoriels par

Tviv + VW - WeV oyw + VoW - WeV

vOW > WU vew +~ (-1)"wev

Puisque tout objet se décompose comme somme directe d’objets simples V) on peut étendre cette
définition & toute la catégorie par somme directe.

— Enfin, dans S, cela correspond aux deux transformations naturelles qui associent & un espace
vectoriel E les applications linéaires

(rvw)e : (VeW)E):= V(E)eW(E) - W(E)®V(E) =(WeV)(E)
TRy — Yy
et

(ovw)le : (VeW)(E):= V(E)eW(E) - W(E)eV(E) =WeV)(E)
T®Y > (-D)"Myex ’

si V est un foncteur isomorphe & Fy pour une représentation N du groupe .S, et si W est isomorphe
a Fjs avec M une représentation de S,,.

Remarque. Comme dans la proposition on peut construire une action naturelle de S,, sur V®" via
Papplication 7. En effet, ’action de la transposition (¢,i+ 1) de S,, est donnée par le morphisme

Id g(i-1) ®T@1d | g(n-i-1)

ven > ven.
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Lemme II1.6. On peut considérer la représentation signature de S, sur l’espace vectoriel A"(C™) au
liew de C. Dans ce cas, l'induction de la représentation signature de S, x Sy, G Snim correspond a une
application

Ln,m . An((cn) ®Am(Cm) — A7L+m((cn+m)’

et pour des éléments o€ A" (C") et € A™(C™) on a la relation

tom(a®B)=(-1)""1pmn(B®a).

Démonstration. Par définition on a

A™(CY) = (Cn)@m/(x@x)’

et si on note (ey,...,e,) une base de C" alors la famille

(€iy ® -+ ® €, )isiy,....in<n

est une base de (C")®". Mais si deux indices sont égaux on voit facilement que, dans le quotient, 1’élément
devient nul avec les relations
TAY=-YAx et zAx=0.

II ne reste alors dans le quotient que les éléments du type e, (1) A+ Aey(n) avec o € Sy, mais ils sont tous
égaux au signe prés par la formule

Co(1) A Agn) =5gn(0)e1 A Aey.

On en conclut alors que A™(C") est un espace vectoriel de dimension 1 de base (non canonique) e;A---Ae,.
De plus, on a bien une action linéaire de S,, sur A"(C") qui est donnée par

Sp x A™(C") - A" (C™)
(U,)\-el/\---Aen) B Aoy A Aeg(n) = Sgn(o)-AerA--Ae,

On voit alors que I’on retombe bien sur la représentation signature de S,,. L’induction de S, x S, & Spem
se fait alors via ’application bilinéaire de concaténation

Lngm  ° A™(C™) x A™(C™) - AmFT(CTT
(1A Nen, efnnel) B elAAegAel A Ael,
qui induit une application linéaire associée ¢, ., : A"(C") ® A™(C™) - A™™(C"™™). 1l reste enfin a
vérifier la formule voulue sur deux générateurs (éléments non nuls) a de A"(C") et 8 de A™(C™) :
Lam(@®B) =tnm((Aer A ne,)® (u-efnnen))

=AML-e1 A Ae, AEYAAEL

=(=1)"™ Ap-efAnel nep A Aey

=(-1)"" L ((p-€fn-nel)@®(Aernney))

=(=D)"" tmn(B®)

O

Proposition IT11.7. Les catégories monoidales symétriques (V,7) et (V,0) sont équivalentes via le fonc-
teur monoidal involutif

Vv - vV
V o VI
Démonstration. — Pour la démonstration on se place dans la catégorie Rep(S.) et alors la transposée
est donnée par le diagramme suivant
Oyt
V © » V
V = (Vi)nen (Vaosgn,)  =V1
f=(fn)le l(fn®id)neN=fT
W = (W) nen (Wp®sgn,)  =WT
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Il est alors clair que c’est un foncteur car (f, ® Id) o (g, ® Id) = (fr 0 gn) ® Id et Id®1d = Id.

— On vérifie alors qu’il respecte la structure monoidale de Rep(S.) sur deux objets V et W :
(Vew)!) =(VeW),®sen,

( @D Indgg (Vie W])) ® sgn,,

i+j=n

112

, (Indgfxsj (VieW;)® sgnn)

i+j=n

P Indgjxsj( (Vi ®sgn,) ® (W; ® sgn;) )

i+j=n
D mddg ((VHie(Wh);)
1+J)=n

=(ViewT™)

112

Le passage de la troisiéme & la quatriéme ligne s’obtient en regardant ’action de S;xS; sur V;@ W} :
Un élément (o, 7) € S; x.S; agit par bloc multiplié par la signature qui se décompose en un produit
sgnn((a,r)) =sgn, (o) -sgn; (7). On obtient alors un isomorphisme

Ovw :VieWw = (Ve W)

— On vérifie ensuite qu’il respecte les deux structures symétriques c’est-a-dire que le diagramme
suivant commute :

Vviegwt —2 5 wie vt

l9v,w l9w,v

(Vew)t = (We V)t

Pour cela on considére comme dans le lemme que la représentation signature de S, agit sur
l'espace A™(C™) au lieu de C. Avec cette convention l'isomorphisme 0y s’écrit

(Viewt) - .@(W®Ai(<ci))®(wj®/\j(<cj)) -  (VeW),eA"(C") =((VeWw)')

(Ui®ai)®(wj®ﬁj) = (1]7;®wj)®Li7j(Oéi®ﬁj)

On peut ensuite vérifier que le diagramme commute en évaluant les applications sur des éléments :
Pour v ® a dans (VT); = V; ® A/(C") et w® 3 dans (WT); =W, ® AJ(C’) on a les égalités

Owv((-1)"7 (wep)e(vea))
= (D) (wev)®(fea)

= (wev)e((-1)";(fea))
= (wev)®j(aepf)

= (r(vew))eii(a®p)

- (reid)((vew)® i (aep))
- (Df((wew)eri(aep))

= (n)fo vaw((’U ®a)® (we® ﬂ))

0W7VOO'((U®OL)®(’LU®[3))

Lemme [IIL.6] (\

Et comme ces éléments engendrent 'espace (V1); ® (WT)j on obtient la commutativité sur cet
espace, puis sur VT @ W1 entier par somme directe (I’induction ne change pas l’espace vectoriel
de la représentation).
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— Ainsi la transposition (V,7) — (V, o) est un foncteur monoidal symétrique. On peut alors montrer
de la méme maniére que la transposition "inverse" (V,o) - (V,7) est aussi un foncteur monoidal
symétrique. Il suffit alors de montrer que la transposition est une involution et on aura montré
que c’est une équivalence de catégories fonctorielles.

— Montrons donc que c’est une involution. On reprend la représentation signature usuelle et pour
un entier n on a

(Vﬁ)n = (VT)n ®sgn, = (V, ®sgn, ) ®sgn, *V, ® (sgn,, ® sgn,,)

Et on peut alors définir un isomorphisme (naturel) de représentations

V, ® (sgn, ®sgn,,) - V,
vea®f - v

C’est bien un opérateur d’entrelacement car pour x € .S,, on a l’identité
z-(vea®pf)=(x-v)®a®p

car on a les égalités

- (18a®p) = (x-0)® (z-a) ® (x-8) = (x-v) ® (sgu(x)a) @ (sgn(x)P) = (sgn(x))’ ((z-v) @0) ® ).

Ceci donne donc un isomorphisme de représentations de S,, entre (V11), et V;, pour tout entier
n, qui est de plus naturel. On a donc une équivalence naturelle entre les foncteurs (=)o (=) et
Id, et la transposition est bien une involution.

O

ITI.4 Algébres commutatives tordues

On peut maintenant définir ce qu’est une algébre commutative tordue. Pour cela on s’appuiera sur les
résultats sur la catégorie V, du théoréme[[I.T7]et on utilisera la construction faite dans les parties[[.3]et [.4]

La définition générale d’une algébre commutative tordue se fait dans la catégorie monoidale sy-
métrique ( Fonct ( 3>, Vecc ), ®,(C(O),T). Mais, si le corps de base est de caractéristique nulle, par le
théoréme on peut transporter la définition dans les autres catégories équivalentes et donc dans V.
On peut alors donner la définition suivante :

Définition. Une algébre commutative tordue est un monoide (aussi appelé algeébre) commutatif dans la
catégorie monoidale symétrique abstraite ( V,e, 1,7 )

On peut alors détailler ce que devient cette définition dans les quatre catégories équivalentes a V :

Proposition II1.8. Une algébre commutative tordue dans Rep(S.) correspond a une algébre associative
unitaire graduée

A=EP A,
n>0
telle que pour tout n € N, A, soit muni d’une action de S, telle que, pour x € A,, et y € A,,, si on note
Tn,m la permutation de Sy.m qui échange les n premiéres et les m derniéres composantes on ait I’égalité

Trm(T-y) =y T

Remarque. On retrouve ici la définition de Iintroduction. Attention : Une algébre commutative tordue
est un monoide commutatif dans une catégorie monoidale, mais cela ne signifie pas que ’algébre associée
doit étre commutative! Il faut regarder attentivement & quoi correspond la commutativité du monoide
comme dans la preuve ci-dessous.

Démonstration. Un monoide dans (Rep(S.),®,Cp) est une suite (V,,)ney de représentations de S, munie
d’une loi p: V@V -V qui se décompose aussi selon le degré p = (1, )nen avec pour chaque entier n un
morphisme de représentations

o (VOV)= @ Indg,g (Vio V) >V,

i+j=n
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Si n et m sont deux entiers on peut restreindre I’application g, ., en une application
fnsm P Ve ® Vip = Vi

car ’espace vectoriel de la représentation Indi:;*gm (Vi ® Vi) est V,, ® V.. On peut alors construire la
bijection -

monoides dans Rep(S,) <« C-algebres graduées munies d’une action de S,

V= (Vn)nEN g @NV’I’L
(An)nEN <~ A= @NAn

Une algébre commutative tordue est un monoide commutatif donc I’application p est invariante par
laction de 7y,y. On a donc ’égalité
HoTyy = .

Ceci donne pour deux entiers n et m et un élément = ® y de base de V,, ® V,,, ’égalité :

Mn+m(m ® y) = fn+m © (TV,V)n+m (33 ® y) = Mn+m(y ® m)

Enfin, le monoide V = (V,, )pen est aussi muni d’une loi 5 : Cy — V, on a donc une application g :
(Co)o :=C - Vp. On peut alors voir que I’élément 79(1c) de Vy c @V, est un élément neutre pour pu, et
que donc p est bien unitaire. O

Proposition II1.9. Dans la catégorie Fonct ( 3, Vecc ), une algébre commutative tordue est un foncteur

A% = Vece muni de deuz lois u: A® A — A etn:CO - A (des transformations naturelles) telles que
1 soit associative, commutative et unitaire, ie : telle que les diagrammes suivants commutent :

id ®ugr g

A(S) ® A(S") ® A(S") A(S) ® A(S" v 8") 22 A(S w (8w S"))

,LLSYSI@idl lA(LP)

A(SUS’) ®A(S) W A((SU S,) C] S”) W A(SU S, G} S”)

A(S) ® A(S") L255 A(Sw s CoA(S) %% A(2) ® A(S)
Ts,s’l lA(f) ~l lﬂg,s
A(S") ® A(S) TS A(S'uS) A(S) AT A(zuS)
ot les applications

@ (SuSHYus”" - SuSus”

Y o (SuSH usS”" - SuSus”

f o Sus’ - S'u S

g adusS - S

sont les bijections usuelles.

Démonstration. Un monoide dans (Fonct(E , Vecc ),®,(C(O)) est un foncteur F' : ¥ — Vec¢ muni

d’une transformation naturelle ;4 : F'® F' - F et d’une application naturelle 7 : c® 5 A Or pour un
ensemble fini S on a défini le produit tensoriel F' ® F' par

(FeF)(S):= @ FX)®F().
S=XuY
Donc p est une transformation naturelle qui associe & chaque ensemble fini S une application linéaire
(fleche de Vec )
ps: @ F(X)®F(Y) - F(S)
S=XuY

Si on considére alors un couple (S,S’) d’ensembles finis on peut restreindre l’application pug en une
application linéaire

ps.s: F(S)® F(S') - F(SuS')
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Cette derniére application est bien naturelle et associative. De plus, une algébre commutative tordue est
un monoide commutatif, donc I’application p est invariante par ’action de 77 p, et donc pg g aussi.
Enfin, pour S = @, on a une application linéaire g : C(9(2) = C > A(2), alors Pélément 1 := 5y (1c) de
A(2) est un élément neutre pour la loi p. O

Proposition II1.10. Une algébre commutative tordue dans la catégorie ReppOI(GL) est une algébre
commutative munie d’une action du groupe GL(o0o,C) via des morphismes d’anneaux qui donne a cet
anneaux une structure de représentation polynémiale telle que définie page [30

Démonstration. Dans ReppOI(GL) un monoide commutatif est une représentation polynéomiale V' du

groupe GL(co,C) munie d’un opérateur d’entrelacement 6 : V@ V' — V qui permet de mettre une
structure d’algébre sur Pespace vectoriel V. Puisque 6 est un opérateur d’entrelacement, il commute avec
les actions de RepP°'(GL) au départ et a Parrivée. Ainsi action du groupe RepP°'(GL) se fait via des
automorphismes d’anneaux de V. De plus, le monoide V' est supposé commutatif donc la loi d’algébre
donnée par @ est elle aussi commutative. O

Proposition II1.11. Une algébre commutative tordue dans S est donc un foncteur polynomial qui associe
a tout espace vectoriel un anneau commutatif unitaire.

Démonstration. Dans S un monoide commutatif est un foncteur polynémial F': Vec ¢ — Vec muni d’une
transformation naturelle p: F ® F — F. Alors pour tout espace vectoriel X, la transformation naturelle

px : (FeF)(X):=F(X)®F(X) — F(X)

fournit une multiplication, et donc une structure d’anneau sur F(X). Enfin, puisque ce monoide F est
supposé commutatif, il s’en suit que Panneau F'(X) est lui aussi commutatif pour tout espace vectoriel
X. Enfin, F est aussi muni d’une loi : C¢ - F, on a alors une application nx : C - F(X), ce qui donne
lélément nx (1c) € F(X). On vérifie aisément que cet élément est neutre pour la multiplication px.

O

Définition. Si A est une algébre commutative tordue, un A-module est un module & gauche sur le
monoide A de la catégorie V comme définit & la section [[[4 C’est donc un objet V de ¥V muni d’une
action & gauche de A.

Remarque. Comme pour la définition précédente, on définit les A-modules dans la catégorie
Fonct(E , Vecc) mais par le théoréme [[1.17] lorsque le corps de base est de caractéristique nulle,
la définition se transporte dans la catégorie V et les autres catégories équivalentes.

On peut alors ré-exprimer cette définition dans les quatre catégories équivalentes a V :

Proposition II1.12. Dans Fonct(E, Vecc) un module sur l’algébre commutative tordue A est un
foncteur M : ¥ — Vecc muni d’une loi (une transformation naturelle) v : A®@ M — M telle que le
diagramme suivant commute

Ao Ao M 9%% Ag M

e | Ir

AM ———— M

Comme avant cette loi se restreint pour un couple d’ensembles finis (S,S") en une application linéaire
naturelle
VS,S' H A(S) ® M(S,) d M(S G} S,)

Proposition IT11.13. Dans Rep(S.) un module sur l'algébre commutative V = &V,, est un V-module
gradué au sens usuel muni d’une action de S, sur M, telle que l’application V,, ® M,, - M, +,, commute
avec laction de Sy, x S, au départ et a I’arrivée.

Démonstration. Un module sur l’algébre commutative tordue V = @V,, dans Rep(S,) est une suite de
représentation (My,)ney muni d’une suite de morphismes de représentations @;,-,Ind V; ® M; - M,,. On
peut alors poser M = @M, et M est un V-module gradué au sens usuel muni d’une action des groupes
symétriques. De plus, les opérateurs d’entrelacement se restreignent en des morphismes V,, ® M,,, = M,4n
qui commutent avec ’action de S,, x S,,, au départ et a I'arrivée. O
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Proposition I11.14. Dans ReppOI(GL) un module sur l’algébre commutative tordue V' est un V-module
M muni d’une structure de représentation polynémiale du groupe GL (oo, C) compatible avec la structure
d’algébre.

Démonstration. En effet, M est un objet de ReppOI(GL), donc est une représentation polynoémiale de
GL(o0,C) et il est muni d’un morphisme z: V ® M — M dans RepP® (GL), donc un opérateur d’entre-
lacement.

O

Proposition II1.15. Dans S un module sur l’algébre commutative tordue F est un foncteur M : Vecc —
Vecc qui envoie tout espace vectoriel X sur un F(X)-module M (X) via un morphisme naturel

(FeM)(X):=F(X)®M(X)— M(X).

Exemple. Dans la catégorie Fonct ( ¥, Vecc ), si V' : 3 — Vecc est un foncteur et A est une algebre
commutative tordue alors le foncteur A ® V' est un A-module via I'application

p®id: AQA® M - A M.

Proposition ITI.16. Si A est une algébre commutative tordue vu dans la catégorie Fonct ( 3, Vecc ), on
note A -Mod la catégorie dont les objets sont les A-modules et les morphismes sont les transformations
naturelles qui entrelacent les multiplication des modules. Alors la catégorie A-Mod est une catégorie
abélienne.

I11.5 Un exemple : L’algébre commutative tordue Sym(M ™))

On va détailler dans cette partie un exemple fondamental : I’algébre commutative tordue Sym (M (1))
pour M un C-module libre. On commence par construire sa définition dans la catégorie Fonct ( 3, Vecc )

Lemme II1.17. Pour deux entiers n et k, l’objet (M(k))®n de Fonct ( 3, Vecc) est défini par

(M®)*(5)= @ (MP))ee (MP(X,)),
S=Xqu-uX,

ot M) est l’objet de Fonct ( 3, Vecc) défini page associé o M pour Uentier k.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur k avec la définition du produit tensoriel dans
la catégorie Fonct ( 3, Vecc ) O

Remarque. En utilisant la définition du produit tensoriel de la catégorie Fonct ( 3, Vecc ), ainsi que
la définition de M) donnée sur les objets par

M®E n Vec ¢
M si|S|=k
S { 0 sinon

et qui envoie toute fleche sur I'identité, on obtient

(M(k) )®n(5): @ (M(k)(Xl))®"'®(M(k)(Xn))

S=X1uuX,
® M si|Xy| == |X,|=k
= S=X1u-uX,
0 sinon

) { (M(xm )@(2)(2;)(3;)(?) si |S| =nk

0 sinon
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Exemple. Pour n = 2, on utilise le produit tensoriel dans Fonct(E, Vecc) pour passer de M) 3

M*) @ M*) .
M®epM®B . ¥ Vec ¢

§ . {(M®2)$(2:) si |S] = 2k

0 sinon

car par définition on a

(MP oM™= @ MP(X)eMP(Y)
S=XuY

® MM si|lX|=Y|=k
= S=XuY
sinon

:{ (M‘X’Q)@(Z"‘k) si 5] = 2k

0 sinon

Une fleche f:S — S’ s’envoie alors sur le morphisme

(MPoM®) () : & MPX)eMP(YV)> B MBX)eM® (Y
S=XuY Sr=X"yY’

qui envoie M® (X) @ MM (Y) sur MP(f(X)) e MP(f(Y)).

Pour n = 3, on itére le processus et on obtient un nouvel objet

M®MB MHF . »n - Vec
(M®3)$(2kk)'(3kk) i 18] = 3k
S & si|S|=3

0 sinon

car

(MP e MBI oM™ )5 = @ (MPeMP)(X)e MP(Y)

S=XuY
- @ (MP2)eM™(T))e MP(Y)
S=(ZuT)uY
® (MeM)eM silZ|=|T|=Y|=k
= S=(ZuT)uY
0 sinon

:{ (M®3 )@(Zkk)'(skk) si |S| =3k
0

sinon
Définition. Pour k£ =1 on obtient alors 'objet (M(l))®n défini par

MM o > - Vec
( ) C@n on! (1) (1) :
. {(M " @ MO{m)e-e MO ({z,)) silS|=n
> S={z1 }u-{z,}

0 sinon

Remarque. Par définition du produit tensoriel dans Fonct ( 3, Vecc ), si on a une bijection f: S5 — 5’
entre ensembles de cardinaux n, alors ’application obtenue par fonctorialité

(MDY (H: @ MOY{zhe-eMV{z))— @ MO e oMV ({,})
S={z1}u-~u{zn} 8r={a! yuu{at}

est définie, si on note of®i} des éléments de base de MM ({x;}), par

MOz oo MO ({z,}) — MO{f(e)}) oo MD({f(xa)})
e} @ ... @ alEn} o Q@)Y g .. @ alf @)}

En particulier, pour S’ = S ’application (M(l) )®"(f) permute simplement les termes de la somme directe.
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Remarque. Par ailleurs, on a vu dans la remarque page |40/ que 7 définit une action de S, sur (M(l))®n
donnée, pour I’élément o € S,, et pour un ensemble fini S = {xy,...,x,}, sur la composante

MOz} @ MD({z,})  dumodule (MD)*"(S5)

par
MOz e oMV ({z,}) - MO({zom}) e oMY ({z,0)})

Wyy @ ® Wy, — Wy, () ®”'®w15(n)

On voit alors que 'application 7 définit bien une action de S,, sur (M (1))®n qui permute les facteurs
de la somme directe en permutant les termes du produit tensoriel. Ceci nous permet alors de donner la

définition suivante :

Définition. La n-éme puissance symétrique de M) est lobjet Sym” (M(l)) de la catégorie
Fonct ( 3, Vec(c) défini par

1 n
Sym" () = (MD) .
< action de S,, via T >

On peut développer cette définition de maniére plus explicite :

Proposition IT1.18. Soit M est un C-module libre de base (v1,...,vq), si S est de cardinal différent de
n on a

Sym™ (MM)(S) = 0.

Mais si S est un ensemble de cardinal n, noté S =Sy u---u S, avec |S;| =1, alors la famille

-5~ 3 Socn
vie. L evh = =0 g ... oln)
" " to ) o 1giy o insd

est une base du module Sym" (M(l))(S) que l’on note A.

Démonstration. On commence par ré-exprimer le foncteur (M (1))®n. Pour un ensemble fini S, s’il est de

cardinal différent de n tout est nul, sinon on note ses éléments S = {y1,...,y,} et, en notant M pour
MW(S;) = M, on peut alors écrire

S=S1u-uS,,
= EB M5 ®...®Msn
S=S1u-uS,

11 est clair qu’ici les sous-ensembles S; sont de cardinal 1, on a donc S; = {y} pour y un élément de S. On
note alors v¥ pour ’élément v € M vu dans M, et si (v1,...,vq) est une base du C-module libre M,
alors la famille

(v ®.. v

i1 in ) 1<iq,..yin<d

forme une base du C-module
M5 @@ M5,

. . en . . . .
Avec ces notations, I’action de S, sur (M(l)) via 7 s’exprime simplement. En effet, I’action de ¢’ € S,
sur la composante associée & la décomposition S =57 u---u S, s’écrit

MS1 ®~--®MS" - MSa'a) ®...®MSU'(n)

S

SI S(T,7
Fe.ev o 0 Ve. .. euv "

v ia’(l) 'L-Ul(n)
En revenant alors & la définition de Sym™ (M (1)), on voit que dans le quotient

n o) MS®.-.-@ MS»
n () _(M®)®"(s) _ S=Sreus,
s (M )(S) /<7-> o <T>
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les éléments de base
Sl Sn
vl ® ... ® v
du facteur M ® ---® M " associé & une décomposition S = Sy u---u S, sont identifiés aux éléments de
base
st s’
V' Q... Qv "

i1 in

4 ’ «, , o . . .
du facteur M1 ® ---® M*®», associé & une autre décomposition S = Sj u---u S’ via la relation

Sy So(n S S!
v e et =0V e v, W= e e (5)

1o—1(1) Yo=1(n) 11 in 1 in

pour I'unique permutation o € S, telle que S,(;y = S; pour 1 <4 <n. On voit alors bien, qu’en passant au
quotient, les bases de tous les termes de la somme directe

® MIUe-@M™
S=S1u-uSs,

s’identifient entre elles, et fournissent la base du quotient annoncée. O

Remarque. On a alors un isomorphisme (en tant que C-modules uniquement!) pour n’importe quelle
décomposition S =5 u---u.S,

M®" =M% ®---® M = Sym™ (MM)(5S)

donné par le passage au quotient de la base dans un sens, et dans l’autre sens, par le choix d’un repré-
sentant des vecteurs de base issu de la composante associé a la décomposition S =S;u---u S,.

Proposition IIL.19. on a une bijection
Homge (S, [d]) = 2.

Démonstration. A V’application g: S — [d] correspond le vecteur de base

W) .. @oWn

Y(y1) 9(yn)’

et inversement au vecteur

{v1} {yn}
v/ @Y
on associe lapplication §: S — [d] qui envoie y; sur §(yx) = i- O

Remarque. Il reste encore & décrire ce que fait le foncteur

n (Y = (M)
Sym (M ) < action de S, via 7 >

sur les fléches.

Orsi f: S — S’ est une bijection, on a vu que le foncteur (M(l))®n envoie cette fleche de X sur
I’isomorphisme définit par

& MO {z}) oo MD({z,}) — ® MO{f(z)}) @8 MO ({f(2,)})
S={z1}u-w{z,} S={z1}u-u{z,}

N E) PR . Q@)Y g .. @ ol @)}

Cette application passe au quotient, et 'application induite est exactement Sym" (M (1))( f ) qui est donc
définie par

Sym™ (MM)(f) : Sym™(MW)(S) - Sym" (M™M)(S")

P T N TR PP
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Proposition II11.20. On a une action de Aut(S) sur Sym" (M(l))(S) décrite comme suit :

Si o € Aut(S), et si on note ¢ € S, la permutation telle que o(y;) = yYs@:), alors laction de o
envoie le vecteur de base

vi{lyl} ®...® v

in

sur le vecteur "permuté selon =1

U{yl} ® v{y7l}

in101) e i1y

Démonstration. On applique la remarque précédente pour o : S — S, et alors I'application
Sym" (M(l))(a) envoie 1’élément de base

v e e vl e Sym™ (MM)(S)

sur 1’élément

et oo Uz{:(yn)} -

i1

pt g g Uz{y&(")} N N S X

i1 n 15-1(1) i5-1(n)’
ou la derniére égalité est la relation ([5)) obtenue dans le quotient page O

Lemme II1.21. Si le module M est de dimension d =1, alors l'action de Aut(S) sur Sym" (M(l))(cr)
est triviale.

Démonstration. On remarque aussi que, si le module M est de dimension d égale a 1 (ie : M = C), alors
pour tout ensemble S de dimension n le quotient Sym™ (M (1))(5 ) est de dimension 1, de base le vecteur

viyl} ®...® viy"}.

On voit alors que l'action de Aut(S) sur Sym” (M(l))(a) est triviale dans ce cas car le vecteur de base
s’envoie sur lui-méme. O

Définition. La puissance symétrique de M) est objet de Fonct ( 3, Vecc) décrit par

Sym (M(l)) = P Sym" (M(l)).
neN

Proposition II1.22. Ce foncteur est alors donné par
Sym(M®W) : ¥ - Vecc
S~ Sym(M®)(S) = Mmels!

ot lisomorphisme est donné par le choiz de représentants d’une base du quotient (cf. remarque page @)

Démonstration. On a en effet les égalités

Sym (MM)(8) = @ Sym" (MM)(S) = Sym"! (mrV)(9),
neN

O

Remarque. Le C-module Sym (M (1))(5) est encore muni d’une action de Aut(.S) qui est issue de celle
sur Sym” (M(l))(S) et est décrite de la méme maniére.

Définition. La transformation naturelle
v : Sym (M(l)) ® Sym (M(l)) — Sym (M(l))

est définie pour un ensemble fini S par
vs + (Sym(M®W)eSym(MM))(S)= @& M¥eMe¥l - AeSI = Sym (MM)(S)
S=XuY .
(1 ®-®qx)®@(f1®®fy]) = a1® - ®ax®B1® Py
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Définition. La transformation naturelle
n c® _, Sym (M(l))

est définie par 74 :=id: C - C et g =0 si S n’est pas I’ensemble vide.

Lemme I11.23. Le foncteur Sym (M(l)) muni des transformations naturelles v et 1 est une algébre
commutative tordue dans la catégorie Fonct ( 3, Vecc )

Proposition I11.24. Dans la catégorie Rep(S.), 'algebre commutative tordue Sym (M(l)) correspond
a lalgebre tensorielle sur M :
T(M):=p M®",
neN

avec l'action de o € S, sur M®" donnée par la permutation des termes du produit tensoriel selon la
permutation o (si M = C on a donc que des actions triviales).

Démonstration. Pour passer la définition d’une catégorie & une autre on utilise le théoréme et en
particulier le foncteur
G : Fonct(X, Vecc) - Rep(S.)

4 > (VD) )

On a donc

G(sym (M) = (1),

De plus, via la bijection définie page [4] cela correspond a ’algébre associative unitaire graduée

T(M) = @ M®,
neN

ou l’action de o € S, sur M®" est donnée par la permutation des termes du produit tensoriel selon
-1
o L]

Proposition IT1.25. Dans la catégorie S, l’algébre commutative tordue Sym (M(l)) correspond au fonc-

teur
Sym(MM) =@ ((-)®" ® (M®") ), .

n>0

Démonstration. On part de sa définition dans la catégorie Rep(S,) qui est :

Sym (M(l)) = (M‘Xm)

neN’

puis on utilise le foncteurs du théoreme [I.17]

Rep(S.) - S

V=W = @ Fy =@ (" oV

qui donne ’équivalence de catégories. Dans la catégorie S 'algébre commutative tordue devient donc

Sym (MW = @0 ()@ (M®)), -

n2
O

Proposition II1.26. Dans la catégorie RepPOI(GL) l’algébre commutative tordue Sym (M(l)) est la
représentation du groupe GL(o0,C) donnée par

Sym (M(l)) =Sym (C* oM ).
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Démonstration. On utilise encore le foncteurs du théoréme [I.17 et on obtient

Sym (M) =@ ((C=)®" @ (M®"))

n=0 Sn

Or on a des isomorphismes

P (((C°° 2" ® (M®™) )Sn -® (Cc= ®M)®n/< g > = Sym (C™ ®M)

n>0 n>0

car S, agit par permutation des produits tensoriels, avec 'action de GL(o0,C) donnée par

GL(00,C) x (C*®M)™" - (C=eM)™"
(P,(x1®m1)®,...,®(xn®mn)) > ((P~a:1)®m1)®,...,®((P~xn)®mn)'

Exemple. Un cas particulier est pour M = C : on obtient I’algébre commutative tordue

%\ @k
Sym(C(l)):Sym((Cw(g;(C):Sym(({j”):@(c ) /<x®y—y®x>;C[ml"'”x”“”]

k>0
ou l'isomorphisme est donné par
(@ Cep)™
©) _ n30 k>0
Sym((C ) 20 k2 /(x®y—y®x) - C[xo,xl,...wm...]
> (% Ager)™ s D (X )"
n>0 k>0 n>0 k>0

L’action de GL(00,C) est alors donnée par

GL(00,C) xClz1,...,&n,...] — Clz1y. - s Zny .- -]
(M,P(xh...,xn,...)) - P(M~(:v1,...,scn,...))‘

Remarque. On a vu que 'objet C.,» (défini page correspond, dans la catégorie RepP®' (GL), a la
représentation (C*)®". On a alors pour n=1 :

Sym(Cqys) = Sym ((C™)®') = Sym (C® ) = Sym (C™).
pol

En particulier, on voit dans la catégorie Rep”” (GL) que lalgébre commutative tordue Sym((C(l))
correspond & la puissance symétrique de I'objet C.15, ce qui justifie la notation.

ITI.6 Une équivalence de catégories

Remarque. On commence par faire quelques rappels et par poser quelques notations. Dans cette partie
on considére d un entier et M un C-module tel que M = c? (un C-espace vectoriel de dimension d), on
regarde alors l’algébre commutative tordue Sym (M (1)) dans la catégorie Fonct( I Vecc) que ’on
notera A pour simplifier. Elle correspond alors au foncteur
A:Sym(M(l)): ¥ —— Vecc
S —— MeISl
o’l lSym (M(l))(a)

S —— MeISI
avec Sym (M ())(o) définie page

De plus, on rappelle que dans la catégorie Fonct(Z, Vec(c) un Sym(M(l))—module est un fonc-
teur F' : ¥ — Vecc muni d’une transformation naturelle p : A ® F - F telle que le diagramme
usuel

AQA®F 1% AgF

V®idl ll’«

AeF —" s F
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commute pour v la multiplication par concaténation définie page [50}

Enfin, on considére (x1,...,24) une base de M comme module qui donne un isomorphisme M =z ce.
Alors, pour un ensemble fini S = {y1,...,y5}, on a (cf. proposition [I11.18) une base

du C-module Sym (M(l))(S),

i1 93|

(x{yl} ®.__®x{y\5\} )
151‘1,.“,7;‘5|Sd

et pour simplifier on notera dans la suite cette famille

} (Y oo us
(w-] )jEJS - ( xil ® ® xils\ )1Si17...,i|s‘§d :

Rigoureusement, on a donc posé

JS:{(7:17"'57;\S|)|1Sil,...,ils‘ Sd}

. ‘ ) 3 {yis1}
et pour j = (i1,...,45) € J° on a noté w; = m;.{lyl} ®~~'®3€i‘s‘|sl :

Enfin, pour simplifier, on note [d] pour l’ensemble {1,...,d} et, par la proposition [[II.19] toute
application ensembliste g : S — [d] détermine un unique vecteur de cette base que l’on note

x{wsx}

A
Vg = ®:® g(yis))”

9(y1)
Et si on a une application F : S — S’ on notera
V®f: S >v,05 cA(S)®S
pour l'application induite par cette derniére.

Définition. La catégorie FI a pour objets les ensembles finis et pour morphismes les injections entre ces
ensembles.

Définition. La catégorie FI,, a pour objets les ensembles finis et pour morphismes les injections munies
d’une application qui associe, a chaque élément de ’ensemble d’arrivée sans antécédent, une couleur parmi
n possibles.

Remarque. Les fleches de X dans Y dans cette catégorie sont donc des couples que l’on note (f,g)
avec f: X = Y une injection et g: Y \ f(X) = {1,...,n} une application ensembliste. De plus, on a une
équivalence de catégories

FIzFI; .

Définition. On définit le foncteur
x : Sym(M®)-Mod — FI;-Mod = Fonct ( FI;,C-Mod )
FI; — Vecc
F:¥ - Vecc — X(F)::N::

comme suit :

— Si F: 3 - Vecc est un Sym(M ™) )-module, on définit le foncteur x(F) = N sur les objets par

(X(F))(8) = F(8)

et sur les fleches par

(X(E))(f:S=>T,g:T~f(S)~[d])=(x(F))(f.9):=Ng

avec le morphisme N(; ;) qu’il reste a définir. Cela se résume via le diagramme suivant

X(F)=N: Fl; —— Vecc
S —— F(S5)

(fag)l lN(f,g) .

T — F(T)
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Définissons le morphisme N ¢ ) : Pour cela, on consideére la transformation naturelle 1 : A® F' — F
associée au A-module F. On a alors pour I’ensemble 7" une application

pri(AeF)(T)= @ A(M)eF(Tx) — F(T).
T=T,uT;

Pour 'ensemble T, = f(S) c T on a alors Ty = T\Ty =T\ f(S) ce qui permet d’écrire g : 71 — [d].
De plus, f réalise alors une bijection f : S — Ty = f(5), et en lui appliquant le foncteur F on
obtient un isomorphisme

F(f):F(S) > F(f(S))=F(T»).
En notant v, 1’élément de A(7}) associé a g, on pose alors

N(.g) = i7lo,0r(s(s)) © Vg ® F(f: 5= f(S))

ce qui correspond au diagramme

vg®F(f)

T|v F
Nipgy: F(8) 2255 vy 0 F(T) = vy @ F(f£(5)) 22

F(T) .

Il faut encore vérifier que N est bien un foncteur. Si (f,g) = (id, g) est Papplication identité de
S, on a clairement

Nid,g0) = W lo,, 07(5) © Vg, ® F(id) = (pr v, ® F(S) > F(S)) o vy®id =idps) -
De méme, pour deux fleches (f,g):S > T et (f',¢'): 5" = S, on a bien la relation
Nig.g) © Nigrgny = Niggro(s7.9)-
En effet, on a
Nig.ayo( s = BTlo, yinoF (ror(s) © Va.s(an) @ F(fo f':8" > fo f'(S"))
que 'on peut séparer en
Np.gyo(sg) = irlo,er((s)) © Vg ® bty ,ner(ror(sy) © Vi) ® F(fof':8 = fof(8)),

car multiplier par vy f(,) revient a multiplier successivement par vy (4, puis par vy. On peut alors
utiliser la fonctorialité de F' :

Viggy ® F(fof':8 = fof(8) = (vg = vs(gn) ®F(f: S = f(S)) o vg ® F(f': 5"~ f'(S))
= (A F)(Nl,ers(sn) © vy ® F(f:5" = f'(5"))

ainsi que le diagramme suivant qui commute par naturalité de p :

(A® F)(S) ———— F(S)
(A®F)(f:Saf(S))l lvg®F(f:S—>f(S))
(A®F)(S) — 5 v ® F(f(9)) c vy ® F(T)

On obtient alors

Nt.9)0(17.9"

= 1loyer(f(5)) © Vg ® BTl 0F(fofr(sr)) © Vi(gy ® F(fof 8" = fof(8))

= 1rlo,er(f(5)) © Vg ® BTl er(for(sy) © (A®F)(Pluer(r(sy) © vy ® F(f 8" = f'(S"))
= irlo,er(f(s)) © Vg ® F(f:5 = f(S)) o psly,er(r(sy © vy ® F(f:5 = ("))

= Ns,9) © N(srog)-
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— Sig: F - F' est une floche dans Sym(M())-Mod (ie : une transformation naturelle), on définit
son image x(o) : x(F) = x(F') comme étant la transformation naturelle qui associe a chaque
ensemble fini S le morphisme

(x(0))g =05 : (x())(S) = F(S) — F'(S5) = (x(F"))(5).

Définition. On définit un deuxiéme foncteur

I' : Fonct(FI;,C-Mod ) =FI;-Mod —> Sym(M ™M) -Mod
— Vecc
G :Fl; - Vecc ~ T(G):=

comme suit :

— Pour G : FI; > Vec¢ un Flg-module, on définit le A-module I'(G) comme le foncteur

I'(G): ¥ —— Vecc
S —— G(9)

ol lr(cxa) ’

S ——s G(S")

mais il reste a définir 'image I'(G) (o) d’une fleche o ainsi que laloi : A®T(G) - I'(G) qui fait
de ce foncteur un A-module.

Pour I'(G)(¢) on commence par définir une fléche (o,gy) dans Fl; par Dapplication injec-
tive o : S = S’ et par I'unique application gy : S’ \ 0(S) = @ - [d] car o est une bijection. On
pose alors

L(G)(0) = G(o,95) : G(S) » G(S").

Avec ceci I'(G) est bien défini, et il est facile de voir que c’est bien un foncteur car G en est un.

Définissons alors ’action de A sur ce foncteur : il nous faut définir pour tout ensemble fini
S une application linéaire naturelle

ns: (AeT(@)(S)= D Sym (MM)(X) @ G(Y) — (G)(S) =T (G)(S).
=XuY
Pour cela on considére S un ensemble fini et Y ¢ S un sous-ensemble, on a alors une injection
1:Y = S. On pose ensuite X =S\ Y et on veut définir une application linéaire

exy AX)®G(Y) — G(S5).

On considére alors une application g : X — [d] qui fixe un vecteur v, de base de A(X), et on
obtient une fleche (i,g) : Y - S dans FI4. On peut ensuite lui appliquer le foncteur G ce qui
donne une application linéaire G(4,¢g) : G(Y') - G(S). On définit alors 'application linéaire ¢x y
sur la composante v, ® G(Y) associée a l’application g par

Oxvl,ece) @ vg®GY) - G(S)
Vg ®x > G(i,9)(x) ~

Puisque les éléments v, forment une base de A(X), 'application ¢ x y est bien définie et est décrite
par

exy = D oxvlecwy > @ Gl.9): D CueGY)=AX)G(Y)— G(S).
g: X —[d] g: X —[d] g: X —[d]
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On pose enfin

ns= @ exy: @ AX)eG(Y)=(AeT(G))(S) ~ G(S) =T(G)(S).

S=XuY S=XuY

Il faut encore vérifier que cela définit bien une transformation naturelle, c’est-a-dire que le dia-
gramme suivant commute :

(G)

b Vec ¢ Vec ¢

S (A®T(G))(S) —=— G(S)

al (A®F(G))(a)l lF(G)(o)=G(o,gg)
s’ (AeT(G))(S") - G(S")

ol (A ® F(G))(o) est définie comme étant la somme directe

@ Al X »o(X)eG(0:Y »0(Y),05): @ AX)eG(Y)> @ Alo(X))eG(a(Y))
S=XuY S=XuY S=XuY

Cette derniére permute les termes de la somme directe selon o en appliquant G(oly,gg) au
terme associé au sous-ensemble Y. De plus, ng et ng: sont les somme directes des applications
du type G(Y = S) et G(Y’ = 5") mais selon 'ordre donné par o. Ceci permet de vérifier que ce
diagramme commute bien.

Enfin, pour que I'(G) soit bien un A-module, il faut encore vérifier que le diagramme sui-
vant commute pour tout ensemble S :

@ Idacx)®uy

(A®A®T(G))(S) —>—— (AT(G) )(S)
wizs:ﬂ?uy vx®ldr(g)(y) s s
(A®T(G))(9) = » T(G)(S)

ot v est la loi de concaténation sur A définie page[50] On va vérifier que les deux chemins coincident
sur des éléments de base de ’espace de départ

(A0A®T(G))(8)= @ A(S)®A(S)®T(G)(5s).

S:S1USQU53

On considére vy, = a1 ®---®ay un élément de base de A(S1) comme précédemment (pour k = [S1]),
ainsi que vy, =31 ® -+ ® B un élément de base de A(Sz) (pour [ =[Ss[). Alors

V8108, (Vgs, ®Vgg,) =1 ® @ ® 1 ® - ® 3
est un élément de base de A(S; v S3) que l'on note vy, .. De plus, pour z € I'(G)(S52) un

élement de base, les élément du type vy ® vy ® z engendrent l'espace de départ. Les deux
chemins donnent alors

B A(S)®A(S)®G(Ss) —— @ A(X)®G(S5) —— T(G)(S)
S=S1uS2uSs S=XuS3

Vgg, ®Vgg, O > Vg(s,.s5) ®r > G( (N 9(51,52) )(x)

avec ig, : 53 = S, et
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D A(S)) ® A(S2) ® G(S5) ~22% L© AS)eG(Y) L y T(G)(S)

Vgs, ®U952 r ————— Vgs, ® G(j53 » 9Ss )(l‘) I G( i52053 y 98, ) o G(jsa y S, )(.%')

avec
Jss 1S3 = Sau S3 et 19,08, + 92 WS3 = 5.

Ces chemins coincident bien, car par fonctorialité de G on a :

G( iS2U53 » 9S;1 ) ° G(jsa » 95, )({,C) = G(iSZUSS Oj53 » 9(51,52) )(:E) = G( iSa y 9(51,52) )((E)

Pour ¢ : G - G’ une fleche dans F1;-Mod (ie : une transformation naturelle) on définit son image
dans A-Mod comme la transformation naturelle

L(e): (T(G),n)~(T(G),n")
qui associe & un ensemble S le morphisme

(T(e))g=es : (D(@))(S) = G(S) — G'(8) = (T(G"))(S).

De plus, I'(¢) est compatible avec Paction de A car, pour tout ensemble fini S, le diagramme
suivant commute :

S=S®Us Ida(sy) ®T'(e) s,
(et =  (AsT(@))(5)
I'(G)(S)  T(ENS)

(F(s) )S=ss

En effet, si on considére les éléments vy, ~de base de A(S1) comme précédemment, ainsi que des
éléments x de base de I'(G)(S2), alors les éléments vy, ® z engendrent 'espace de départ

(AeT(@))(9)= @D A(S) eI (G)(S2).

5=5,05,
Les deux chemins appliqués & ces éléments donnent alors
s (vgs, ®e5,(x) ) = s, 5, (vgs, ®€5,(2) ) = G'(is, , gs,) (€5, (x) )
d’une part, et
€s ( ns (vgs, ® T) ) = 65( ©51,5, (Vgs, ® x) ) =€g ( G(i32 , gsl) (x) )

d’autre part. Ces deux éléments sont égaux car € est une transformation naturelle, ce qui donne
le diagramme commutatif suivant :

G(S2) —2 G'(S2)

G(is, ,gsl)l lG'(isz 951)

G(S) —— G'(9)
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Théoreme IT1.27. Pour d un entier et M un C-module tel que M = (Cd, les foncteurs précédents

x : Sym(M®)-Mod — FI;-Mod=Fonct(Fl;,C-Mod)

FI;, - Vecc
F:3 - Vecc »  x(F):=N:=
S = F(5)
et
r : Fl;-Mod  — Sym(MM) -Mod
X - Vecc
G:Fl; > Vecc ~ T(G):=
S = G(S5)

forment une équivalence de catégories.
Démonstration. La premiére étape consiste & montrer que ’on a un isomorphisme naturel
X © I~ IdFId-Mod~

Si G est un objet de Fonct( F1;, Vec¢ ) donc un foucteur de F'I; dans Vec, on a

> —— Vecc Fl; —— Vec¢

(x o T)(C) = x jﬂG(S)

B S —— 5 G(S)

lG(mg@) ) (fvg)l lNu,g) .

S —— G(S") T — G(T)

L’égalité xoT'(G) = G est bien vérifiée sur les objets car pour un ensemble fini S on a xoT'(G)(S) = G(5),
il reste a vérifier I’égalité sur les fleches. Montrons donc que l’identité suivante est vraie :

Nip.g) =G(f,9)-

Par définition on a

Nty = (1r)lo,er(s(s)) © 0g ® F(f 1S = f(5))

que l'on applique ici pour le foncteur F' = T'(G) et la multiplication associée comme A-module notée 7.
Cela donne

Nerg) = (17)|o,er@)(1(5)) © v ® (D(G))(f S = f(9))
= (01)|u,eG(£(5))° Vg ® G(f: 5~ f(5), 92)

= (ex,v )oyecry e vg® G(f: S =Y, gg) pour Y = f(S) et X =T \Y,
=G(i,g)oG(f:S>Y, gp) pour i:Y < S,
=G((,9)o(f:8-Y, 90))

=G((£,9)).

On a donc montré que ’égalité x o T'(G) = G est vérifiée non seulement sur les objets mais aussi sur les
fleches, ce qui donne bien I’égalité entre les foncteurs x oI'(G) et G. Ceci montre alors ’égalité fonctorielle

xol' =1d

sur les objets.

De plus, pour ¢ : G — G’ une fléche dans FI;-Mod, on a par définition ’égalité
xel'(e)=¢

car pour tout ensemble fini S on a

(XOF(E) )S=€s~
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Ceci montre que l’égalité fonctorielle
xol'=1d

est aussi vraie pour les fleches.

La deuxiéme et derniére étape consiste & montrer I’isomorphisme naturel

I'o X 2 IdSym(M(l))-Mod'

On considére pour cela un Sym(M(l))—module, c’est-a-dire un foncteur F' : ¥ — Vec¢ muni d’une
transformation naturelle 1: A® F' - F. On a alors

FI; —— Vec¢ > ——— Vecc

(Fox)(F):F S —— F(5) _ S — F(S)
(f,g)l lN(f,g) ”l X(F)(Uagz)l=N(myz)

T —— F(T) S — F(9)

Pour montrer 1'égalité de foncteurs I' o x(F') = F il faut encore montrer I'égalité N(, ., y = F(o). Or par
définition, on a

N(o,g0) = (hsr )|vgg®F(o(S)) 0 Vg, ® F(cr G O’(S))
= (psr )|M®(®}®F(Sl) 0 Vg, ® F(o 15— S')
=F(0)
car Papplication sg restreinte au sous-espace M®@} @ F(S’) de (A® F)(S") correspond a I'isomorphisme

(s )uewors) : MPP @ F(8') = vy, @ F(S') — F(S').

Ceci montre bien que les foncteurs I o x(F') et F' sont égaux. Mais pour conclure que ce sont les mémes
objets de Sym (M(l))-Mod il faut encore vérifier que ’action de A est la méme. Par définition, ’action
de A sur F est donnée par la transformation naturelle p: A ® F' — F définie par

pur: @ AX)F(Y)— F(T).
T=XuY

D’un autre coté I’action de A sur I' o x(F’) est donnée par la transformation naturelle

Ns = Sz@ywx,y t Ao (I'ox(F))(5) = SI@yA(X) ® F(Y) — F(S) = (T o x(F))(S5).

Montrons donc que, pour un ensemble fini S, on a I’égalité
Ns = Hs-

Pour une décomposition S = X uY, et pour i 'inclusion Y c S, on a par définition

exy = @ x(F)(,g).
§:X—[d]

Mais (i, ) est une fleche entre Y et S dans Flg, ce qui donne x(F)(7,7) = N(; 5)- D’ott

oxy® @ Nupn= D Ws)leruryovi®F(i:Y »i(Y)).
§:X—[d] §:X—[d]

Or i(Y) est juste I'ensemble Y vu comme sous-ensemble de S donc on a i(Y) =Y, et par fonctorialité

F(i:Y -»i(Y))=F(id) = id.
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On obtient alors

XY = @ (,U'S)|v§®F(Y) = (HS)|‘ X@[d](Cmg@F(Y) = (,US)|
GiX

& Cw;eF(Y) = (,U'S)|A(X)®F(Y)-
§:X—[d] X

jeJ
En prenant la somme directe on obtient enfin

ns = @ XY = EB (MS)|A(X)®F(Y):NS~
S=XuvY S=XuY

On a donc bien montré l'égalité ns = ps, et donc que T' o x(F') et F sont les mémes objets de
Sym (M) -Mod. Ceci montre bien que 'égalité fonctorielle

Tox = IdSym(]\/l(l))-Mod

est vraie sur les objets.
De plus, pour o : F' - F’ une fleche dans Sym (M(l)) -Mod, on a par définition 1’égalité
TFox(o)=0

car pour tout ensemble fini S on a
(Tox(o) )S =0g.

Ceci montre que 1’égalité
To X = IdSym (M(l))-Mod

est aussi vraie pour les fleches, ce qui achéve donc de montrer 1’équivalence de catégories car les foncteurs
sont bien inverses 'un de l'autre. O

Corollaire IT1.28. Pour d=1, on a alors M = C et on obtient [’équivalence de catégories
Sym(C™) -Mod = Fonct ( FI,C-Mod ) = FI-Mod.

Ce corollaire est intéressant car la catégorie des FI-modules est plus simple a étudier que les catégories
des FI;-modules en général. En particulier, certains résultats ont déja été démontrés dans cette catégorie,
et peut alors essayer de transporter ces résultats via cette équivalence de catégories.
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