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Introduction

Dans le cadre de ma deuxiéme année de magistére a l'université de Stras-
bourg j’ai effectué un stage dans le département de physique théorique de 1’Ins-
titut Pluridisciplinaire Hubert Curien (IPHC). Ce stage était dirigé par M.
Rausch de Traubenberg que je remercie pour sa patience et ses conseils avisés.
En allant toujours plus loin que nécessaire dans ses réponses 4 mes nombreuses
questions il m’a permit de comprendre bien des concepts.

Mon travail & consisté pendant six semaines en une étude bibliographique. Le
but était, dans un premier temps, de bien comprendre la structure mathéma-
tique et de me familiariser avec les nouvelles notations qu’utilisent la relativité
restreinte et la supersymétrie. Puis dans un second temps j’ai démontré deux
théorémes classiques de physique des particules. Il décrivent chacun la structure
mathématique la plus générale que I'on puisse considérer pour une théorie : le
théoréme de Coleman et Mandula pour la relativité restreinte et celui de Haag,
Sohnius et Lopuszanski pour la supersymétrie.

J’ai fait ce stage avec deux camarades du magistére que je remercie pour ces
moments, parfois décourageants mais souvent droles, a s’arracher les cheveux en
essayant de déchiffrer les mystéres de la physique : Joris Castiglione et Guillaume
Woessner. Nous avons étudié les bases de la relativité et de la supersymétrie en-
semble avant de prendre des chemins différents.

Mon stage étant théorique j’ai choisit de faire mon rapport sous forme d’un
mémoire qui retranscrit tout ce que j’ai appris et dont la structure suit celle de
mon stage.






Chapitre 1

Relativité Restreinte

I Cadre de la relativité

I.1 Notations d’Einstein

On assimilera dans tout le document 'espace-temps a R13. Ses éléments se-
ront notés z = (z°, 21, 22, 23)! avec 2° = ct. On choisira de prendre la convention

c=1.

Soit V' un K-espace vectoriel, (e;) une base de V., W son
dual, et (') sa base duale associée. Un tenseur de variance (n,m) sur V est
une application multilinéaire de W™ x V™ — K. En dimension finie, un ten-
seur T' de variance (n,m) est alors noté T*'", , ou a; et b; varient dans
{0,1,...,dim(V) — 1}.

Par exemple les vecteurs sont des tenseurs de variance (1,0) et les formes
linéaires des tenseurs (0,1). Le quadri-vecteur A € R13 est alors vu comme
tenseur et est noté A* ou u est l'unique indice correspondant & la variance
(1,0). Alors p varie de 0 & 3 car A & quatre composantes et dim(R*3) = 4.

Soit la matrice n,, = I3 = diag(1,—1,—1,—1). C’est un
tenseur de variance (0,2). On nomme métrique de Minkowski la métrique en-
gendrée par le produit scalaire :

x-y=a'ny
Pour alléger les notations des opérations sur les tenseurs on utilisera les
notations d’Einstein qui permettent d’enlever les signes sommes :

3
A'B, = B, A" =) " A"B,
n=0
On note de plus, avec un indice en bas les éléments appartenant au dual (pour la

métrique de Minkowski) de ceux avec un indice en haut. On voit que la matrice
n permet de descendre (ou monter) les indices

_ 174
Ty = Nuvl



1

Comme 7~ =7, on a aussi

zt =n"x,.
On peut alors ré-écrire le produit scalaire = - y = " y"n,, = "y,.
On obtient enfin que

_ W v )
T = E xhe” = g TyuNuve  senote x=zx"e,.
Iz v

Pour un quadri-vecteur on défini une pseudo-norme par
| Al|? = A*A¥n,,. On peut alors distinguer trois cas :
— Si ||A||?> > 0 on dit que le quadri-vecteur est du genre temps,
— Si [|A||> <0 on dit qu’il est du genre espace,
— Si ||A||?> = 0 on dit qu’il est du genre lumiére.

I.2 Groupe et algébre de Lorentz, et leurs propriétés

Le groupe de Lorentz est défini par l’ensemble des transfor-
mations linéaires A préservant le produit scalaire, ¢’est-a-dire telles que

Az -Ay==x-y.
Ses éléments sont appelés les transformations de Lorentz.

Proposition 1.2.1. Les éléments du groupe de Lorentz vérifient
A'nA=n (ou AP Moo\, =M avec les notations d’Einstein)
Démonstration. On a, d’aprés la définition du produit scalaire, Vz,y € RM3 :

Az - Ay =y (Ax)'n(Ay) = a'ny
& o' (A'nA)y = z'ny

Donc on a bien AfnA = n O

Remarque. On voit alors que le groupe de Lorentz est O(1, 3). Comme det(A'nA) =
det(n) on a det(A) = £1. On appelle les transformations de Lorentz propres
celles de déterminant 1, c’est donc SO(1, 3).

Dans la suite on s’intéressera uniquement au groupe de Lorentz restreint, c’est-
a-dire les transformations de Lorentz propres telles que A% > 1 (appelées or-
thochrones car elles préserves ’orientation globale de l’espace-temps).

Notation. Par abus de langage on désignera par groupe de Lorentz ce groupe
restreint. On peut facilement montrer qu’il est engendré par les rotations dans
Pespace et les boosts de Lorentz, et on le note SOq(1, 3).

Les boosts de Lorentz sont des transformations de ’espace temps de paramétre
v et par exemple le boost selon la premiére dimension d’espace est de la forme

¥ —yv 0 0
—yv ¥ 0 _ 1
O



Proposition 1.2.2. Soit a présent une transformation de Lorentz infinitésimale
A*, =0 4+t ou 6%, est le symbole de Kronecker et €*, ~ 0. On a alors

1
6#1/ = 50‘)04,3(‘]a6)#y

(Ja,@)uy = nau(sﬂy - 77[3“501/
ot les (JQB)M,, forment une famille génératrice des opérateurs antisymétriques.

Démonstration. Comme A est une transformation de Lorentz elle vérifie
(6aﬂ + Eall«) Nap (561/ + Eﬁu) = Nuv
En développant et en négligeant le terme d’ordre 2 on obtient

Nup + €%MNaw + 77#[3561/ = Nuv
D’ou
€y = —Eup POUT  Epp = Nua€’y

Donc ¢, est un opérateur antisymétrique, on définit alors une famille généra-
trice des opérateurs antisymétriques sur R"3 par

(TP = 62,67, — 6° 6,

On peut donc écrire €,, = %wag(Ja*B)W avec weg = —wWge car il s’agit de
I'union des deux bases canoniques de cet espace, opposées I'une de 'autre.

On a alors par définition (JoP)H = nrd(JoP)s, = no1sh, — nfrse . dou le
résultat. (I

Notation. On note & présent J*? pour parler de Popérateur dont les coefficients
sont (J#) . On a de plus, (JO)H, = —(JP)H
Une algébre de Lie sur K est un K-espace vectoriel g muni
d’une application bilinéaire de g x g dans g, notée (x,y) — [z,y] et appelée
crochet de Lie, qui vérifie les propriétés :
— Anticommutativité :

Vx,y € g, [yax] = —[l‘,y]
— Identité de Jacobi :

Vo,y,2 €9, [z,[y,2]] + [y, [z, 2] + [z, [2,9]] = 0.

Notation. L’espace vectoriel M,,(K) muni du crochet [X,Y] = XY — Y X est
une algébre de Lie qu’on notera gl,, (K).

Pour tout K-espace vectoriel V', I’'ensemble des endomorphisme de V', End(V)
muni du crochet [z,y] = x oy — y o = est une algébre de Lie que nous notons
gl(V).

De plus, si V et de dimension n alors gl(V) et gl,,(K) sont isomorphes.

Proposition 1.2.3. Les opérateurs J*° satisfont les relations de commutation
suivantes avec le crochet de Lie standard sur les opérateurs :

[Jaﬁ7 J75] _ nﬂvJué _ navjﬂé + néﬁjva . néaJVﬁ



Démonstration. On calcule d’abord :
(Jaﬁ)up(Jvé)pV _ (nauaﬂp _ nﬁu(;ap) (nwdéy _ 775/)57”)
— naugﬁpnw(géu _ naucgﬁpnﬁp(;vu _ nﬂﬂ(gapnw(gﬁy + nﬁu(;apn&p(;vu
_ naun%@(géy _ naunéﬁ(gvu _ 775“777(1561, + nﬁunéa(;vy
On a alors :

B 8 — B 3 g B
(798,00 = (Jo0), ()0, — (O, (17,
_ na#nvﬁ(géy _ naunéﬁ(gwu _ 775“7770‘55V + nﬁunéa(;'vy
_ 77w77a6561, + nvunﬂ55ay + 176“770”5% _ 775#77%50;
— ,757 (7]0‘“551, _ 775”5“,,) — ™ (77’8#55” _ néu(gﬁy)
% (5, = n8,) = (176, — )
=0 (1) = (I (P = (7))

D’ou 'égalité
[Jaﬁ7 JW] _ nﬁvJué _ navjﬂé + nﬁéjva . naéJ%B

O

Définition 1.2.3. On voit donc que les J*? sont stables par crochet de Lie. On
peut alors définir I’algébre de Lorentz par la sous-algébre de gl(RY3) engendrée
par les opérateurs (J5).

On remarque que l'algébre de Lorentz est so(1,3).

Proposition 1.2.4. Il existe une application, nommé exponentielle, qui permet
de passer d’une algébre de Lie g a un groupe de Lie G. Si G est compact et
conneze, alors exp : g — G est surjective.

On remarque qu’elle n’est jamais injective.

Proposition 1.2.5. Soit g une algébre de Lie associé a un groupe de Lie G,
et E un espace vectoriel. Soit (E,p) une représentation de g, et (E,7) une
représentation de G, on a alors le diagramme suivant :

End(E) — > End(E)

Dans les cas que nous étudierons, ce diagramme commute.

Proposition 1.2.6. La fonction exponentielle définit une fonction continue
entre l'algébre de Lorentz et le groupe de Lorentz, et l’image de l’algébre de
Lorentz engendre le groupe de Lorentz.



Démonstration. On considére les matrices By(p) = exp(pJ°t) et R3(0) =
exp(6J*?). On calcule alors

0 ¢ 00 cosh(p) sinh(p) 0 0
0 00 sinh cosh 0 0
Bi(p) = exp “3 00 ol~ 0(@ o(@ 10
00 00 0 0 0 1
Et
0O 0 0 0 1 0 0 0
B 0 0 6 0] | 0 «cos(d) sin(d) O
R3(0) = exp 0 -6 0 0| | 0O —sin(d) cos(d) O
0O 0 0 O 0 0 0 1

On a directement que R3(f) correspond & une rotation d’angle 6 autour de ’axe
z, et on va maintenant montrer que Bj(y) est un boost de Lorentz dans la
direction Oz.

On cherche v tel que :

cosh(p) = (1 — (%)2)
sinh(¢p) - (1 — (%)2)71

Et on a directement que v = —ctanh(y). On dit que la transformation se fait a
la rapidité ¢

On a donc, par des raisonnements similaires, que 'image de so(1, 3) contient les
3 rotations et les trois boosts de Lorentz principaux, I'image de so(1, 3) engendre
donc SOq(1, 3).

Enfin, la fonction exp étant continue sur ’ensemble des opérateurs linéaires, on
a bien que sa restriction a l’algébre de Lorentz est continue. g

Proposition 1.2.7. Loi de composition des vitesses

Soit R un référentiel galiléen et R’ un référentiel en translation rectiligne et
uniforme par rapport a R selon l'aze Ox a la vitesse u. Alors si v’ est la vitesse
d’une particule selon 'aze Ox dans le référentiel R', sa vitesse dans le référentiel

R sera ,
U+ u

14wy

C

Démonstration. On note By(y) est la transformation de Lorentz reliant le
référentiel R au référentiel R’ pour u = —ctanh(yp). De méme, on note Bi(¢’)
est la transformation reliant le référentiel R’ au référentiel propre de la particule.
Alors celle reliant R au référentiel propre est

Bi(¢) = Bi(¢)Bi(¥)
On a les égalités :
cosh(¢) = cosh(y) cosh(’) + sinh(¢) sinh(¢") = cosh(p + ¢')
et

sinh(¢) = cosh(y) sinh(¢") + sinh () cosh(¢’) = sinh(p + ¢')

10



On en déduit que By (p).B1(¢’) = Bi(p + ¢'), et donc :

tanh(y) + tanh(¢’) w4
1 + tanh(p) tanh(¢’) 1+ &

v = —ctanh(p + ¢') =

On trouve bien la formule de composition des vitesses voulue. Il

Proposition 1.2.8. On note J' = J7* avec i, j, k en permutation circulaire et
K= J% on a alors les relations :

— [J5, g7 = gk
— [J4, K7] = K*
— [K', K7] = —JFk

Démonstration. Montrons une des égalités, les autres se montrant de maniére
analogue.

_ 777]6ka o n]kJ] . nikJ’i o niij:k
= Jk
(]

On va maintenant complexifier ’algébre, mais on gardera en téte que notre
algébre est en réalité réelle.

Proposition 1.2.9. Notons les matrices
A 1
NI = i(ﬂ +iK7) et N’/ = §(JJ —iK7).
On peut facilement retrouver l’algébre réelle en gardant en téte que les deux sont

conjuguées complexes l’'une de l’autre. Pour i,j,k en permutation circulaire,
obtient les relations :

— [N, Ni] = N*
— [N, NT] = N
— [N N =0

Démonstration. On calcule

(N NI = L ([ ) - [ K9] i [0 K9] i[5, 59))

S

1
=5 (S J5 ik +iK")
= Nk
Et de méme

[N, N9) = § (7% + J* — iK* —iK*) = N*

[N',N7] == (J* = J* +iK* —iK*) =0

W~ =

11



On a donc trouvé deux maniéres de représenter 1'algébre de Lorentz, et en
posant M (resp. M) ’algébre de Lie engendrée par les N* (resp. N?), on voit
que s0(1,3) ~ M @ M en tant que algébre de Lie.

Enfin, on montre (par exemple en prenant la base canonique de sl(2,C)) que M
et M sont tous deux isomorphes & s[(2,C) en tant qu’algébre de Lie.

Le tenseur de Levi-Civita, noté € est le seul tenseur antisy-
métrique de ’espace de Minkowski tel que cg103 = 1.
De maniére plus explicite,

- [ sgu(o), avec o la permutation puvyd  si WEtEVEYES
e =0 sinon

Un opérateur de Casimir d’une algébre est un opérateur qui
commute avec tous ses éléments.

Proposition 1.2.10. Les opérateurs Q1 et Qo sont des opérateurs de Casimir
de l'algébre de Lorentz pour

— Qu= S = (T2 (T2 4 (JP)? = (KY)? - (K2)? — (K°)?

— Q2= 1Eupo I P =2 (JIK 4+ JPK? + J3K?)

Démonstration. Il suffit de le montrer pour les générateurs de l'algébre de
Lorentz, et on ne démontre pas toutes les égalités, les calculs étant similaires.
En utilisant la formule [AB,C] = A[B,C] + [A, C] B, on obtient :

(@1, %] = [J'TY, J2] + [J3J3, J?] + [K'K*, J?) + [KPK3, J?]
=SB+ BB - - KK - KK+ KK+ K'K?
=0
et
% (Q2, J?] = [J' K, J?] + [JPK3, J?]

— _Jl [J2,Kl] + [Jl,ﬂ] Kl —J3 [J2,K3] + [J3,J2] KS
— +JIK3 4+ BKY — BKY - JUK3
=0

I.3 Groupe et algébre de Poincaré

Lemme 1.3.1. Les transformations linéaires préservant une forme bilinéaire
préservent aussi la forme quadratique associée, et inversement.

Démonstration. La premiére affirmation est immeédiate, pour la seconde on
a:

Soient z,y € R'3, b une forme bilinéaire, ¢ sa forme quadratique associée, et A
une transformation linéaire de R!3 préservant ¢, alors sachant que

q(z +y) = q(z) + 2b(z,y) + q(y)

Si A préserve ¢, A préserve également b(z,y) = 3 (q(z +y) — q(z) — q(y) O

12



Le groupe de Poincaré est défini par [’ensemble des transfor-
mations affines de 'espace-temps RY3 qui préservent la norme au carré associée
au produit scalaire :

lz = ylI* = (z —y) - ( —y)
Il correspond auz transformations A telles que ||[Ax — Ay||? = ||x — y||?, et on le
note ISO(1,3).

Remarque. Comme pour le groupe de Lorentz on considérera dans la suite que
les transformations propres orthochrones (telles que det(A) = 1 et A% > 1). On
obtient alors le groupe de Poincaré restreint 1.50y(1, 3).

Par abus de langage on désignera encore par groupe de Poincaré le groupe
restreint.

Théoréme 1.3.2. Le groupe de Poincaré est bien un groupe, engendré par le
groupe de Lorentz et les translations. On remarque alors que le groupe (restreint)
de Poincaré est 1SOq(1,3) = SOp(1,3) x RL3,

Ses éléments seront notés (A,a) ot A est une transformation de Lorentz et a le
quadri-vecteur directeur d’une translation. La transformation s’écrit alors pour
X dans RY3, (A,a)(X) = AX +a.

Démonstration. On voit clairement que 1.50(1,3) contient le groupe de Lo-
rentz et les translations. On va montrer que (A,a) o (A’,a’) reste de la forme
(T, 0).
Soit X € R3, alors
(A,a) o (X, a')(X) = (A,a)(A'X + )

=AANX+d)+a

= (AN)X + (Ad' +a) = (AN, Ad’ + a)(X)
D’ou le résultat pour I' = AA’ et b = Aa’ 4+ a. Donc le groupe de Lorentz et les
translations engendrent bien un sous-groupe de celui de Poincaré.
Il reste & montrer que ces transformations sont les seules. Soit A une trans-
formation affine qui préserve d, on va montrer que A = (A’,a) avec A’ une
transformation de Lorentz et a une translation.
Onposea =A0et A=A — (Id,a), alors A = (A’,a). On voit que a est la par-
tie translation de A et que donc A’ est une transformation linéaire. On calcule
ensuite

q(A'z) =[Nz = 0] = Az — al* = [|Az — AO|]* = [lz = 0]]* = g(=)

Donc A’ préserve la forme quadratique associée au produit scalaire, et d’aprés le
lemme|[.3.1} A’ (qui est linéaire) préserve également le produit scalaire. Donc A’
est bien une transformation de Lorentz ce qui achéve de prouver le théoréme. [

On définit ensuite ’algébre de Poincaré comme ’algébre en-
gendrée par les générateurs de l’algébre de Lorentz so(1,3) notés JH et les
générateurs des translations notés PP, Les crochets de Lie sont donnés par

[Jaﬁ7 J’Yis] — nﬁvJat? _ navjw + néﬂjva _ TléaJ'yB
[JH, PP] = nVP PH — P PV
[P", P¥] = 0.

13



II Représentations des algébres de Lorentz et Poin-
caré

II.1 Représentation différentielle

Une représentation de groupe ou d’algébre est la donnée
pour un groupe ou une algébre G, d’un espace vectoriel V et d’une application
m: G — GL(V) qui est un homomorphisme de groupes ou d’algébres.

Remarque. Représentation vectorielle de 1’algébre de Lorentz

On a vu sans le dire que les matrices qui donnent ’action d’un boost de Lo-
rentz ou d’une rotation sur un quadri-vecteur de l’espace-temps engendrent une
représentation matricielle de ’algébre de Lorentz.

Proposition I1.1.1. On considére le couple (7, E) ou E = C*(R3 R) et  est
Uapplication de ’algébre de Poincaré dans GL(E) définie par :

T(Juw) = Ly = 2,0, — 2,0,
w(P,) = —0,.

C’est une représentation de l’algébre de Poincaré appelée représentation diffé-
rentielle.

Démonstration. On montre que 7 est bien un morphisme d’algébres de Lie,
donc qu’il préserve le crochet de Lie. Pour cela on montre que les générateurs
L,, et —0, vérifient les relations de ’algébre de Poincaré. Le premier crochet
est simple & vérifier d’apreés le théoréme de Schwartz :

[ (P*), m(P")] = [=0"* 0, =0 05] = 0" *0"* [0, D3] = 0
Le deuxiéme se montre aussi avec le théoréme de Schwartz :
(L 7 (PP)) = = " (2085 — 250a) - 0o + 0700 8, - (€00 — 150a)
= +T]pa7]ua7]ﬁy [*xaagag + ﬂigaaag + 5,7@(95 + xa&,ag - 5053a - $5agaa]
0o P 85 — P70, D
= —n'en”m(PY) + "7 n, m(P")
= P R(P") = 1" n(P)

Pour le dernier on utilise le calcul intermédiaire :
[l‘aaﬂ, xvo”n;] = xa65765 +$al‘78385 —xvémgaﬂ —xvl‘a&;&B = xaém&s — x76a585
On a alors
[L*, LP°] = eyt nPIne (€003 — 304, €405 — 250)
= PP 0% (200505 — 1400508 — L0005 + 105500
— ma(55587 + x5(5a78/3 + xgéa(;c% — xg(igvaa)
= n“anﬁynp’y’l]&o( 557(@165 — x504) + 6a5(x567 — l‘waﬁ)
+ bary (2508 — 205) + 0p5(270a — Ta0y) )

= 0’70 Lags + 07 00" L, + 000" Lsg + 10" Ly
_ npuLua _ ,',’[Lle/O' + nVULpu _ ,',’;w'LpV

14



On retrouve bien la relation
[Jaﬁ7 J'yé] — ,r],ﬁ'yJouS _ na'yJﬂé + néBJ'ya _ néaJ’y,B
O

Proposition IL.1.2. En composant par la fonction exponentielle, les w(PP)
engendrent les translations de fonctions, c’est-a-dire que

Va e R"  exp(a’n(P,))(f)(z) = Taf(z) := (- + a)(z)

De méme, les LM engendrent les rotations et boost de Lorentz de fonctions.
C’est-a-dire que si A est la transformation de Lorentz associé a L on a

exp(L)(f)(x) = f(Ax)

Démonstration. On ne montre que le premier résultat, les autres étant ana-
logues, mais avec des calculs plus compliqués. Soit = = (2, 21,22 2%) € RL3,
en supposant que f est égale A sa série entiére on a

explan(P))()(x) = exp(~a 240 ()(2)
=3 0% )

n!
neN

= o )

n!
neN

= f(-+a)(z)

I1.2 Représentation spinorielle de Dirac

Une algébre de Clifford réelle Cl, o(R) est l’algébre associa-
tive unitaire engendrée sur R par p + q éléments a* qui vérifient :

{a",a"} = 21 g)
L’algébre de Clifford compleze Cl, ,(C) n'est autre que Cl, 4,(R) ® C.

On va définir des matrices v* qui engendrent une algébre de Clifford puis
des matrices v*¥ qui engendrent une représentation de 1’algébre de Lorentz.

Les matrices de Pauli sont les matrices o* avec :

o (10 L (01 s (0 —i s (1 0
2= =) =G Y) 6

0

On utilise les notations ° = o et 6' = —c' et on appelle

matrices de Dirac les matrices

Enfin on définit aussi



Proposition II.2.1. Les matrices v* engendrent une représentation d’algébre
de Clifford, avec la relation {y",~v"} = 2n*. De plus, les matrices ¥ vérifient
les relations de l’algébre de Lorentz.

Démonstration. Pour ’algébre de Clifford on a

v oto? +ovot 0
(" }=< 0 S )

ota? + ovat
Or un calcul montre que

Id, st p=v=
ota? = —Idy st p=v#0
—oYo! st w#EvU
Donc on a bien {y#,4"} = 2nH".
Pour l'algebre de Lorentz, on calcule déja
4"y = [y = A ]
e G e Balle e ko allte B e s Slo e o i
= = = At
*WWV+WWW+WfW*VWW
= 29Hn® = 29— 20T 4 2p At
= 4™y —n*'yY)

Donc [y"¥,v%] = n®~#* — n**~¥. On en déduis alors
v AP

([ [, 7] + [, 1, +°1))

»J>M—*

[y, y*P] =

1
4
= —% ([, —n"”’v“ + 0y = [V At =)
— nﬁl/,ycw WBH nal’,yﬁu + namyﬁy
Ce qui est bien la relation définissant ’algébre de Lorentz vue dans la proposition
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Définition 11.2.4. Les spineurs sont des éléments du revétement double de l’al-
gébre (ici de Lorentz) sur lesquels on va définir une action de l’algébre so(1, 3).

Deéfinition 11.2.5. La représentation spinorielle de Dirac de l’algébre de Lo-
rentz est le couple (p, F) ou F est l’espace des spineurs, et p est Uapplication de
lalgébre de Lorentz dans End(F) définie par p(JH) = vV,

Dit de maniére plus concréte, dans cette représentation ’algébre de Lorentz
agit sur les spineurs par la matrice v*.

Notation. Notons la matrice
0
0.1_2 3_ —0 0 _ 7Id O
Vs =YY YTy (0 Jo)—< 0 Id
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Proposition I1.2.2. La représentation spinorielle de Dirac est réductible.

Démonstration. On va, en effet, montrer que les sous-espace

0\ /o 1\ /0
ol [o o [1

F‘<1’o>etG_<0’0>
o/ \1 o/ \o

sont stables par 'action de y*?. La preuve sera faite uniquement pour F, celle
pour G étant clairement similaire. Tout d’abord notons que <5 anticommute
avec tout les v* car on a

0 —o* 0 ot
Yyt = <au 0 ) et Yv5 = <—a“ 0)
En utilisant la formule
[[A,B],C] ={A,{B,C}} — {B,{A,C}}

On en déduit que v5 et v*¥ commutent, :

A vs) = [ 7" vs] = 0 0 s — 19 {0 3 =0

0 d 0
On prends alors un spineur quelconque de F : 2 et on note ]ec = 0B 2
b g b
Alors on a a la fois
0 d —d
o |0 e —e
Y5y a =5 f = f
b g9 9
et
0 0 0 d
0 0 0 e
aff _ aB _ ~afB _
V5Y al =7 Bl T al = | f
b b b g
0 0
vos ap |0 0 , .
Donc d=e =0, d’ou vy ol = f et I’espace F' est bien stable. O
b 9

II.3 Représentation spinorielle de Weyl

Nous allons alors construire une représentation irréductible : la représenta-
tion spinorielle de Weyl.

On définit les spineurs de Weyl A\ et Xgr G partir des spi-
neurs de Dirac 1p de la maniére suivante :

(AOL) - %(1 ~%)vp et (XOR> = %(1 +795)9p
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De maniére concréte, il s’agit de la projection du spineur de Dirac sur ses
deux premiéres (resp. derniéres) composantes.
Remarque. \;, (resp. xg) se transforme sous l’algébre de Lorentz & partir des
matrices
1

1
ot = 1(0“6” —o¥g")  (resp. a" = 1(6“0” —avat)).

En effet on peut calculer :

—_

Y = = (Y =)
1 0 o0 o”\ (0 o”\ (0 o*
4\ \o* 0)\a" O a” 0 )\a" 0
(o 0
L0 o
Notation. On considéres les matrices M = exp(2w,, ") et M = exp(5w,,0"").

De plus pour ¢ allant de 1 & 3, on note 6; = wj; (en permutation circulaire) et
Pi = Wosi

S

Proposition I1.3.1. On a les relations

i~ 1 - > 1
M = exp <20~62g5-5) et M = exp <;9-5+2<ﬁ'6)
Démonstration. La preuve est faite pour M, les calculs étant analogues pour
M. On commence par calculer o# = —¢g"* (pour u # v car sinon c’est trivia-
lement nul) :

— Sipu=0,alorsv#0etona

1 1 1 1
Ov __ Z(;0-v  v=0\_ Z/(zv _ _vy_ “=v__ .V
o’ = 4(0 ) (¥ —a") 50 57
— Si v =0 on a directement
o0 — _50m — +10-/‘
2
— Si p# 0 # p, comme 0’0" — oo’ = 2ic* on a
1 o 1 o o ;
o = 1(0’? —ol5") = 71(70205 +olo") = f%ak
On peut alors calculer
1 ) - 1 . i 1 . 7
§wwa”” = wpio”t + w0t = —50'1(,001‘ — iakwij = —50’90,» — Eaka
D’ou le résultat )
1 " i o 1,
SWu @ :f§0~af§g0~a

O

Ainsi, M € SL(C) agira sur les spineurs gauchers Ay, et M € SLy(C) agira
sur les spineurs droitiers xr.
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Proposition I1.3.2. Les matrices M* et M sont équivalentes :
2M*(0?)"L = M

Démonstration. On remarque déja que
0_20_1‘(0_2)71 — gt

On peut alors calculer

o?M*(0?)™! = o2exp (—i—
2

]

On en conclut que les spineurs gauchers sont dans la représentation complexe
conjuguée de celle des spineurs droitiers , et inversement.

On définit maintenant les matrices

1 . 1 _
N’:i((ﬂk—!—iaoz) et lei(o*]k—ia(”)

Proposition I1.3.3. On a alors les égalités

1

Ni=——¢' e N'=0
2
Démonstration. On a montré que 07% = —Lo et 0% = —1o%. Il s’en suit que
R -
Et de méme N’ = 1 (—40' + £0%) =0 O

Remarque. Si on avait défini les matrices N et N & partir des 7, on au-

rait obtenu N* = 0 et N* = —%o?. On voit donc que les spineurs droitiers et

gauchers donnent chacun une matrice parmi N* et N* ce qui redonne bien la dé-
composition de 1’algébre de Lorentz que ’on avait trouvé dans la représentation
vectorielle.

I1.4 Représentation spinorielle de Majorana

Un spineur de Majorana ¥y est un spineur de Dirac tel
que

;2
Vi = By, avec B =iy? = (0 9 zg )

10

Proposition I1.4.1. I] existe de tels spineurs et ils sont de la forme

_ (4
Vu = <¢R = —Li<721/JZ)
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Démonstration. On calcul d’abord
x o 0 ’L'O'Q ’(/JL o —i021/JL
Vi = B = (—i02 0 ) (¢R> B (z‘a%R

Ym = B*Yy = B* By
Donc les spineurs de Majorana existent si et seulement si B*B = 1, ce qui est
le cas. On peut donc calculer

(z/;;) = ar = B}, = (_Zig%i)))

Yp = —io?(Yr)*

On a alors

D’ou 'égalité

O

Proposition 11.4.2. Le spineur conjugué de charge d’un spineur de Dirac ¢ p
est % = —ir0v? (wTD%)t. Alors un spineur de Majorana est égal a son conjugué
de charge : V5, = Y

Démonstration. On calcule
U5 = =i’V ()"
= —i7"v* (70)"¥3s

R
(s ) (e)

- <—i0;/}(L¢L)*)
=tum
|

Notation. On utilisera & présent la notation de van der Waerden pour les
spineurs droitiers et gauchers :

oo = () = (3] avee by = ¢

Proposition I1.4.3. Pour un spineur de Majorana cela donne vy = (ig)

Démonstration. Un calcul montre que
2 a _ —b
()= ()
On a donc, comme ic? est réelle
X& = —i0?(N\a)* = (=i0?A0)* = (%P p)" = (\)* = \¥

Ce qui donne la proposition. (I
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Pour rester cohérent il faut que les notations des matrices deviennent

12 Ghao , O,uuaﬂ , 5_;11/04.

En effet, pour un spineur de Majorana on a l'égalité \, = ic?(A\%)* qui
donne pour les indices A\, ~ 0% 4 A%; d’oi la premiére notation. La deuxiéme
vient de ’analogue pour les spineurs droitiers. On a aussi

oM — E(Juarv —oV5M) = }(Ju P _ g _5u67) — ghv Y
4 4" ap of >
On obtient alors la troisiéme notations et la quatriéme est analogue. Ceci est
cohérent car les spineurs gauchers se transforment par les matrices o#¥” qui ne
contiennent donc pas d’indices pointés, et inversement pour les spineurs droi-
tiers.
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Chapitre 2

Théoréme de Coleman et
Mandula

Jusqu’a présent on a utilisé les conventions des mathématiciens, dans cet
section on utilisera les conventions physiciennes. On a fait ce choix car on uti-
lise maintenant des opérateurs hermitiens qui agissent sur un espace de Hilbert,
et les conventions sont alors plus adaptées. Voici les principales différences :

Conventions mathématiciennes

Conventions physiciennes

On définit une R-algébre par
g:=(T1,...T,) avec
des coefficients réels f,, ¢ tels que
[Ta, To] = fop“Te
et par l'identité de Jacobi.

g € g< 30“ € R” tel que g = 04T,

Le groupe de lie est donné (ici) par
G = exp(g)

Si on veut que G soit unitaire on a :

GiG=Ild=g¢l =—g=TI=-T,

On définit une R-algébre par
g:=(Ty,...T)) avec
des coefficients réels f,, ¢ tels que
(T2, T3] = i, T2

c

et par lidentité de Jacobi.
g € g & 30> € R™ tel que g =0T,

Le groupe de lie est donné (ici) par
G = exp(g)

Si on veut que G soit unitaire on a :

GlG=Ild=g'=—g= T/ =+T!

Avec les conventions physiciennes l'opérateur impulsion est P* =

—i0,. Sa

valeur propre est p* le quadri-vecteur impulsion, donc la valeur propre de 'opé-
rateur P, P* est p,p*. On remarque que pour une particule massive de vitesse

v, on a
i (1)me
Y(v)m
Et donc dans le référentiel propre (ot v = 0) on a p,p* = m?2. Donc pour une
particule massive la valeur propre de I'opérateur P, P* est m2.
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Notation. On utilisera dans la suite la convention physicienne : on notera
P* Topérateur impulsion de valeur propre p*, le quadri-vecteur impulsion. Et
donc la valeur propre de I'opérateur /P, P est \/p,p” qui vaut la masse de la
particule dans le cas massif.

Définition .0.1. On appelle couche de masse ’ensemble des quadri-vecteurs
impulsions dont la masse une valeur donnée. Par exemple la couche de masse
m est l'ensemble des quadri-vecteurs impulsion p tels que \/p,p" = m. De méme
deuz impulsions p et q appartiennent & la méme couche de masse si \/p,p* =

Vgt

Nous allons maintenant énoncer et démontrer le théoréme de Coleman Man-
dula valable dans les conditions générales de la mécanique quantique relativiste.

I Enoncé du théoréme

Définition 1.0.1. La matrice S est la matrice unitaire qui relie deux ensembles
d’états de particules asymptotiquement libres dans l’espace des états physiques ;
ou de maniére équivalente, qui donne I’évolution d’un état du passé distant (—oo)
au futur distant (+oo)

Définition 1.0.2. Un générateur de symétrie est un opérateur hermitique tel
que
— Il commute avec la matrice S
— Il envoie les états d’une particule sur les états d’une particule
— Son action sur les états d’un ensemble de particule est la somme directe
de som action sur les états de chacune des particules

Remarque. Le commutateur de deux générateurs de symétrie est un générateur
de symétrie.

Proposition 1.0.1. Les opérateurs P* et J*¥ sont des générateurs de symétrie.

Deéfinition 1.0.3. Un générateur de symétrie interne est un générateur de sy-
métrie qui n’est pas une symétrie de l’espace temps. Il commute avec les P* et les
JHY et qui agit sur tout état physique par une matrice hermitienne indépendante
de l'impulsion ou du spin.

Théoréme 1.0.2. Théoréeme de Coleman Mandula
On suppose que :

1) La structure mathématique sous-jacente est une algébre de Lie d’opéra-
teurs qui agissent sur Uespace temps R13,

2) Pour tout entier M il existe un nombre fini de types de particules de
masse inférieure & M,

3) Tout état d’un couple de particules subit des réactions a toutes les éner-
gies, sauf éventuellement un ensemble isolé d’énergies,

4) Les amplitudes de toute diffusion élastique d’un couple de particules, sont
des fonctions analytiques de l’angle de diffusion, pour presque toutes les
énergies et tous les angles (sauf un ensemble isolé),

5) Les générateurs de l'algébre agissent sur les états physiques par des ma-
trices dont les coefficients sont des distributions.

Alors les seules algébres de Lie composées de générateurs de symétrie possibles
sont celles engendrées par les P*, les J*¥ et d’éventuels générateurs de symétrie
interne.
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IT Structure de la démonstration

La démonstration sera faite par étapes :

Dans une premiére partie on s’intéresse au cas ou tous les éléments de 'al-
gébre commutent avec 'opérateur impulsion P*. On veut utiliser un théoréme
classique de décomposition d’algebres de Lie, et pour cela on construit un iso-
morphisme entre les générateur de l’algebre et la partie de trace nulle de leur
action sur les états d’un couple de particules. On déduis de cet isomorphisme
que l’algébre est toujours de dimension finie, puis on obtient une décomposition
de l'algebre en somme directe de plusieurs algébres u(1) et d’une algébre semi-
simple compacte.

Dans une deuxiéme partie on décrit tous les opérateurs de 1’algebre, toujours
dans le cas ou elle commute avec 'opérateur P*. On commence par décrire
les générateurs des algébres u(1) puis on résonne de maniére analogue pour les
autres.

Enfin dans un derniére partie on considére le cas général ou des opérateurs
peuvent ne pas commuter avec 'opérateur P*. On décrit d’abord 'action de
ces opérateurs, et on regarde dans quels cas elle n’est pas triviale. On conclut
en décrivant ces actions, donc les opérateurs, d’abord dans le cas ou la théorie
comporte des particules de masse non nulle, puis dans le cas non massif.

IIT Cas ou l’algébre commute avec l'opérateur
impulsion
On suppose dans un premier temps que l'algébre de Lie considérée £ ne

contient que des éléments qui commutent avec les opérateurs impulsion P,. On
note B, des générateurs de cette algébre.

Notation. Un état d’'un ensemble de particules est ici noté

lpm,qn,...),

ou p est le quadri-vecteur impulsion de la premiére particule dans cet état, g
celui de la deuxiéme... Et de méme m,n ... sont des indices qui représentent
d’autres nombres quantiques ou le type des particules (de masse /p”p,), qui
sont donc discrets.

Notation. On désigne par b,(p) la matrice hermitienne finie (car d’aprés la
hypothése 2) du théoréme il y a un nombre fini d’états, on le note t) qui définit
I’action de B, sur un état d’une particule d’impulsion p :

B, [pm) = Z( ba(p) Jmrm |pm)

m/’
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Pour un ensemble de particules on obtient alors
By lpm,qn,...) = Z ( bo(p) )m,,m lpm/, qn,...)

+ Z( ba (@) Jnin [pm,gn/,...)
+ ...

Proposition II1.0.1. Pour une impulsion p fizée, l'application © qui 6 B,
associe la matrice by (p) définit un homomorphisme d’algébres de Lie. Alors
le couple constitué de l’espace des états physique et du morphisme 7 est une
représentation de lalgébre L.

Démonstration. Si on note
[Ba, Bgl = iC'a,BWB,Y7

alors on a aussi
[ba (), bs(p)] = iC\, 5" by/(p).
Et on obtient bien
7([Ba, Bgl) = w(iC, 5" By) = iC,5" by(p) = [ba(p), bs(p)] = [7(Ba), 7(Bgs)]

O

III.1 Théoréme de décomposition

Le but de cette premiére partie est de trouver une maniére d’utiliser le théo-
réme de décomposition suivant. On rappelle que u(1) est une algébre de dimen-
sion 1 correspondant aux imaginaires purs.

Théoréme I11.1.1. Toute algébre de Lie L composée de matrices hermitiennes
finies se décompose au maximum ainsi :

L=ul)®---ou(l)eC
avec C' une algébre de Lie semi-simple compacte (définitions en annexe).

Remarque. On admet ce théoréme assez connu.

On aurait alors intuitivement envie d’appliquer le théoréeme[[TI.1.1)a I’algebre
engendrée par les b, (p). Mais on ne pourra rien en retirer car le morphisme 7
n’est pas nécessairement un isomorphisme. En effet, si 7 avait été un isomor-
phisme, on aurait eut 'implication suivante :

S’il existe des coefficients ¢* et une impulsion p tels que > ¢*bo(p) = 0 alors
pour toutes les impulsions k on a ) c*by(k) = 0. Ce qui est équivalent a
Y a ¢*Ba =0, et donc les B, sont liés.

Or il arrive que I’hypothése : il existe des coefficients ¢* et une impulsion p tels

que Y. c®ba(p) = 0, soit vérifiée sans que les B, ne soient liés. Par exemple
on peut prendre un quadri-vecteur p donc la composante spatiale est nulle, et

25



des coeflicients nuls sauf pour deux rotations de ’espaces (qui appartiennent a
Palgebre de Lorentz). On prends alors des coefficients opposés pour ces rotations
et on obtient ’égalité sans qu’elles soient liées.

L’application 7 n’est donc pas un isomorphisme, et appliquer le théoréme &
Palgébre engendrée par les b, (p) ne nous sert a rien.

I11.2 Construction d’un autre morphisme
Pour des impulsions p et q fizées, on défini l’application
p: L — M(C)
By = ba(p,q)

0t bo(p, q) est la matrice qui défini 'action de B, sur les états d’un couple de
particules d’impulsions p et q.

D’apres la définition de générateur de symétrie 'action de B, sur un couple
de particule est la somme directe de son action sur chacune des particules. On
a donc le formule

p(Ba) = (ba(pa q))m’n’,mn = (ba (p))m/mén/n + (ba(Q))n/n57rL’m
On montre comme précédemment que v est un homomorphisme d’algébre de
Lie, il définit donc une autre représentation de l’algébre L.

Proposition II1.2.1. La matrice S est invariante par diffusion élastique (ou
quasi-élastique) d’un couple de particules d’impulsions p et g en un couple de
particules d’impulsions p' et ¢’ dans la méme couche de masses, c’est-a-dire

telles que \/pip, = \/p'"p,, €t \/q"q, = \/q"q,-
Notation. On remarque ensuite que la matrice S, S(pm,qn — p'm’,¢'n’) est
de taille ¢ (la méme que b(p,q) et b(p',q')) et qu’elle conserve la somme des
impulsions. Elle s’écrit donc :

S(pm,qn — p'm’,¢'n') = ' (W' +¢' —p— ) (S®', 50, 9)) s (2:1)
avec 6*(p' + ¢’ — p — q) la distribution de Dirac.

La proposition implique alors 1’égalité

ba (', d)SW' d'sp,0) = S, d's v, )b (D, q)

Lemme IIL.2.2. Pour presque toutes les impulsions p' et ¢’ dans la méme
couche de masse que p et q et telles que p' +q' = p+q, la matrice S(p',q'; p, q)
est inversible et donc les matrices b, (p’,q') et ba(p,q) sont équivalentes.

Démonstration. On admet que les hypothése 3 et 4 du théoréme de Coleman
et Mandula et le théoréme optique assurent que pour presque toutes les impul-
sions p, q et p’, ¢’ dans la méme couche de masse et telles que p+q =p + ¢/, la
matrice S(p’,¢’;p,q) n’a pas de singularité. Elle est donc inversible.

Sous ces hypothéses on peut alors écrire

ba (@, d) = S, d'sp, )ba(p,0)S(,q'sp,0)

et on voit b, (p’,q') et by (p, q) sont des matrices équivalentes. O
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Corollaire. Si pour des impulsions p et q fizées on a )y, c“ba(p,q) = 0 alors
on aura Y, c*bo(p',q') = 0 pour presque toutes les impulsions p' et ¢’ dans la
méme couche de masse que p et q et telles que p’ +q¢ =p+q.

Le corollaire découle immédiatement du lemme, et on a alors pour tous
entiers m,m’,n et n’ I'égalité :

Z c® (ba(p/a q/))m/n/7mn = Z Ca((ba(p/))m’m(sn’n + (ba(q/))n’ném’m) =0

«

Comme les coefficients de b, (p’) sont différents de ceux du delta associé, et de
meéme pour b, (q’), cette égalité implique la propriété suivante :

Proposition I11.2.3. Si pour des impulsions p et q fizées on a ), c*ba(p,q) =
0 alors les matrices ) c*bo(p') et Y, c*ba(q") sont des multiples de la matrice
identité. De plus, les coefficients de proportionnalités sont opposés.

Cependant ces deux sommes ne sont pas nulles pour autant, or c’est de ce
résultat dont nous aurions besoin. Pour contourner ce probléme on va observer
la partie de trace nulle de ces matrices.

II1.3 Partie de trace nulle

Sous I’hypothése que p’ et ¢’ appartiennent & la méme couche de masse que p
et g, et que p'+¢' = p+ ¢ on a montré que b,(p, q) et b, (p, ¢) sont équivalentes.
Elles ont donc méme trace. On a alors

TI‘( (ba(p/))m’m6n’n+(ba(q/))n’n6m’7n ) = TI‘( (ba(p))m’mén’n"'(ba(Q))n/ndm’m )
D’ou

N (/4uq") Tr(ba(p") + N (\/pup”) Tr(ba(q))

= N(\/ qu#)Tr(ba(p)) + N(\/ pup#)Tr(ba(Q))

Avec N(w/quql‘) la multiplicité des types de particules de masse /g,q". Ceci
donne alors

T(u(p) | Trald)) _ Tr(balp) | Tr(balg)
N(vpup")  N(Va.a®) N(vpur™)  N(V/a.d")

Pour que ceci soit vérifié dés que p’ + ¢ = p + ¢ il faut que la fonction
Tr(ba(p))/N(,/p#pH) soit, du premier degré en p. Donc il faut qu’il existe des
coefficients (réels) a” indépendants de p et un terme constant K tels que :

Tr(ba(p))
N (vpup”)
On va supposer que le terme constant K est nul, car dés que le modéle phy-
sique contient des transformations ot le nombre de particules n’est pas conservé
ce terme doit disparaitre. Or cette situation est trés courante, et de plus, laisser
ce terme constant ne changerait au final que ’action de générateurs de symétrie
internes, et non pas la structure de la démonstration.

= agpu + K (2.2)
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On défini de nouveauz générateurs de symétrie par :
B# .= B, — a\'P,
On défini aussi, pour une impulsion p fixée, I’homomorphisme d’algébres de Lie

w : L — Mt((C)

Ba = bE(p) (23)

ot b7 (p) est la matrice qui donne Uaction de B¥ sur une particule d’impulsion
p.

Remarque. On devrait normalement montrer que BY est bien un générateur
de symétrie, mais c’est clair car B, et P, en sont. Et ¢ est bien un homomor-

phisme d’algébre de lie pour les mémes raisons que précédemment, il définit
donc aussi une représentation de 1’algébre L.

On a alors 1’égalité suivante :

Trb. (p)
N (VPup")

Celle-ci implique que la matrice b7 est de trace nulle, et que donc ¢ est un
homomorphisme de £ dans I’algébre des matrices de trace nulle sl;(C).

n'n

®E®),,., = (balp),, —

Proposition IT1.3.1. Les opérateurs B satisfont les mémes relations de com-
mutations que les By :

{Bf, B;ﬂ = iC,, B¥

Démonstration. Comme, par hypothése, B, commute avec les P, on peut
calculer :

|B%,B%| = [Ba — aliP., By — asP)]

[Ba, Bg| — af [Ba, P,)] — aly [Py, Bg] + akal; [Py, P,]
= [Ba, Bg]
Caﬁ’yB’Y
C,q (B +atP,)

=1
=1

Et de méme

B Trba (p) Trbs(p)
e )] - [ba(p’ “N) T N )|

= [ba(p); bs(p)]
= icaﬁ’y b’Y (p)
_iC,y (B#(5) + ap,)

=iC, 0% (p) +iC, 5 atp.l

Mais [bf (p), b? (p)} est une matrice de trace nulle car b7 (p) et b? (p) le sont.

Ceci force donc Caﬁwagpu = 0 pour toute impulsion p, d’ou Caﬁwafy‘ =0.Et en

appliquant ceci a la premiére égalité on obtient bien le résultat. ([l
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Pour p et q fixés, on définit I’homomorphisme

p: L = sL(C)
Ba — bE(p,q)

ot b7 (p, q) est la matrice qui définit laction de B¥ sur les états d’un couple de
particules d’impulsions p et q.

Le couple constitué de ’espace des états physique et du morphisme ¢ est
alors une représentation de ’algébre £ pour des impulsions p et ¢ fixées.
Par ailleurs, d’aprés la définition de générateur de symétrie I’action de B¥ sur
les états d’un couple de particules est la somme directe de son action les états
de chaque particule. On peut alors écrire

(b:iﬁ(p? Q))m/n/’mn = (ba#(p))m/m(sn’n + (bf(Q))n/ném/m

Lemme I11.3.2. Les matrices b7 (p, q) vérifient la méme relation de commuta-
tion que les B¥

(v (0,0), b (9, )| = iC.s b (9,0)

et amplitude de diffusion élastique vérifie
bF (a8 d'sp.q) = S d'sp, )V (P q)

Démonstration. La premiére égalité viens des propriétés d’une représenta-
tion : les matrices b7 (p, q) définissent I'action des opérateurs B¥ sur les états
d’un couple de particules, ils ont donc nécessairement les mémes relations de
commutations. Et la deuxiéme égalité découle directement du fait que BY est
un générateur de symétrie. O

Proposition I11.3.3. Si pour des impulsions p et q fizées on a Y., c*b% (p,q) =
0 alors pour presque toutes les impulsions p’ et ¢’ dans la méme couche de masse
que p et q et telles que p' + ¢ = p + q, on a l’égalité

S () = 30 b ) =0

Démonstration. Le méme raisonnement que dans la partie précédente nous
montre, pour commencer, que ces deux sommes de matrices sont des multiples
de 'identité :

On rappelle que pour cela on montre que la matrice S(p’,q’;p,q) est inver-
sible, que donc les matrices b7 (p’, q') et b7 (p, q) sont semblables. On en déduis
ensuite 1’égalité

Z Ca((bf(p/))m’mén’n + (ba#(q/))n/ndm’m) =0

e

qui implique ce premier résultat.

Ensuite on remarque que Y c*b% (p') est une matrice multiple de I'identité et

[0
de trace nulle, c’est donc le matrice nulle (et de méme pour lautre). (]
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On aimerai pouvoir conclure que Y c*b# (k) = 0 pour toutes les impulsions

o
k, mais pour l'instant on 1’a seulement montré sous les hypothéses de la pro-
position. Pour se ramener au cas général, Coleman et Mandula utilisent une
astuce :

Proposition IT1.3.4. Si pour des impulsions p et q fizées on a
> bt (p,a) =0
«@

Alors pour presque toute impulsion k on a l’égalité

> b (k) =0

Démonstration. On rappelle que ’hypothése implique que pour presque toutes
les impulsions p’ et ¢’ dans la méme couche de masse que p et g et telles que
P+q¢d=p+tgona

Do) =) bE(d) =0
«@ «
Cette égalité est vrai en particulier pour p et g. Mise en relation avec la définition
(F (P, D) s = OE D)) G+ (5 () 1, 0
On obtient alors

anbf(p, q)=0

On peut alors déduire pour presque toutes les impulsions & telles que p+¢’ — k
est dans la méme couche de masse la relation

> v (kp+d —k) =0

Et donc en ré-appliquant la proposition précédente on obtient
> b (k) =0
(03

Mais finalement par un argument de degré de liberté on montre que 1’on peut
choisir n’importe quelle impulsion £ dans un volume de ’espace des impulsions
décrit par p et g, et elle vérifiera toujours la condition que p + ¢’ — k est dans la
méme couche de masse.

En effet, le fait que ¢’ et p + g + ¢’ soient dans la méme couche de masse
donne deux équations ce qui laisse deux paramétres libres pour le choix de ¢'.
Si on choisit un k on peut alors prendre le ¢’ qui permet que p+ ¢’ — k soit dans
la couche de masse.

Donc pour un k fixé, il suffit au départ de prendre un p et un ¢ assez grands et
alors p + ¢’ — k et k seront dans la méme couche de masse. On aura alors bien

> b (k) =0
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Corollaire. Si pour des impulsions p et q fixées on a
> b (pg) =0
«

Alors pour toute impulsion k on a

> b (k) =0

et donc Uopérateur Y, c*B¥ est l'opérateur nul.

Démonstration. On a déja montré le résultat pour presque toutes les impul-
sions k. Supposons maintenant par ’absurde, que pour une impulsion kg la
somme ne soit pas nulle.

Alors le générateur de symétrie c*B7 interdit pour presque toutes les im-
pulsions k, k' et k" une diffusion élastique d’un couple de particules d’impulsions
ko et k vers un couples de particules d’impulsions k' et £”.

Mais comme 'amplitude de la diffusion est supposée étre une fonction analy-
tique, cette transformation est toujours possible pour certaines impulsions &’ et
k" ; d’ou la contradiction. O

Théoréme II1.3.5. Pour des impulsions p et q fizées, ’homomorphisme d’al-
gebres de Lie

e: L — s,(C)

se restreint a isomorphisme sur son image.
Bf — b (p.q)

Démonstration. On a montré "implication
anbf(p, q)=0 = Zc"‘BZi7E =0
[e3 [e3

Donc Papplication qui envoie B¥ sur b (p, q) est injective. On utilise pour cela
I’équivalence

( Z Aip(z;) =0= Z Aix; =0 ) & @ est injectif
|

IT1.4 Corollaire : I’algébre est toujours de dimension finie
On peut déduire de cette proposition un corollaire intéressant :

Corollaire. Il y a un nombre fini de générateurs de symétrie B, indépendants,
et donc l'algébre de Lie de symétrie est nécessairement de dimension finie.

Démonstration. Ce résultat découle de ’hypothése 2) du théoréme de Cole-
man et Mandula.

En effet de le nombre de matrices b7 indépendantes est inférieur au nombre
N(\/W)N(\/W), qui est fini par hypothése. Comme ¢ est un isomorphisme
on en conclut qu’il y a un nombre fini de générateurs de symétrie B, indépen-
dants. (]
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II1.5 Application du théoréme de décomposition

On peut finalement appliquer le théoréme de décomposition [[TL.1.1]a I'algébre
engendrée par les matrices b7 (p, q). On rappelle le théoréme :

Théoréme II1.5.1. Toute algébre de Lie L composée de matrices hermitiennes
finies se décompose au maxrimum ainsi :

L=ul)® --oul)aC
avec C' une algébre de Lie semi-simple compacte.

D’aprés 'isomorphisme ¢ il en découle donc le théoréme de décomposition
de notre algébre :

Théoréme I11.5.2. L’algébre engendrée par les générateurs de symétrie BY de
trace nulle qui commutent avec l'opérateur impulsion P", est au plus une somme
directe d’une algébre de Lie semi-simple compacte, et de plusieurs algébres de
Lie u(1).

IV  Description de D'algébre dans le cas otu elle
commute avec P*

IV.1 Opérateurs de Lorentz

On va commencer par s’intéresser aux algebres u(1).

Proposition IV.1.1. Pour toutes impulsions p et q correspondants o des par-
ticules réelles (donc de genre temps ou lumiére) on peut trouver un générateur
de l'algébre de Lorentz J qui laisse les couches de masses correspondant a p et
q 1nvariantes.

Démonstration. Si les quadri-vecteurs impulsions p et ¢ sont du genre temps,
et paralléles on peut prendre on peut prendre pour J un rotation de l’espace,
d’axe principal donné par la direction commune de p et q.

Sinon p+ ¢ sera un quadri-vecteur du genre temps. On peut alors se placer dans
un référentiel un translation rectiligne et uniforme d’impulsion p+ ¢ par rapport
au précédent, et donc p+q = 0, c’est-a-dire p = —q. Il suffit alors de prendre pour
J une rotation de l’espace autour de l'axe commun & p et ¢ et de la conjuguer
par la transformation qui permet de revenir au premier référentiel. O

Si l'opérateur J agit sur les états d’'un couple de particules d’impulsions p et
q, il posséde donc deux sous espaces stables complémentaires, et on peut choisir
un base qui diagonalise J :

J|pm,qn) = o(m,n) |[pm, qn)

IV.2 Description des algébres u(1)

Lemme IV.2.1. L’opérateur hermitien [J, Boﬂ est une combinaison linéaire
des opérateurs B?.
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Démonstration. Comme [P, J] est une combinaison linéaire des P, qui com-
mutent avec B¥ on a

(P[4 BE]) = = [BE, [P, J)] = [, [BE, Pu]] =0

Donc [J, B } commute avec tous les P, et s’exprime alors par définition comme
combinaison linéaire des Bg. De plus un commutateur de générateurs de symé-
trie est nécessairement de trace nulle; d’ou le résultat. O

On note BZ# Popérateur hermitien qui engendre la i-éme algébre u(1) parmi
les BZ_"f. Alors nécessairement il commute avec tous les autres BZ_"}é par défini-
tion de la somme directe d’algébres de Lie. Donc d’aprés le lemme on obtient

I’égalité :
B2, [2.B7]] =0
Proposition IV.2.2. Chacun des générateurs Bl# des algébres u(l) commute

avec l'opérateur J.

Démonstration. On a vu que pour les états qui diagonalisent ’opérateur J
on a
[BZ#, [J, Bz#H [pm, gn) =0

Mais en calculant la valeur attendue de cet opérateur sur ’état |pm,gn) = 0
(voir le livre [2] de Weinberg) on en conclut pour tout m et n, I’égalité :

Z (o(m/,n") — a(m,n)) ‘(b?(p, (J))

m’,n’/

2
=0

m’'n’ mn

On remarque déja que comme il y a un nombre fini d’états (d’aprés la hypo-
thése 2) du théoréme de Coleman et Mandula) la somme est finie. On va ensuite
montrer 'implication :

Si o(m’,n') # o(m,n) alors le coefficient (b?(p, q)) est nul pour ces

m’/n’,;mn
entiers m,n,m’ et n’.

Pour cela on suppose par Pabsurde qu’il existe m,n, m’ et n’ tels que o(m,n) #
o(m' ') et (v (p,q)

petite qui vérifie les mémes conditions. Et les termes résultants de la somme
non nuls seraient alors positifs; d’ou la contradiction.

# 0. Alors il existerai un valeur de o(m,n) plus

m’'n’,m

Pour conclure on observe que
BF Jlpm,qn) = > o(m,n) b7 (p,@)mn mn [pm’, qn’)
m’,n'

et que
JBZ# |pm7qn> = Z G(m/an/) bi#(p, Q)m’n/,mn |pm/7qn,>

m’,n’/
Donc si o(m,n) = o(m’,n’) alors 'action de B commute avec celle de .J sur
cet état. Et si o(m,n) # o(m’,n’) alors on a montré que (bf# (p, q)) =0

m’/n’,mn

et I’action commute aussi; d’ou le résultat. (Il
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Comme on peut choisir les quadri-vecteurs impulsions p et g sans restriction,
on en conclut que les générateurs Bl# des algébres u(1) commutent avec tous
les générateurs J,, de l’algébre de Lorentz

IV.3 Expression des générateurs de symétrie B,

Lemme IV.3.1. Les B, qui engendrent une algébre de Lie semi-simple com-
pacte commutent avec toutes les transformations de Lorentz A.

Démonstration. On note U(A) l'opérateur unitaire qui agit sur un espace
de Hilbert représentant la transformation de Lorentz A. Alors U(A)B,U~1(A)
est un générateur de symétrie hermitien qui commute clairement avec AP, .
Comme A n’a pas de singularité, il commute aussi avec P, et s’écrit donc
comme combinaison des B, avec des coefficients réels D(A) 2 :

U(A)B,UY(A) = D(A) P Bs
Les coefficients D(A)? vérifient la relation
D(A1)D(As) = D(AyAs)

De plus, Popérateur U(A)B,U~1(A) vérifie clairement les mémes relations de
commutations que B,, on a donc 1’égalité pour les constantes de structures :

’

€7, = D(A) D(A)

4§ DAY Clg

On défini ensuite les matrices
Ggs = C;’ BC’,%

Comme on a supposé que les B, engendrent une algébre de Lie semisimple
compacte, cette matrice est définie positive. On a alors

Gps = D(N) S D(A) Gy

Et dans ce cas, G/?D(A)G~'/2? donnent des représentations orthogonales donc
unitaires du groupe de Lorentz, de dimension finie. Mais ce groupe n’est pas
compact donc sa seule représentatoin de ce type est la représentation triviale,
donc G'2D(A)G~'/? = Id et D(A) = Id. En remplagant dans la définition on
obtient bien

U(A)B, = BgU(A)

O

Théoréme IV.3.2. Les générateurs de symétrie B, qui commutent avec les
opérateurs P, sont

— soit des générateurs de symétrie interne

— soit des combinaisons linéaires des P,,.

Démonstration. On a montré que les générateurs BZ-# des algebres u(1) com-
mutent avec les générateurs de ’algébre de Lorentz. En particulier, ils com-
mutent avec les boost de Lorentz et donc les matrices (b7 (p)),., sont indépen-

dante du tri-vecteur impulsion. De méme comme les BZ# commutent avec les
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rotations, on en déduis que les matrices agissent comme des matrices unitaires
sur les nombres quantiques. Ceci signifie exactement que les Bl# engendrent des
symétries internes.

Le lemme précédent montre que les B qui engendrent une algébre de Lie
semi-simple compacte commutent avec toutes les transformations de Lorentz.
On en conclut de la méme maniére que précédemment qu’ils engendrent aussi
des symeétries internes.

On a alors montré que tous les générateurs B sont en fait des générateurs
de symétrie interne. Avec la définition

B, = B¥ +a"P,

on remarque que si les coefficients a sont tous nuls B, est un générateur de
symétrie interne, et sinon c’est une combinaison linéaire des P, ; d’oti la propo-
sition. 0

V Cas général

On se place maintenant dans le cas général et on ne suppose plus que les
générateurs de I'algebre commutent avec les opérateurs P,. L’action d’un tel
générateur A, sur une particule est donnée par

Aalpon) = [ 3 (Aalth o), I 'y

avec p et p’ désignant les quadri-vecteurs impulsions et n et n’ désignant les
types de particules pour ces impulsions.

V.1 Cas non triviaux

Proposition V.1.1. Si p’ # p, la résultante de l'action selon p’ est nulle,
c¢’est-a-dire que le coefficient A, (p',p) est nul.

Démonstration. Clairement, si p et p’ n’appartiennent pas & la méme couche

de masse (on rappelle que cela signifie que /p,pF = | /php’#) alors le coefficient
Ao (p',p) est nul, Vopérateur doit conserver la masse. Ensuite pour une fonction

f quelconque on définit 'opérateur

«

Al = /e”"’Pu A, e " Pu f(a™) d*z”

On pose ensuite la transformée de Fourrier de f :

fa) o= [ " satyatar
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Et alors 'action de Af, qui est aussi un opérateur de symétrie, s’exprime

Al = [ e (/ S (a7} ) e (o)
— /Z (/ @iwupleiw“p“f(.’ﬂu)dzlxu) (Aa(p/ap))n/n |pl,’ﬂl> d4pl
— [ S F0 0 (a2, ) '

Supposons alors par 'absurde qu’il existe deux quadri-vecteurs impulsion dans
la méme couche de masse p et p + A avec A # 0 tels que A(p + A, p) # 0.

On prend ensuite des quadri-vecteurs quelconques q,p’ et ¢’ tels que p +q =
p’ + ¢'. En général aucun des trois quadri-vecteurs ¢ + A, p’ + A et ¢ + A ne
sera sur ma méme couche de masse que p.

On choisit alors f a support dans une région suffisamment petite autour de A.
Dans ce cas f(k—p+A) est nul sauf pour k assez proche de p. Donc A/ annihile
tout état des particules de quadri-vecteur impulsion ¢, p’ et ¢’ mais pas ceux de
-

Cette asymeétrie interdit toute diffusion d’un couple de particules d’impulsions
p et g en des particules d’impulsions p’ et ¢’ pour des impulsions ¢,p’ et ¢’
générales. Or ceci devrait étre possible car d’aprés les hypothéses 3 et 4 du
théoréme de Coleman et Mandula il y a une diffusion élastique & presque toutes
les énergies et tous les angles; d’ou la contradiction. O

On pourrait croire que 'intégrale

Aqlp,n) /Z a(0's0)) P, 0) d'pf

est nulle car la fonction dans l'intégrale s’annule presque partout. Mais ce n’est
pas toujours le cas car les coefficients A, (p/, p) peuvent inclure des termes pro-
portionnels au dérivées de d*(p’ — p).

La hypotheése 5) du théoréme de Coleman et Mandula donne que les coefficients
Au(p', p) sont des distributions, ce qui implique en particulier qu’ils contiennent
chacun un nombre fini, noté D, de dérivées de §*(p’ — p).

De maniére équivalente le générateur de symétrie A, agit sur un état d’une
particule en un polynéme de degré D, en les dérivées 9,,. On suppose toujours
que les coefficients de la matrice peuvent dépendre de I'impulsion et du spin.

On définit un opérateur par répétition du crochet :
Bt = [P PR [PRPe AL

Proposition V.1.2. Cet opérateur agit sur un €état d’une particule par une
matrice de la forme

bam---una (p) _ ba#m---upa + aglllw-llDapuId

36



avec ab" P une constante numérique indépendante de l'impulsion,

une matrice hermitienne de trace nulle indépendante de l’'impulsion qui engendre
une algébre de symétrie interne et tels que a et b¥# soient symétriques pour les
indices [11 ... [D, -

bz@flﬂ < KDg,

Démonstration. On considére 'action du commutateur de By #P et de
P*# sur un état de particule d’impulsion p. Les éléments de la matrice corres-
pondants & une impulsion p’ sont alors proportionnels & D, +1 facteurs de p’ —p
fois un polynome de degré D,, en des dérivées de 6*(p’ — p) et sont donc nuls.

Donc ’action du commutateur est nulle sur touts les états d’impulsion p’. I opé-
rateur By HPe commute alors avec P* et on se raméne & la premiére partie
de la démonstration. On a alors déja montré que laction de B, P sur un
état d’une particule est bien celle de la proposition. O

Proposition V.1.3. On obtient alors pour tous les générateurs de symétrie A,
et pour toute impulsion p ’égalité

Purba P (p) = 0

Démonstration. Bien que A, ne commute pas avec P,, son action sur un état
d’une particule ne peut pas sortir de la couche de masse. En effet, d’aprés 'hy-
pothése 2) du théoréme de coleman et Mandula I'opérateur —P, P* n’a qu’'un
nombre discret de valeurs propres. Or si A, ne commute pas avec —P*P, son
action change la masse. Mais comme on a une algébre de lie, cette variation
doit étre continue ce qui est interdit par hypothése. Donc l'opérateur —P, P
commute avec A,.

En particulier pour D > 1 on a I’égalité
0= [P/“lp}“’ [PILQ’ te [PMDQ ’ Aa] - ]] = 2PulBaN1muD°‘

En évaluant ’action de ce dernier opérateur sur un état d’impulsion p, on obtient
bien le résultat voulu. O

V.2 Cas massif

On s’intéresse maintenant au cas ou la théorie comporte au moins une par-
ticule massive.

Théoréme V.2.1. Les seuls générateurs de symétrie qui ne sont pas nuls sont
ceux pour

— D, =0, et dans ce cas le générateur A, commute avec P, et est donc

soit un générateur de symétrie interne, soit une combinaison linéaire des

P,

— D, =1, et dans ce cas on a

i
Aa = —§CLZVJHV + Ba
avec Jy,, un générateur des transformations de Lorentz et B, 1= Aq +

il 5 i
sak? Jy, un opérateur qui commute avec P,.
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Démonstration. Dans un premier temps on va montrer que D, < 2. La pro-
position [V.I.3]est vérifiée pour toute impulsion p du genre temps, donc si D, > 1
on a

pmbf“l""m“ _‘_pulpﬂagm.-./wa Id =0

Or le premier terme correspond & une matrice de trace nulle et le deuxiéme
a un multiple de l'identité, ils sont donc tous les deux nuls. En appliquant la
caractérisation des matrices antisymétriques

M € M, (R) est antisymétrique < VX €R", X'MX =0
a I’équation

Pt 1 = 3 Yl T = P (ol )P =0, P
I 131

on obtient

alttrBPa g — gtk ta 1

Pour résumer, on a montré que si D, > 1 alors

bg/‘lu'HDa -0 et a}gHLHMDa _ _aglleMDa

Mais si D, > 2 alors d’apres la symétrie des indices pp ... up, on a
. e
agulltz KDo agHZMI HKDg
_agzﬂﬂl---upa

_ _agzmﬂuﬂDa

D
:agutzu HDq

_ ag1##2--~uDa

_ _QZM1H2-~~HDQ

On a donc ah/'"? HPe = _ghftH2Hba — (o q’on1 pour toute impulsion p :

bt P (p) = BRI P g bt Py T4 =0+ 01d =0

Donc si D, > 2 on a
B H1---BDq 0
" =

Les seuls opérateurs & considérer sont alors :
— BY = A,siD,=0
— et BH =[P+ A, si D, =1
car pour D, = 2, on a montré que [P#2, [P*1 A,]] = 0.

Dans le premier cas, cela signifie que A, commute avec P* d’ou le résultat.
Dans le deuxiéme cas on a montré que Bf commute avec P*. Donc d’apreés la
premiére partie de la démonstration, et comme b#* est nul, on a

[PH, Ay = B = b## + al'P, = al'P,

avec des coefficients a#” antisymétriques en p et v. Ceci implique bien que
Ao = —5ak"Ju + Ba :
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En effet, on commence par calculer
pr o _ o inP i P
7+7ao¢ J/Ll/ - iaa ( —m /LPV + m l/F).“')

1 1
= A, P, — Sk, P

S Py Ll B
= —a.’P,
On voit donc que si on note B, 'opérateur A, + %ag”JuV on obtient
[P*,B,] =0
Ce qui achéve de démontrer le théoréme. ([

Dans le deuxiéme cas on remarque que comme A, et J,, sont des générateurs
de symétrie alors B, en est un aussi. Donc d’aprés la premiére partie de la dé-
monstration il est soit un générateur de symétrie interne, soit une combinaisons
linéaire des P,.

Résumé. On conclut que dans tous les cas (du théoréme) un générateur de
symétrie quelconque A, est toujours aux maximum une combinaison des J,,,
des P, et de générateurs de symétrie interne.

On a donc bien montré que dans le cas massif les générateurs de symétrie J,,,
P, et les générateurs de symétrie interne engendrent ’algébre de Lie de symétrie
la plus générale.

V.3 Cas non massif

On s’intéresse maintenant au cas ou la théorie étudiée ne comporte que des
particules sans masses. Dans ce cas la démonstration faite pour le cas massif ne
marche pas et ’on obtient plus

agulmﬂDa — _GZIN“'NDQ
mais on obtient & la place pour une constante C#2:HDa

41D L1 LD
agll HDq +aglﬂ HDgy = (OH2 ,UfDanllﬂfl

Théoréme V.3.1. Dans le cas non massif, l’algébre de Lie la plus générale est
l’algébre conforme s0(2,4). Elle est générée par l’algébre de Poincaré (engendrée
par les opérateurs J*V et PH) et par des opérateurs K" et D a définir.

On a alors les relations de commutation suivantes :
[P*, D] =iP"
[K*,D] = —iK*
[P, K*] = 2in*" D + 2iJ*
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[JP7, KM = in? K — int? K
KM, K] =0
[JF7,D] =0
i [Jaﬂ’ J’Y5] _ nﬂvjaé _ navJﬁti + 7755J“/a _ 77504J75
i[J*, PP| = VP PF — phP PV,
[P, P"] = 0.

Démonstration. La démonstration est faite dans le livre [2] de Weinberg O
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Chapitre 3

Théoréme de Haag, Sohnius
et Lopuszanski

I Superalgébre de Poincaré

Une superalgébre A est une somme directe d’espaces vecto-
riels A = Ayp @ Ay munie d’une application bilinéaire [,} : A x A — A telle que
Vi, j € Z/2Z on ait [A,L,AJ} - Ai+j

Une superalgébre de Lie A est une superalgébre ot ’on défini
0 si xz€ A

1 si zed telle que :

une opération |- | : Ag U Ay — {0,1} par |z| = {

— super anti-symétrie : Vr,y € AgU Ay on ait

— super-identité de Jacobi : Vx,y,z € AgU A1 on ait

(D) [ [y, 23 )+ (D) g [z, 2} ) 4+ ()P W [z, [y} ) >=0

Remarque. — La restriction de [, } & Ag défini clairement une algébre de
Lie car [Ag, Ag} C Ay et la super-relation de Jacobi devient une identité
de Jacobi classique. On note alors [Ag, Ap} = [Ag, Ao] C Ap.

— Par ailleurs l'inclusion [Agp, A1} C A; peut étre définie de maniére équi-
valente comme une action de Ay sur A; donnée par [, }. On note alors
[Ag, A1} = [Ao, A1] C A1 qui est un commutateur.

— Ceci se récrit également : A; est une représentation de Ag telle que pour
tous les éléments de base B; de Ag et F, de Ay, on ait

[Bi, Fa] = R,/ B;

Ot R,? est la matrice correspondant & B; dans cette représentation.
— On note [Ay, A1} = {41, A1} C Ap lapplication sur Aj.

La super-algébre de Poincaré est définie par

Ag =1is0(1,3) = {Juw, Py, v, p=0,...,3}
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ainsi que B
A= {Qava = 172} @ {Qa7a = 172}7

avec Jy,,, les éléments de base de l'algébre de Lorentz, P, les éléments de base du
groupe des translations et Q. les spineurs gaucher avec Q% le spineur droitier
de Majorana qui leur correspond.

Il ne reste plus qu’a définir Uapplication [, } sur ces algébres. Sur Ay on utilise
les crochets de Lie de I’algébre de Poincaré et sur A1 on va définir les relations a
une constante prés, et on calculera ensuite cette constante pour que l’on ait bien
une super-algébre de Lie. Les relations de la super-algébre de Poincaré sont :

[JaBaJ’yé] = nﬁ’y!]ms *na'yJ,Bé +775,8<]’yo< 7776a<]’yﬁa
[J/,LI/,PP] = M P;L_n,uppm
PP = o

[T Qo] = 000" Qp,

[, Q7] = 5uVaB(°2,ﬁ.7

[Pua Qq] = aauquaa

[P, Q% = 07,%Qa.

{Qo, Qp} = o g

{QQ’Q,B} da—'uyétﬂ‘J,u.lM

{Qa,Qa} = —ied” ,P,.
Proposition 1.0.1. Si on calcule les constantes a,b,c,d et e, on obtient ces
relations :

[Jaﬁaj'yé] = nﬁ'yJa5 _nawjﬁd +775ﬁ=]'yo¢ _néaJ'yﬂa
[Juws Pl = MupPu = 1P,
[P..F] = 0.
[JMV’ Qa] = UquﬁQ'B’
[J,u,w Qa] = 6;“]&6‘@'67
[P;u Qq] = 07
[P, Q% = o.
{Qaa Qﬁ} = 0,
{QO'H @,8} = 0,
{Qa.Qa} = —2i0", Py

Démonstration. Montrons par exemple la 6™ équation, car toutes les dé-
monstrations se ressemblent. D’apreés I’'identité de super-Jacobi, on a

0= [Pl/a [P[MQOJ - [P;u [Panoz] + [Qaa [PV7P,u]
=a (Uuad[Puu Qa] - Uuad[P;m Q(x])
=ab (auad@dﬁ — O‘Vada'udbeta)Qﬁ

Comme la somme est clairement non nulle, on en conclut que a = 0 ou b = 0.
Et l'autre s’obtient ensuite par conjugaison. De méme on montre aussi la 8'°™¢
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équation :

0= [PM’ {QanﬁH - {Qﬂ> [PwQa]} + {Qou [Qﬂvpu}}
= aapl:m[Pw Jov]

Or [Py, J,,] est non nul, on a donc forcément a = 0.
Pour la derniére équation, e n’a pas besoin d’étre nul pour que l'identité de
super-Jacobi soit vérifiée, on pose par convention e = 2. O

II Enoncé du théoréme

Nous allons maintenant énoncer et démontrer le théoréme de Haag, Sohnius
et Lopuszanski valable dans les conditions générales de la théorie quantique des
champs.

Théoréme I1.0.1. Théoréme de Haag, Sohnius et Lopuszanski.
On suppose que :
— La structure mathématique sous-jacente est une super-algébre de Lie réelle
A=Ay ® Ai. On a alors les relations

{QvQ/}:Xv [X7X/]:X//a [Q’X]:Q”

Pour X, X' et X" dans la partie paire Ay et Q,Q et Q" dans la partie
impaire A1. De plus, les éléments de Ay sont de spin entier et ceux de
A; sont de spin 1/2 plus un entier,
— Les opérateurs Q agissent sur un espace de Hilbert muni d’une métrique
définie positive,
— L’opérateur Q et son conjugué hermitien Q appartiennent a l’algébre A,
Alors les seules super-algébres de Lie composées de générateurs de symétrie pos-
sibles sont celle de Poincaré et ses extensions qui contiennent des super-charges.

ITT Démonstration du théoréme

On commence par remarquer que les éléments X de la partie paire consti-
tuent en fait une algébre de Lie de générateurs de symétrie. D’aprés le théoréme
de Coleman et Mandula on sait donc que ce sont soit des éléments de ’algébre
de Poincaré, soit des générateurs de symétrie interne qui appartiennent & une
algébre de Lie B compacte et invariante par celle de Lorentz, et B est une somme
directe d’une algebre de Lie semisimple et d’une algébre abélienne (définitions
en annexe).

On a donc déja déterminé tous les générateurs X possibles, et il reste & étudier
les générateurs (). Ses derniers peuvent étre vu comme éléments d’une repré-
sentation de I’algébre de Lie Ajg. Ils peuvent alors étre décomposés comme une
somme de représentations irréductibles de I'algébre de Lorentz (qui est contenue
dans Ap) :

Q = Z Qalu.aa,dl“.a’b

ol les termes de la sommes sont symétriques par rapport aux indices soulignés
Q...0Qq €t &y ...dp qui valent 1 ou 2. Ce sont des éléments de la représentation
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spinorielle 7(a b) de I’algébre de Lorentz car Qq,...a, appartient a la repreé-
sentation (% + - 1 0) (a X 5, ) et Qa, ..., appartient a la représentation
@b+t h-0oxh)

II1.1 Trouver les relations de la superalgébre

Proposition ITI.1.1. On a forcément que a +b =1 et donc la partie impaire
de la superalgébre est composée uniquement des spineurs Q L et Qanr de spin
é, pour L et M wariants dans l'ensemble {1,...N'}. On verra que Uentier N
correspond au nombre de charges centrales de la théorie.

Démonstration. Les éléments de 4; sont de spin 1/2 plus un entier, donc
a + b doit étre impair. On va maintenant montrer qu’il doit étre égal a 1.

On considére pour commencer

Qi 1i..i% .. i1...1

Comme chacun des deux facteurs est de spin $(a+b) le produit doit appartenir
a la représentation spinorielle de spin a+b. On en déduis que ’anticommutateur

{Qlu.li.”i’Qi“.il.”l}
a b a b

est un éléments de Ay de spin a + b. Or les seuls éléments de Ay qui vérifient
cette condition sont 0 et les combinaisons de P,,. Mais ces derniéres sont de spin
1 donc si a+ b > 1 alors

@y 141,19, 11,1170
a b a b

Dans ce cas les propriétés de I’anticommutateur permettent de déduire

Q. 1i...i=0
a b

Comme les Qq,...a,,d:...0, @PpPartiennent & une représentation irréductible de
I’algébre de Lorentz, cette derniére permet de passer d’un élément @ & un autre
a partir de Ql 11 . On en conclut qu’ils sont tous nuls si a +b > 1;

- T 4

a
d’ou le résultat. O

Proposition II1.1.2. Pour L et M dans {1,...N'}, on a les relations suivantes
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pour la superalgébre :

{Q)F,Qan} = 20,4 Puo%y,
[P)I“ QQL] = [F)/u QﬁM] =0
{QS,Q5}Y = eapd PV B =ep XM
{Qar,Qppt = gaBa*l,LJV[Bl =4 XLM
QB = 8,%Q. €A
(B Qar] = S* MQam € A
[Bh Bm] = Z.Cmek € ’AO

avec ab M et S, LM des coefficients réels et B; un opérateur de B qui commute
donc avec P,.

Démonstration. On a donc montré que {Q.L, Qsnr} est une combinaison des
P, avec C4, une matrice hermitienne telle que

{QaL7 QézM} = CLMagaPu-

On peut donc la diagonaliser, mais comme {Q,%, Q;r} est défini positif on en
conclut que les valeurs propres de C’LM sont positives. On choisit alors une base
de la partie impair de la super algebre telle que

{QaL7 QdM} = QUZQPH(SL]V[

On regarde maintenant le commutateur {Q,",Q4'}. On a montré qu’il était
de spin 1 et il est symétrique par rapport aux couples (a, L) et (8, M). Donc
soit il est antisymétrique en «a, 5 et en L, M et on le note 5a,3XLM. Soit, au
contraire il est symétrique dans les deux paires d’indices et on le note J,zY *M
car Jog := (Luw0""), 5 est le seul opérateur de I'algebre de Lorentz symétrique
qui convient. On a donc

{QaL7 QBM} = EaﬂXLM + JaﬂYLM

Cependant Q. commute avec P, donc 'anticommutateur aussi, mais pas J,,.
on en déduis que Y est nul et on écrit

{QaL7 QBM — gaﬁal,LMBl

avec B; une matrice hermitienne de la partie paire de la superalgébre qui com-
mute avec P, et a“M des coefficients antisymétriques en [ et M. On note que
les matrices B; engendrent ’algébre de Lie B. En conjuguant on obtient

A ~ * l
{Qar, Qﬂ'M} = Eap@ Lo B = EngLM
Pour conclure on note

[QaLv B =5, QM € Ay
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Ainsi que B B
[B',Qar] = S MQanm € A
Et
[Bl, Bm} = icmek e Ay

II1.2 Déterminer les constantes

Proposition I11.2.1. On a Uégalité S*\}F = S5, donc la matrice S, est
hermitienne.

Démonstration. On utilise la superidentité de Jacobi
B, {QQL,QBM}] + {QaL7 [QBMaBl]} - {Qm\m [Bl7QaL]} =0
Comme B; commute avec P, on obtient en remplacant :
=S50 AQ:" Qprc} + 515 Qpar, Q) = 0

Ce qui donne
20,4 Py [S*IML - SZLM] =0

Ceci implique bien que
«l L L
S == Sl M

O

Proposition TI1.2.2. Pour L et M dans {1,... N}, les générateurs XM d¢-
finis par XM = gbLM By engendrent une sous-algébre invariante de B C Ay
qui commute avec l'opérateur impulsion P,,. De plus cette algébre commute avec
tous les By (qui engendre l’algébre B). Pour cette raison, on appelle charges
centrales les opérateurs XM,

Démonstration. Pour commencer on observe la superidentité de Jacobi
[Bl, {QaLaQﬁM}} + {Q()/.L7 [QﬁMaBl]} - {QﬁMv [BZ?QQL}} =0
Comme e,3 = —€3, On obtient
€ap ([Bl,XLM] + SM XK SZLKXMK) =0

Donc le commutateur [B;, X “*] est une combinaison des opérateurs X “M . Mais
comme les X “M sont eux-mémes des combinaisons linéaires des B;, on en conclut
qu’ils engendrent une sous-algébre stable. Or par définition ils appartiennent &
B et commutent avec P, ce qui donne la premiére affirmation.

On utilise ensuite la superidentité de Jacobi
[QaLa {QﬂMa Q’YK}] + [Q,BMa {Q’YK7 QaL}] + [Q'yKa {QaL’ Q,BM}} =0
Comme Q. F commute avec P, on en déduis que

cap [Qsr, XMM] =0
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Avec la superidentité de Jacobi :
{QdK7 [QﬁNv XLM]} + [XLM7 {Q(XKa QﬁN}:I + {QﬁNv [XLMa QO&K]} =0

En se rappelant que {QdK,QBN} = —20%,Pu0"} commute avec X" on en
déduis que pour tous générateurs @ on a

{QdKa [QBNa XLM]}
Et donc XM commute avec QﬂN :
@ X" =0
Par ailleurs ¢ étant antisymétrique on a l’égalité
1 (0%
XEN = 2e*{Q.", Q")
Et on peut l'utiliser pour calculer
1
[N, XM = 2e [{QL", Q47 XM =0

Alors ’algébre engendrée par les XM est un idéal de B. De plus, on vient de

montrer que cet idéal est résoluble (car L") = 0) donc par définition de semi-
simple, il est inclus dans la partie abélienne de B. Il commute alors évidemment
avec la partie abélienne et avec la partie semisimple par définition de la somme
d’algebres de Lie. Donc ’algébre engendrée par les XM commute avec B, et

en particulier on a
(XM B =0

Pour cette raison les générateurs X* sont appelés charges centrales. (]
Proposition IT1.2.3. On a l’égalité suivante pour les coefficients :

SM ghKL = _ghMK el L
On remarque alors que les matrices a* permettent de passer de S; a sa conjuguée
—S). Il existe donc des charges centrales seulement si ceci est possible.
Démonstration. On a montré plus haut que

By, XIM) = —§M X FK 4 g L xME
Ce qui donne donc
SM XLK _ gL xMK _ (Slj\g(ak,LK _ SlLKak,MK) B =0

On a montré que S, est hermitienne donc on on obtient

S M gh LK — gL Lok MK

Ce qui peut se réécrire comme dans la proposition car les coefficients a®%

sont antisymétriques. O
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II11.3 Reésumé

On peut vérifier toutes les autres superidentités de Jacobi mais elles ne nous
apprennent rien de plus. On a donc trouvé la superalgébre de lie de symétries de
la matrice S la plus générale dans le cadre de la théorie quantique des champs.
Pour L et M dans {1, ... N}, elle peut contenir des charges centrales de la forme
XEM — gbEM B avec des matrices a! qui conjuguent S; en =S| par I'équation
SM kKL = gk MEG L On rapelle que S5, est hermitienne et que €,4 est
antisymétrique. Les relations de cette superalgébre sont alors celles de la super
algébre de Poincaré ainsi que :

[Puv]:zf] = [PIMBZ] =0
I:P[L’Qoz] - [P#’QﬂM}:O
[P, XEM] = 0
{QaL7 QQM} = QaadMPH(SLM
XLM — (ll’LMBl
{QQL7 Qﬁ]% — EaﬁXLM
{Qar,Qspt = e4pXim
XEMQu] = [XEM,QK] =0
[XLM,XKN_ —_ XLM7BZ] =0
[Bl, Bm] = Zcmek
[QaLj Bl_ = Sl LM gzM
(B Qar] = S*,MQam

Remarque. En étudiant les représentations de la supersymétrie on peut mon-
trer que N’ < 8 et que donc le nombre de charges centrales de la théorie est
limité.
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Conclusion

Durant ce stage j’ai donc montré que 'algébre de Lie la plus générale pos-

sible dans le cadre de la relativité restreinte est celle de Poincaré & laquelle on
ajoute des symétries internes.
De maniére semblable on a montré que la superalgébre la plus générale pos-
sible dans le cadre de la supersymétrie est une extension de la superalgébre de
Poincaré & laquelle on rajoute des charges centrales. On peut montrer que le
nombres de telles charges est limité par 'inéquation N < 8.

J’ai finalement trouvé ce stage enrichissant méme si j’ai eu pas mal de pro-
blémes avec les notations et les définitions trop peu rigoureuses pour moi. J’ai
en effet passé beaucoup de temps a essayer de comprendre quel type d’objet on
étudiait, & quels espaces ils appartenaient et comment on passait d’un espace a
un autre. J’ai tout de méme appris plusieurs nouveaux concepts sur la physique
théorique qui, une fois compris, sont trés intéressants.
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Chapitre 4

Annexe : Groupe et algébres
de Lie courantes

Soient K un corps et n un entier, alors I’ensemble des matrices de tailles
n inversibles & coefficients dans K est un groupe pour la multiplication noté
GL,(K). Si n,p,q sont des entiers non nuls on note I,, la matrice identité de

taille n X n, et
L 0
Lp.g) = (é) —Iq> :

On définis alors les sous-groupes classiques de GL,(K) :

— SL,(K) = {M € GL,(K) | det(M) = 1} est appelé le groupe spécial
linéaire.

— O, ={M € GL,(R) | M*M = I,,} est appelé le groupe orthogonal.

— S0O,, = 0,NSL,(R) le groupe spécial orthogonal ou groupe des rotations.

— O(p,q) = {M € GLpo(R) | M'I(, ) M = I )}

— SO(p,q) = O(p,q) N SLy14(R)

— U, ={N € GL,(C): NN = I,} est appelé¢ le groupe unitaire.

— SU,, = U, NSL,(C) est appelé le groupe spécial unitaire.

L’espace vectoriel M,, (K) muni du crochet [X,Y] = XY —Y X est une algébre

de Lie notée gl, (K).
On défini alors les sous-algébres de Lie classiques de gl,,(K) :

— sl,(K) = {4 € g[,,(K) | Tr(A) = 0} les matrices de trace nulle.
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— 0, =50, = {4 € gl,(R) | A® = — A} les matrices antisymétriques.

— 0pq =50, ={A€E gl,

+q(R) | ATy g + IpqA =0}
— u, = {B €gl,(C) | Bt = —B} les matrices antihermitiennes.
— su, = {B S g[n((C) | Bt = —B7t1"(B) = 0}

D

~

sfinition .0.1. Algébre de Lie semi-simple :

— Posons [L, L] := {combinaisons linéaires de [x,y] avec x,y € L}. C’est
un idéal de L, et donc a fortiori une sous-algébre de Lie de L. On l’appelle
lalgébre de Lie dérivée de L.

— L’algébre de Lie L est dite abélienne si [L,L] = 0. Donc si tous ses
éléments commutent.

— La série dérivée de L est définie par récurrence : L(©) = L, L(Y) = [L, L]
et en général L) = [LU=1 LO-D] pour i € N*.

— L’algébre de Lie L est dite résoluble si 3 i € N tel que L) = 0.

— Si L est une algébre de Lie, on dit qu’elle est semi-simple si elle ne
contient pas d’idéal résoluble autre que 0.

Définition .0.2. Une algébre de Lie est compacte si son groupe de Lie corres-
pondant est compact.
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