Le Polynome Chromatique
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Regardons la toute premiere identité dans Cartier-Foata ([1], p. 1, formule (1))
(ou bien le théoreme 2.4, p. 13) et associons un graphe (simple) G = (V, E) a
cette identité : chaque sommet v € V correspond a une variable T, et chaque aréte
{u,v} € E correspond, de fagon bijective, a deux variables T,,, T,, qui ne commutent
pas. Par conséquent, les monomes formés de lettres distinctes commutant deux a
deux correspondent aux ensembles de sommets qui ne contiennent aucune aréte :
on les appelle indépendants.

Imposons maintenant les relations supplémentaires T2 = 0 pour tout v € V
ainsi que T, T, = T,,T,, pour toute arete {u,v} € E (pour travailler avec I’algebre
commutative des fonctions d’ensembles Z[T,]/(T?), v € V). L’identité (1) devient
alors
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ou a(G[V’']) est le nombre d’orientations acycliques du graphe G[V'] qui contient
toutes les arétes ayant leurs deux extrémités dans V' C V. En effet, les monomes
distincts formés des lettres non-commutatives T, v € V', correspondaient aux
orientations acycliques du graphe G[V'].

On appelle une coloration des sommets de G réguliére si et seulement si les deux
extrémités de chaque aréte obtiennent des couleurs différentes. Notons xa(A) le
nombre de ces colorations avec A couleurs. Puisque x¢(\) compte les partitions
de V en A\ ensembles indépendants, nous avons l'identité (voir Tutte [3])
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puisque k& > |V| implique [ZQCIQV, I indépendant 1 lver Tv]k = 0 dans 'algebre
commutative des fonctions d’ensembles Z[T,]/(T?), v € V. En particulier, xg()\)
est un polynome : le polynéme chromatique.

En remplagant chaque variable T, par —T,, nous voyons donc que l'identité (1)
(ou bien le théoreme 2.4) est une généralisation non-commutative de l'identité
(—1)VIxg(=1) = a(G) (voir Stanley [4]).

Une autre généralisation peut étre obtenue en associant a chaque aréte {u,v}
I'hyperplan z, = z, dans l'espace RIV!. Les orientations acycliques de G corres-
pondent alors aux régions de cet arrangement d’hyperplans. En fait, la formule
(=D)VIxg(=1) = a(G) se généralise non seulement aux arrangements d’hyper-
plans (voir Winder [4]) mais encore aux matroides orientés.
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