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COMBINATOIRE. — Groupes de réarrangemenis et nombres d’Euler.
Note (*) de M. Dominique Foata, présentée par M. André Lichnerowicz.

Pour tout entier n > 0 on définit un groupe Gn de transformations opérant sur les n!
éléments du groupe symétrique, ayant la propriété d’avoir un nombre d’orbites égal au nombre
d’Euler ou sécant de rang n.

Les nombres tangents (ou d’Euler) sont définis par le développement en série de
tg u,
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et les nombres sécants par celui de 1/ cosu,
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On pose

D(u) = tg u+
1

cosu
= 1 +

∑
n≥1

(un

n!

)
Dn,

de sorte que Dn est égal au nombre tangent ou au nombre sécant de rang n, suivant
que n est impair ou pair. Les coefficients Dn sont encore reliés entre eux [cf. André
(1), Netto (4), Nielsen(5)] par les formules remarquables

2D′(u) = 1 +D2(u), D(0) = 1;(1)

D′′(u) = D(u)D′(u), D(0) = D′(0) = 1;(2)

où D′(u) et D′′(u) sont les séries dérivées

D′(u) =
∑
n≥0

(un

n!

)
Dn+1 et D′′(u) =

∑
n≥0

(un

n!

)
Dn+2.

Les formules (1) et (2) déterminent de façon univoque par récurrence sur n les nombres
Dn (n ≥ 1.)

En particulier, la formule (2) équivaut à l’dentité binomiale

(3) Dn+2 =
∑

0≤i≤n

(
n

i

)
DiDn−i (n ≥ 0)

avec les conditions initiales
D0 = D1 = 1.
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C’est dans l’étude combinatoire des nombres Dn et des fonctions arithmétiques qui

s’y rattachent, entreprise depuis quelques années par Schützenberger et le présent
auteur [(2), (3)], que ce dernier a été amené à introduire une suite de groupes
(Gn)n≥0 dont les nombres d’orbites sont égaux aux coefficients Dn. On ne donne
ici que la description de ces groupes, réservant pour une publication ultérieure des
démonstrations plus complètes, ainsi que plusieurs applications.

Donnons d’abord la description de quelques notions de base. Une permutation de
l’ensemble [n] = {1, 2, . . . , n} (n > 0) est une bijection de [n] sur lui-même. Dans
la suite, toute permutation σ sera identifiée au mot σ(1)σ(2) · · ·σ(n) en les lettres
1, 2, . . . , n. On utilisera également le langage des monöıdes libres. Par exemple, le mot
obtenu par la juxtaposition des deux mots v = x1x2 · · ·xm et w = y1y2 · · · yn dans
cet ordre, sera noté vw. On suppose l’existence d’un mot vide e. Une factorisation
d’un mot w est une suite (w1, w2, . . . , wq) (q > 0) de mots tels que le produit de
juxtaposition w1w2 · · ·wq soit égal à w. L’ensemble de toutes les permutations de [n]
(n > 0) sera noté Sn.

Lemme 1. — Soient 1 ≤ x ≤ n et σ = σ(1)σ(2) · · ·σ(n) une permutation
appartenant à Sn. Alors σ admet une factorisation unique (w1, w2, x, w3, w4), dite
sa x-factorisation, caractérisée par les trois propriétés suivantes :

(i) w1 est vide ou sa dernière lettre est inférieure à x ;
(ii) w2 (resp. w2) est vide ou toutes ses lettres sont supérieures à x ;
(iii) w4 est vide ou sa première lettre est inférieure à x.

Par exemple, pour x = 4, la x-factorisation de σ = 78314562 est donnée par
(7831, e, 4, 56, 2). Nous définissons ensuite une classe d’involutions qui opèrent sur
l’ensemble Sn. Ces involutions sont donc des éléments du groupe symétrique des trans-
formations opérant sur les n! éléments de Sn. Soit 1 ≤ x ≤ n et et (w1, w2, x, w3, w4)
la x-factorisation d’une permutation σ appartenant à Sn. On pose

(4) Φx(σ) = w1 w3 xw2 w4.

Puisqu’on a réarrangé les facteurs de σ dans un ordre différent, le mot Φx(σ) est bien
encore un élément de Sn. De plus, les propriétés (i), (ii) et (iii) ci-dessus montrent
que (w1, w3, x, w2, w4) est la x-factorisation de Φx(σ). Par conséquent, Φx est bien une
involution (ΦxΦx(σ) = σ pour tout σ in Sn et tout x ∈ [n]).

Proposition 2. — Les involutions Φx (1 ≤ x ≤ n) définies par la relation (4)
commutent deux à deux. De plus, Φn est l’application identique Id.

Pour démontrer la proposition 2, on peut considérer deux entiers x et y tels que
1 ≤ x < y ≤ n et se donner la x-factorisation (w1, w2, x, w3, w4) d’une permutation
appartenant a Sn. Quatre cas sont a considérer suivant que y est une lettre du mot
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w1, w2, w3, ou w4. Si par exemple y est une lettre du mot w1 et si (v1, v2, y, v3, v4) est
la y-factorisation du mot w, lui-même, on vérifie que l’on a

Φy(σ) = v1 v3 yv2 v4 w2 xv3 w4,

et enfin
Φx Φy(σ) = v1 v3 yv2 v4 w3 xw2 w4 = Φy Φy(σ).

Les involutions Φx (1 ≤ x ≤ n) appartiennent au groupe des permutations opérant
sur l’ensemble Sn. On désigne par Gn le sous-groupe engendré par l’ensemble
{Φx ; 1 ≤ x ≤ n}.

Proposition 3.. — Le groupe Gn est commutatif et d’ordre 2n (n > 0).

Pour évaluer enfin le nombre d’orbites de Gn, nous prenons dans chacune d’elles un
représentant que nous allons caractériser. Sur l’ensemble de tous les mots non vides
dont les lettres sont des entiers, on définit le préordre total suivant : w ≤ w′ si et
seulement si la plus grande lettre de w est inférieure ou égale à la plus grande lettre
de w′. Par convention, on pose aussi e < w pour tout mot non vide w. On dit que
la x-factorisation (w1, w2, x, w3, w4) d’une permutation σ ∈ Sn est balancée si l’on a
w2 ≤ w3 On dit ensuite que σ est une permutation d’André si sa x-factorisation est
balancée pour tout x dans [n]. Par exemple, σ = 2134 est une permutation d’André,
car ses x-factorisations sont (e, 2, 1, 34, e), (e, e, 2, e, 134), (21, e, 3, 4, e), (213, e, 4, e, e)
respectivement pour x = 1, 2, 3, 4 et que celles-ci sont toutes balancées.

Proposition 4. — Toute orbite de Gn contient une et une seule permutation
d’André.

Notons enfin dn le nombre d’orbites de Gn, c’est-à-dire, d’après la proposition 4, le
nombre de permutations d’André dans Sn, (n > 0). Pour établir que dn est égal Dn,
il suffit d’établir, puisque dn = 1 et en convenant que d1 = 1, que les dn satisfont à
la relation de récurrence (3). En fait, un argument combinatoire simple montre que(
n
i

)
didn−i est égal au nombre de permutations d’André σ ∈ Sn telles que

σ(i+ 1) = 1 (0 ≤ i ≤ n).

La formule de récurrence s’obtient donc par sommation sur i.

Remarque 5. — Par mesure de simplicité, on a défini le groupe Gn comme groupe
d’opérateurs sur l’ensemble Sn. On peut évidemment prendre à la place de Sn d’autres
ensembles, par exemple la classe F de toutes les fonctions réelles définies sur l’intervalle
de la forme f =

∑
1≤i≤n

xi IAi
, où les xi sont tous distincts et où les IAi

, sont les indicatrices
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d’intervalles semi-ouverts [ai, bi[ disjoints deux à deux et de réunion [0, 1[ Le groupe Gn

se définit de façon analogue, suivant le graphe des fonctions de F et permute celles-ci
entre elles.
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