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1. INTRODUCTION,

Les nombres eulériens A (n>1, 1 <k <n) sont définis
par la relation de récurrence ’

A1’1=1 Al,kEO pour k # 1

An,k=kAn-l,k+(n'k+”An-l,k-1 pour n =2 et
l<k<n .

(1)

La table 1 ci.dessous donne les premidres valeurs de ces
nombres.,

a 1 2 4 4 5 6
1 1
2 1 1
3 1 4 1
4 1 11 11 1
5 1 26 66 26 1
6 1 57 302 302 57 1

Table 1 .

De fagon équivalente, ces nombres sont définis par la formule,
dite de Worpitzky

ST T NN it B RN VN (2)

l1<k<n



dont 1'inverse (au sens de Md&bius) est donnée par

i : b
A= 2 (D EDTETH (0sksn). (3)
! O<i<k
Pour tout entier n > 1 le polyndme

_ kal
An(t) = ¥ A t

l<ken k

est appelé polyndme eulérien (de degré n-1) . La fonction généra-
trice exponentielle des polyndmes An(t) (n = 1) a pour expression

1+ (u"/n1)A_(t) = (1-t) /(-trexplult-1)}) ,
nx1
qu'on peut encore écrire sous la forme

143 (/DA (8 = (1- 5 /DD h7h . (4)
n=l nx1

On trouvera dans Carlitz (1959), Riordan [(1958), p. 38-39
& 214-2167, ainsi que dans Foata-Schiitzenberger (1970), les propri-
étés arithmétiques et combinatoires de ces nombres, en particulier,
1'équivalence des formules (1), (2), (3) et (4).

Les nombres mahoniens By, k (n=21, 0<k<n(n-1}/2) (on
me pardonnera ce néologisme a la mémoire du grand combinatoria-
liste le major P, A, MacMahon) sont définis par 1'identité

£ B, a' = 1 (lagM(led) (=21 . (5
O<ksn(n-1)/2 ! l<isn
En introduisant le g-analogue [ijq de l'entier i =1, & savoir
[i]q = (1-a')/(1+q) = 14qtqts . tqtl (6)

on a ainsi
k
B = . se e 2 1 P
oS aninonyyp Dk @ T [lglnetlg eee 111y (e=z1)

Les premidres valeurs de ces nombres sont données dans la
table 2 .

n\k012345678910
i

2l 1 1

3l 1 2 2 1

4l 1 3 5 6 5 3 1

51 1 4 9 15 20 22 20 15 9 4 1

'I'able 2



On vérifie directement a partir des formules (1) et (5) que
1'on a

- = 5 B =mi {asl) .
l1<k<n Bl O<k<n(n-1)/2 n, e

On peut donc s'attendre 3 retrouver ces deux suites de nombres
dans divers problémes d'énumération concernant le groupe

des permutations de 1lintervalle [n]=1{1,2,...,n}, ou tout autre
ensemble fonctionnel de cardinal n! . Soient D, un tel ensemble
et X une application définie sur Dn a valeurs entiéres ; on dit que
X est une statistique eulérienne (resp. mahonienne) sur D, si

1'on a

Ay = card {deD_:X(d) =k} (1 <kzn)
(resp. Bk ™ c:ard{deDn:X(d)=k} (0 <k <n(n-1)/2)) .

Soit ¢ = o(1) 9(2) ... o(n) une permutation de la suite | 2 som Mo
On désigne par RISEG le nombre de montées de o y tlest-a-dire,
avec la convention ¢(0) = 0, le nombre dlindices i tels que
0 <i<n-1 et o(i) <o(itl) . Le nombre d'inversions INVe de o
est défini comme le iombre de couples (i,]) tels que 1 <i<js<n
et o(i) >e(j) «+ Enfin, 1'indice majeur MAJo est la somme de tous
les entiers i telsque 1 =<i<n-1 et o(i)>eg(i+tl).

On vérifiera, par exemple, que pour

o=(L 234567809
649725871 3"
on a

RISEg =5 , INVo =23 et MAJo = 15 ,

Il est bien connu (cfs par exemple Riordan (1958), p, 213-216)
que RISE est une statistique eulérienne sur &_. De me&me, on
sait que INV et MAJ sont tous deux des statistiques mahoniennes
sur G, (¢f, par exempls, Comtet (1970), pe 81 et p, 108)., Notant
¢°* la permutation inverse de ¢ dans le groupe &, , on pose

IRISE ¢ = RISE a‘l et IMAJg = MAJa'l .

On obtient évidemment une nouvelle statistique eulérienne IRISE
et une statistique mahonienne IMAJ,

Le présent travail comprend trois parties, Dans la premiére
(la section 2 suivante), on signale un probléme resté ouvert entre
les interprétations ''discrétes' des nombres eulériens et 'interpré-
tation '"continue'' en termes de découpage du cube unité 3 n dimen-
sions, On montre, en effet, analytiquement que le rapport A, i/ nl



est encore le volume de la portion du cube unité & n dimensions
comprise entre les plans ¥ x; = k-1 et T x;=k, Il stagit donc
de trouver une preuve combinatoire de ce résultat. Le probléme,
exposé dans la section 2, avait été proposé aux participants du
colloque de Berlin, Une solution simple et €légante trouvée par
Richard Stanley est reproduite a la fin de cet article,

La seconde partie de ltarticle (sections 3 et 4) se veut une
contribution a 1'étude de la distribution du 5-vecteur (RISE, IRISE,
INV, MAJ, IMAJ), c'est-a-dire a 1'étude de la fonction génératrice
multivariée
F(xls xz, X3, x4, X5)=2 xf{ISEU X;RISEO‘ xI3NVO' xi/IAA.rG ngAJO‘ ,
la somme étant étendue a l'ensemble de tous les ¢ dans &, .

Nous n'avons pas d'expression analytique pour cette fonction géné-
ratrice. En revanche, nous montrons que 1l'on connalt toutes les
distributions marginales bivariées, c'est-a-dire la.fonction géné-
ratrice bivariée de tout couple de statistiquesextrait de la suite
(RISE, IRISE, INV, MAJ, IMAJ)., Dans la section 3, au moyen d'une
transformation sur &, , déja introduite dans Foata (1968) et em-
ployée dans Foata-Schlitzenberger (1977a), on montre que ces 20
distributions bivariées se réduisent & 6 distributions, La section

4 se borne i redonner llexpression analytique de ces 6 distributions,
On verra, en particulier, que le g-analogue des nombres eulériens
trouvé par Carlitz [(1954), (1975)] donne la fonction génératrice
bivariée de (RISE, MAJ), mais que le g-analogue des polyn8mes
eulériens imaginé par Stanley (1976a) fournit celle de (IRISE, MAJ).,

Pour tout ¢ = o(1) 6(2) «ss 6(n) dans &, et i=1,2,400,n,
notons ¥; le nombre de g(j) a gauche de o(i) qui sont inférieurs
a o(i) » Puls, désignons par IMALG le nombre dlentlers distincts
de la suite x; %, +se X, o« Par exemple, pour

g

2 8 5 6 3 4 ; ona
xlxzicnx 1

32 32 3.

non
o -3

n

Dlod IMALe = 4, Comme vérifié par Dumont (1974), la statisti.
que IMAL est eulérienne, On démontre, dans la derniére partie
de l'article, que le couple (IMAL, MAJ) a m&me distribution sur
S, que (IRISE, MAJ) (et encore (RISE,INV)). Pour obtenir ce
resultat, nous faisons appel & un codage des permutations, le
S-code, dont les propriétés sont systématiquement exploitées
<(ians u;1) article en caurs de rédaction (Foata-Schlitzenberger
1977b)). |

Pour décrire les différents algorithmes utidisés, nous nous
sommes permis d'utiliser les notations jugées traditionnelles en
informatique, Par exemple ''x «y' signifie qu'il faut substituer

~

y a x et on entend par ''x; X; ese Xp'' « “Yl Yg eee yn” les

nke



™

e

substitutions X <—y1 ? Xy € Vo eee X e N, w

2, LES STATISTIQUES EUI.,E(RIENNES.

Pour démontrer que RISE, dont la définition a été donnée dans
l'introduction, est une statistique eulérienne sur S, » on vérifie
que le nombre de permutations ayant k montées satisfait bien la
relation de récurrence (1) . La démonstration est immaédiate,

Pour tout n > 1, notons D, l'ensemble des suites X] XpeeeX
de longueur n, telles que 0 <x; <i-l pour tout i=1,2,,,.,n.
Naturellement card D_ = n! , Pour chaque w = X]X2eeeXx, dans
D_ on désigne par IMAw le nombre d'entiers distincts de 1a suite
xln Koeeis Xy » Clest Dumont (1974) qui a introduit cette statistique.
A l'aide de la relation de récurrence (1) on vérifie immédiate ment
qu'elle est eulérienne, Dumont (1974) a construit une bijection 3
de Gn sur Dn satisfaisant 1'identité

n?

RISEc¢ = IMA (o) »

Il semble d'ailleurs que pour toutes les statistiques eulériennes

E que l'on connaisse et qui sont définies sur des ensembles discrets,
on sache construire une bijection § satisfaisant identiquement
RISE ¢ = E (o) (cf. Foata-Schiitzenberger (1970)) .

Une derniére interprétation géométrique des nombres eulériens
se rapportant & un ensemble continu et non plus 4 un ensemble dis-
cret restait jusqu'ici isolé combinatoirement des autres, Considérons
le cube unité & n dimensions et pour 1 <k <n notons T . A
partie de ce cube comprise entre les plans d'équation ¥ 'xi = k-1
et T.  x; =k, Pour évaluer le volume de T, on l=isn eyt

1sisn procéder comme suit, Soit X11Xz)e00, X, une suite de
n variables aléatoires, mutuellement indépendantes et uniforméa-
ment réparties sur ltintervalle (0,17. Posons S, =X tXotee o ¥X, o
Le volume Vol T, i est égal & la probabilité pour que S, soit
compris entre k<1 et k, Or il est élémentaire de déterminer
la fonction de répartition P{S, < x} de S, . Le calcul est fait
dans Feller (1966) . Il est déja implicite dans Laplace (1820), Pour
tout x réel posons x4 = max(x,0) . On a

P{s_<x}=(1/n!) & (D" (x-D} (D

n 5 i
O<is<n

Lorsque x est égal a un entier k avec 0 <k <n, on obtient

P{S_s<k}=(1/nl) £ (-D'(x-D™T).
n p 1
O<icgk
D'ou pour 1 <k <n



Vol Ty = Plk-1<8, <k} = (1/n)[ = (-1 (k-0)7())
O<i<k ;i -
-3 (-1)(k-1-9())]
O<i<k-l
= (1/aD) £ (-DH-DPTY
O<ic<k

On retrouve donc l'expression (3) de Worpitzky pour les nombres
eulériens, D'ol

Vol T /n! (1l sk sn) . (6)

e = P

Le présent calcul est éléimentaire, mais est refait périodiquement

(cf, von Randow et al. (1971)). Remarquons que la démonstration

de 1la formule (6) n'a été possible que gr8ce a la formule de

Worpitzky, Le probléme qui reste donc ouvert est de prouver (6)

4 partir de la formule de récurrence (1) , ou mieux, en établis-

sant une¢ correspondance biunivoque avec une statistique eulérienne

connue, Nous formulons ce probléme comme suit, Soit Up, k

l'ensemble des points (xl’ X300 xn) du cube unité ayant k

montées, clest-a-dire, avec la convention xy = 0, tels que l'on

ait x;_ 1 < :)c1I pour exdctement k indices i pris dans [n7].

Toujours i ['aide de la précédente suite de variables aléatoires

s R XZ’ eee, X ), on voit que le volume de U, | est encore égal

a la probabilite pour que le vecteur (Xl. XZ’ esey Xn) appartienne

a Up,k * Or on a (XI,X Y "'*.Xn) € Un, k si et seulement s'il

E}f;glte G € 6, tel que RISEg =k et Xc"‘l(l) <X°_1(2)< ese< Xc'l(n)‘
Vol U =3 {P{X X & % e A

Ty ke "< oml(2) o™ (n)
= (1/n!) cardfe ¢ 8, ¢ RISE o = k}

} t RISEo = k}.

it

(1/nl) An,k (1 <k sn)

Ainsi

Vol Tn Vol Un (1 <k <n) (7

’k |k

Pour avoir une théorie combinatoire compléte de toutes les

interprétations des nombres eulériens, il suffit de construire une
transformation

% 2 (xlrxzs--osxn) —l(YleZ,ooc;Yn)

du cube unité qui envoie bijectivement le simplexe Upn, k sur
Tn,k pour tout k= 1,2,s0e30 s

Ce probléme a été posé oralement lors du colloque de Berlin



et Stanley (1976b) a trouvé la transformation simple suivante :
pour tout i=1,2,...,n, on pose

yi=1+Xi_l"'xi Si Xi_l<xi

s B si =x. 8, G

= xi-l i Tl i

L'inverse de cette transformation est donnée par

FpT O Wy meaw o B ¥ L O b wsa & ¥
(1 <i <n) ., Naturellement, la transformation et son inverse ne
sont pas définies sur les faces des simplexes, c'est-i-dire l'en-
semble des points ayant au moins deux coordonnées égales, mais
ces ensembles sont de mesure nulle,

3, LES DISTRIBUTIONS BIVARIEES,

Le vecteur (RISE,IRISE,INV, MAJ, IMAJ) comporte deux
statistiques eulériennes, RISE et IRISE, ainsi que trois statisti-
ques mahoniennes, INV, MAJ et IMAJ, Parmi les vingt couples
qu'on peut former & parti¥ de ces cinq statistiques, on trouve

(I) deux couples dont les composantes sont des statistiques
eulériennes (RISE, IRISE) et (IRISE, RISE) ;

(II) six couples dont les composantes sont des statistiques
mahoniennes (MAJ, INV), (IMAJ,INV), (IMAJ, MAJ), (MAJ, IMAJ),
(INV,IMAJ) et (INV, MAJ) ;

six couples dont la premi2re composante est eulérienne, et la
Feconde mahonienne, qu'on va partager en deux classes (III) et
IV) :

(Im) (RISE, MAJ) et (IRISE, IMAJ) ;

(Iv) (RISE, INV), (IRISE,INV), (IRISE, MAJ), (RISE,IMAJ) ;

(V) (resp, (VI)) les deux (resp, quatre) couples obtenus en
permutant les composantes dans les deux (resp. quatre) couples

du groupe (III) (resp, (IV)) ,

)
THfOREME le Les couples de statistiques appartenant & un m@me
groupe (I), (II), (I@}, (IV), (V) ou (VI) ont m@me distribution,

Pour démontrer ce théoréme, nous allons faire appel aux pro-
priétés d'une transformation v de &, décrite dans Foata (1968)
et Foata-Schilitzenberger (1977b) . Donnons tout d'abord la cons-
truction de vy,



Algorithme pour v .

Soit o = o(1) 0(2) +s. o{n) une permutation, Pour obtenir
(o) = v = (1) +{2) ves T(n) , on applique & ¢ la procédure sui-
vante :

(1)

(2)

(5)
(6)

si n=1, alors g ¢g etllalgorithme est terminé ; sinon
k en-1; op «o(l) 6(2) «ss oln-1) et 7(n) «a(n) ;

si k=1, poser (1) égal a l'unique lettre de o, et

y(o) = 7« (1) T(2) eue T(n) ; 1talgorithme est terhiné ; sinon
comparer le premier terme o) (1) de o) avec Tt(k+l); si
oi(1) est plus grand (resp. plus petit) que m(k+1), couper oy
avant chaque lettre plus grande (resp, plus petite) que r(k+1) ;

a l'intérieur de chaque compartiment déterminé par les cou-
pures, déplacer la premiére lettre de la premiére a la dernié-

re place ;

poser ¢ égal au mot ainsi transformé aprés avoir suppri-
mé la derniére lettre ;

peser (k) égal i cette derniére lettre ;

reinplacer k par k-1 et retourner en (2).

EXEMPLE, Sion applique y a

c=6 4 9 7 2 5 8 1 3

on obtient successivement

-]

9 g Q

Q a9 9

=

©n

g=614]9] 7 2]5]8 1.3 =4(9)
2=6]4 9| 2|7]5]|1.38 = r(8)
c= 61914 2|7]5.1 = 7(7)
5619 4 2|7.5 = 7(6)
a=6]4)2 9.7 = 7(5)
3=6]4]9. 2 = r(4)
,=6]4.9 = 7(3)
564 = (2)

6 = (1)
(6)=6 4 9 2 7 5 1 8 3

Dans Foata (1968) on a démontré que y &tait une bijection de
sur lui-m@8me et satisfaisait l'identité

MAJ y(¢) = INVeg (8)



lsans 1'exemple précédent
INVeg =23 = MAT ¢ .

Dans Foata-Schiltzenberger (1977a) une autre propriété de la
transformation y a été établie, Notons RISE SETg l'ensemble
des montées d'une permutation ¢ = o(1) 0(2) vv. o(n) , clest-i-dire
I'ensemble des entiers i tels que 0 <i < n-1 et o(i) < o(i+1)
(avec toyours la convention ¢(0) = 0) . On pose aussi

IRISE SET¢ = RISE SETo~! ,

de sorte que RISEc et IRISE¢ sont respectivement les cardi-
naux de RISE SET¢ et IRISE SETo . Par ailleurs MAJ (resp.
IMAJ) est la somme des entiers compris entre 1 et n-1 qui
n'appartiennent pas & RISE SETo¢ (resp. IRISE SETg). Il est
immeédiat que i appartient 3 IRISESETo si et seulement si i+]
est 4 la droite de i dans le mot ¢(1) ¢(2) v.. o(n) .

Par exemple, avec

0(123456789)
0649725813

on a RISE SETe¢ = {0, 2,5, 6,81
et IRISE SETo = {0, 2,4, 6; 7} .

On démontre (cf. Foata-Schiitzenberger (1977a))que l'on a
identiquement dans &,

IRISE SET y(o) = IRISE SETo ,

On en déduit

IRISE y(¢) = IRISE ¢ (9)
IMAJ ¥(o) = IMAJ g
Posons ig = c:r"1 pour tout ¢ dans 6,1 et considérons la suite
ok Y i AR
3 o, - o, B o3 5 o, g (10)

On déduit de (8) et de (9), et du fait bien connu que i\% conserve
le nombre des inversions d'une permutation, les égalités

]l
I

MAJeo IMAJo, = MAJo . = INVc4 = INVe

EMAde, 2 3 5
INV g = INV cl = MA.TUZ =IMAJ’c3 =II\/LAJG4 = MA.TO‘S
RISEs =IRISE¢:r1 =IRISEa2 o R.'ISEc:4 =IRISEcs

La suite (10) donne toutes les transformations utiles pour



établir le théoréme 1 .
Q. E. D.

Les distributions des couples des groupes (V) et (VI) se
raménent, par symétrie, a celles des couples des groupes (III)
et (IV) (respectivement). Il n'y a donc que’ quatre distributions
marginales bivariées distinctes, celles des groupes (I), (II),
(III) et (IV) « Leur expression analytique est connue, comme nous
allons le voir dans la prochaine section,

4, EXPRESSIONS ANALY TIQUES DES DISTRIBUTIONS MARGINALES,

Carlitz et al, (1966) ont obteitu plusieurs expressions analyti-
ques pour la distribution de (RISE,IRISE) (groupe (I)) . Aux quatre
formules (1), (2), (3) et (4) existant pour les nombres eulériens,
ils ont pu associer quatre formules pour les nombres

An,j,k = Ca.rd{creEn : RISEg¢ = j, IRISEe = k} .
Dtaprés Carlitz et al, (1966), aux formules (1), (2), (3) et (4)
correspondent les forrmules (11), (12), (13) et (14) suivantes :

(n+1)An+l,j, k= (jk+n)An’j, Kk + (k(nt2-j)-n)A

n,j-1,k

+ (j(n+2-k)-n) A + ((nt2ajfnk2-k)+n) A

I, jt kol n, ,]"'lnk'-l
(11)
+na- +jm -
n 0<j, k<n W
+t,nti,,ntl,(j-s)(k=t)+n-
B T SV Lk G TGAR TE Rt e A W PE)
1% 0<ssgj 0<tsk gm s -
Lz AL WY el (1y) T = (14)
ns0 j,ks0 *J¢

n

T Y /(1-x(1-07)

j=0
% xS (1-y(1-w)™5)
k=0

n

Considérons ll'identité

I (L-x"yTu) =z H (xy)u"/(1-x)(1=y)e e (1-x")(1-y")
m, n=0 n>0

Dlaprés Carlitz (1956), cette identité définit une suite de polyn8mes



H (x,y) (n =0) . Cheema et Motzkin (1971), et de nouveau Roselle
(1I2)74) ont montré que pour tout n =1 le polyn8me H (x,y) était

le polyn8me générateur de (MAJ, IMAJ) sur G, « D'aprés le théoréme
1 on conclut que H,(x,y) est aussi le polyndme générateur de

chacun des couples du groupe (II), en particulier de (MAJ, INV).

Carlitz (1954, 1975) a considéré le q-analogue de la relation
de récurrence (1) des nombres eulériens, En remplacant donc
I'entier k par son g-analogue [k1q = (1 -q¥)/(1-q), on définit
une suite de polyn8mes A, 1 (q) définis par

Al e =1 Al'k(q) =0 pour k #£1

A la) = [k]q AC U, [n-kt17, A1, k(@ pour n>2

et l<k<n,
Posant WY
k ( 2 )
A (tyq) = ¢ t q A (@ (=1,
l<k<n 4

Carlitz (1975) a montré ensuite que A _(t,q) était le polyndme
générateur de (RISE, MAJ) sur Gp Bne table des premieres
valeurs est donnée a la fin de cette section,

Par ailleurs, Stanley (1976a) a considéré le g-analogue non pas
de la formule (1), mais de la formule (4) qui donne l'expression
de la fonction génératrice des polyn8mes eulériens, Remplacant
dans cette formule n! par son q-factoriel

fnp 1 = lza®  1=g™"! 1-q
Ja' T Toq Togo ** Teq

on obtient l'identité

1+ 5 At (g a™ng.t = 11 - 57 ted)™ B ag 9% |
n=1 2 S E]q nx=1 n]q

qui définit une suite de polyndmes (Al (t, q) 1. (On trouvera
les premidres valeurs cl-aprés,) i Be

Stanley (1976) établit que tA'(t,q) est le polyn8me générateur de
(RISE, INV) sur G, » D'aprés le théoréme 1, tA;l(t, q) est donc

aussi le polyndme générateur de chacun des couples du groupe (IV),
en particulier, de iIRISE, MAJTJ) ,

D'aprés le théorédme 1 et les résultats de cette section, nous
avons donc une expression pour la fonction génératrice bivariée
de tous les couples de statistiques de la suite

(RISE, IRISE, INV, MAJ, IMAJ) .



Al(tt q) =t
2
A (t,q) = tqtt
q 3, 3
ALlt,q) = tq +t"g(2q+2)+t
* b, 2 % Z
A,lt,q) = tq +t7"q 7 (3q +5q+3)+t q(3q " +5q+3)+t
4 10,2 6., 3, 2 33,4, ,3,..2
As(t,q) =tq +t'q (49 +9q"+9q+4)+t”q (6q +16q +22q +16q+6)
5 a1 g H9q  Fa g d) i

4

Table des An(t. q .

tA'I(t, q) =t
tA'Z(t, q) = tq+t2

tallt, q) = tq3+t2q(2q+2)+t3

tal(t, q) = tP+t2( 3+ +3q A+ 3 g+ 3 P ag
tA'S(t, q) = tq;0+t:(4qi+éq8-léf>q7+%q6+z%5+2%4) ,

+t7(3q +9q +12q +18q +12q +9q~+3q")

#H 29 %20 " H6g +q et rad)HE"

Table des tAl',l(t,q) .

Aucune fonction génératrice marginale trivariée ou quadriva-
riée de la distribution de ce vecteur semble connue. Notons que
Foata et Schiitzenberger (1977a) ont étudié les symétries de la dis-
tribution du 4.vecteur (RISE,IRISE, MAJ, IMAJ) et montré que
le groupe de symétrie sous-jacent était le produit direct du groupe
dihédral d'ordre 8 par le groupe d'ordre 2,

D'aprés le théordme 1, les couples (RISE,INV) et
(IRISE, MAJ) ont m&me distribution. On ne connaft pas de statis-
tique eulérienne E telle que (E,INV) et (RISE, MAJ) aient
mé&me distribution,

5. LE V-CODE,

La statistique eulérienne IMAL sur &, a été définie dans

l'introduction. On se propose d'établir dans les trois derniéres
sections que les couples (IMAL, MAJ) et (IRISE, MAJ) ont
mé&me distribution sur « Pour ce faire, nous définissons un
V-code de &, , puis un S-code (dans la section 6), qui est un
réarrangement du V-code. Enfin, le résultat annoncé sera établi
comme corollaire des propriétés du S-code, en section 7,

Le V-code de ¢ 12 n
tel que pour chaque ‘

o(l) o(2) eoo 0(n) estun mot Vo = v, V,esaVv
=1,2,04.,n lalettre v; est égale &

i



la position du plus grand entier ¢(j), inférieur a o(i) et situé

a la gauche de ¢(i) (on convient toujours que ¢(0) =0 esten
position 0) . En d'autres termes, si a; = max{o(j):0<j<i-1, o(jl<e(i)},
alors v; estllunique entier tel que o(v;) = a; .

La définition du V-code s'étend aux sous-mots des permutations
0(1) 0'(2) s e e O‘(n) 9 C'estné.-dire aux Suites O" = CICI)G(CZ)UQQG(C]{)
telles que k =21 et 1 <c¢; <Cy<.se <C <n., Enposant g(cy) =0
et al = max{o(c.) : Osjsi-}, o(c-)<c(ci)], ]ie V-code de ¢g' est
Vo' = vy vy e {rk avec vj l'u]nique entier tel que Q‘(cVi = als

Par exemple avec

0 1

a=(5
on a

Vo= 010 31 32 3 2.,

=~ o

3456789)
1 4 6 39 2 8

Pour le sous-mot

( 2 4 5 8
='7 4 6 2 8
= 00201 .
Rappelons qu'une avance de ¢ est un entier i tel que

0 <isnal ettel que @(i)*f] est i la droite de o(i) . On note Ag
l'ensemble des avances de ¢ . Naturellement IRISEg = card Ac¢ .

Par exemple, avec

0(123456789)
e=0 '5 7146 39 28

on a A-U={011’2’3}0

Il est clair que si ¢ est dans G, , alors Vo appartient 4 l'en-
semble D, de tous les mots x| X; ees X, tels que 0 s x; <i-]
pour tout T = 1,2,s00yn 4 De plue, l'lensemble des lettres distinctes
de Vo est égal & l'ensemble des avances de ¢ , Comme le cardinal
de Ac est encore égal & IRISEo , on a

IMA Vg = IRISE¢ . (15)

Pour se convaincre que V : &, - D, est bien bijectif, on donne
tout de suite la construction de l'inverse V-1"de VvV,

Algorithme pour V'1 . Soit w = X) X3 see X, un motde D, .
Pour obtenir la permutation ¢ telle que Vo = w, on applique
la procédure suivante :




; o(l) «1 l'algorithme est terminé ;

(1) (0) « 0
sinon k « 2 ;

(2) o(k) « o(x;.)*+1 et incrémenter de 1 tous les éléments de la
suite @(0) o(1) ¢(2) ... o(k-1) qui sont supérieurs ou égaux i o(k)
et laisser invariants les autres ;

(3) si k=n, l'algorithme est terminé ; sinon remplacer k

par k+l et aller en (2)

;8 n=1,

Les deux propriétés suivantes du V.code sont essentielles
pour la construction du S-code,

le V-code d'une permuta-

PROPRIETE 1, Soit Vo = vV, ess vy
tion o = g(1) o(2) ... o(n) . On pose % = max{v; : 1 <1 < n} eton
note (cl, Cos eee 3 Ck) (reSE. idl, djyeee,d ,?,)i‘ la suite croissante
des entiers “m tels que vy, < x (resp. vy = %) o Alors

o(d;) = o )+£+l, o(dy) = o(x)+4, olds) = o(x)+L=1,00.,
o(d, ;) =a(x)+2, o(d)) = a(x)+1 .
De plus, le V-code du sous-mot o' = o(c;) o(cy) ¢os olcy) est

égal a Vo!

La vérification de la propriété 1 ne présente aucune difficulté
et n'est pas reproduite ici, Illustrons cette propriété avec l'exem-

T Yey Vep e Veg o

ple donné précédemment. On a
0 (1 2 345 67T 8 9
c='57 14 6 3 9 2
Ve= 010 31 3 2 3
x= 3
Cl"‘ck =(1 2 3 . 5 e T »
0‘ = 5 7 1 ® 6 L 9 [ ]
olx) = 1
dl'.'d,ﬂ = (] [ ') 4 ® 6 » 8
a(dl)oooc(d)z): e o« o+ 4 , 3, 2
et Vel= 0 1 0 o 1 o« 2 o
ui est égal & v v cee V .
9 g c; Ve, )

La propriété suivante est une conséquence immédiate de la

propriété 1 .

s
PROPRIETE 2,
que par la position de leurs lettres maximales, En dfautres termes,

Soient w et w' deux mots de Dp ne différant

sSup EO S0NsS

W=

1

VI...Vd _lxvdl+l...vd

Xxv

g-1



Wl_—.v‘oauvll XV', ...Vll XV||
1 dl-l d1+1 d,@-l d,ﬂ
avec

vl'.lvd -lvd1+1‘..vd£_lvd +lI.IVn

1 L
.I.v!

= 1 1 1 1
- v dl...lvdiz'{'l..'vn 2

...V I vl
-1Vat+

1 dl 1 1 1 )

ce dernier mot ne contenant que des lettres inférieures 3 x .

Alors, avec 0 = V=lw et ¢' = V-Iw? [ on a

c(dl) = c‘l(dll), c(dz) = c'(dé),...,c(dz) = Ut(d}l) .

6. LE S-CODE,

Pour tout w = x; x5 «++ X, appartenant & D, , on note
RISE SE Tw l'ensemlble des montées de w , c'est-i-dire des indices
i tels que 0 <i<n-1 et x; <x;4+] (par convention : xg = 0) .
D'aprés (15) on a IMA Ve = IRISE¢ ., En revanche RISESET Vo
n'est pas forcément égal & RISE SETg¢ ., Pour rétablir cette
propriété, il suffit d'obtenir un réarrangement approprié de Ve ,
la propriété (15) étant évidemment conservée par tout réarrange-
ment, Nous nous proposons donc d'établir le théoréme suivant

i
THEOREME 2, Il existe une bijection S : S, - D, telle que si

Sc—‘-’sl Sz..l Sn E‘E VU':Vlvzcoo Vn 3

on a les propriétés suivantes

(i) S¢ est un réarranpgement de Vg
(ii) RISESET Se¢ = RISESET¢o .

Construction du S-code, On procéde par récurrence sur n. Pour
n =1 on pose évidemment So = Vo = 0 pour l'unique permutation
¢ dans S, +» Soient n>2 et Vo=v Vs ese Vv, le Vacode d'une
permutation ¢ = ¢(1) ¢(2) ... o(n) . On pose x = max{vi:l<i<n}

et on note (cl, C2,e005C) (resp. (dyjyd3,4e0,dy)) la suite crois-
sante des indices m tels que v,, < x (Zreap. Vm = %) « Soit

tCl t:CZ oo te le S—code de o(c;) g(cylessc(cy) « On forme le mot

W tltz. .e tn

=t . eeet xt it xt &4 wt

1 dl-l d1+1 dz-l d2+1 d£

Le S-code s, s5 «es 8, de ¢ =0¢(1) 0(2) ... o(n) est obtenu par
la procédure suivante :

—IXtd£+l-‘.tn °

W spsgearity g “Hiky wes CHSEE



o(nt+1) «0 ; d entl ; 1

L+1
(2) m +—dj ;

(3) si o(m) >0(m-1) et o(m+l) ,
alors

s s aéaw B «xt
m “mt] d'+1"l

L N ] t
m+] dj+1-l
et aller en (6) ;
(4) si o(m) <« g(m=1) <« o(m+1) et s <tm+1 . T B
o(m-1) » o(m) > o(m+1), noter q la poSifion du pic le plus voisin
de m et situé & sa gauche ; autrement dit, q est défini par les

inégalités
1 <q < m-1, g(g-1) <o{q), o(q) >e(qtl)>ee.>0(m=-1) > c(m) ;

alors

®q%q+1°q+2°* * *m-1®m®m+1°** %, -1

jt1
(_’qusq+llcl Sm-ZSm-ltm‘i'l'..tdj_[__l-l
et aller en (6) ;
(5) (dans les autres cas) noter q la position du pic le plus
voisin de m et situé a sa droite ; autrement dit, q est l'entier

défini par m+l <q <n,
o(m) < o(m+1) < .vs <ol(q) et olqg) > olqtl) ;
alors

Em8m+1... sqalsqsq'Fl“. Ed
Z-u.tht

j#1°1

«t t eeofl H
m+] ‘m+ qtl dj+l"1

(6) si j =4 l'algorithme est terminé et on pose

Sc « 81850008
sinon incrémenter j de 1 et aller en (2),
REMARQUE 1. L'instruction (5) de l'algorithme précédent est
bien définie, En effet, on a o(m) = o(d.) > o'(dj_l_l) d'aprés la pro-

priété 1, Les inégalités o(m) < c(m+']1) < eee <0(g) entratment
donc (m=)dj <q< dj'l'l .

REMARQUE 2, On vérifie que So appartient bien & D, en s'as-
surant qu'a chaque étape, les s; que l'on définit satisfont

5; <i-l.

i



REMARQUE 3. Le fait que
RISE SET Sg = RISESE To

se vérifie sans difficulté lors de 1'application de chaque instruction
(3), (4) et (5) .,

REMARQUE 4. Sile V-cuie d'une permutation ¢ ne contient que
des lettres au plus égales a 1, ona So = Vo,

REMARQUE 5, Soient Vo = V]Vpesev, le V-code d'une permu-
tation o = g(1) 0(2) vss o(n) et x = m_ax{vi td = Lgal .. Peur
chague 1= 1;2;ess3 %, On note c?, czl', v s cici la suite croissante
des indices m tels que v, <i et ¢; le sous-mot

o, =0 (Jcll) O(CE)... o(cf‘ci) . rﬁour appliquer 1'algorithme précédent,
on détermine successivement So; pour chaque i=1,2,,40,%.

Dans l'exemple suivant, on a indiqué la suite des instructions
de l'algorithme (notées de II & I6) seulement pour la détermi-
nation de Scog3 .

1 34 56 7 8 9 1011121314
=911 310 2 8 7 14 13 6 5 1 4 12
Vo = 0 1 01 0 33 2 2 330 3 2
Scl"—‘ 0 1 01 0 . . 0 « o 0 °
SGZ: 0 1 o1 0 , 2 e « 0
w=01 0103322 3303
] eee Bp= 0 .1 0 1 0 (Il)
1 L
Sl R S6= 0 1 0 1 0 3 (I3)
Sl soe 59= 0 1 0 1 0 3 2 3 2. (15)
Syeve 8147 01 01 0 32 3 3 2 (14)
51... Bll= 0 1 G 1 ¢ 3 2 3 3 3 2 (I14)
Se= 0 1 @ 1 032 3 3 32032 3 (15)

Nous donnons ci-aprés la construction de 1'inverse S=! de s.
Il est fastidieux mais facile de vérifier que S=1, S est 1'applica-
tion identique. Dans la description de S=! on verra que la propriété
2 du Vacode joue un rdle crucial,

Algorithme pour S"1 « Soient w = s S5 ees S5, un motde D,

et x = max{'si t1<i<n}. On note él' dZ""‘ dy les indices

i tels que s;=x, Le mot w'= 5.4, Sd;-1%d,+1°**8d .18d jt10 %0 5n
est, par récurrence, le S-code d'une permutation ¢! dont le
V-code estun réarrangement de w!, qu'on note



¥z
v Vlg..le_lVd

Formons le mot

Frre e ¥y _1Vd£+1"'vn .

1 L

V= V. VoyeeeV
12 n
= V.,eeoV XV o V XV ses V N
- + " +
1 d1 1 dl 1 dﬂl dEI n

et déterminons la permutation
= 7(1) 2) ees T(n) dontle V-code est v .

Pour obtenir la permutation o = o(1) 0(2) ... o(n) dont le
S-code est w , on applique la procédure suivante :

(1) o(d g+1) old g#2) vus oln) « v(dgt1) 7(d +2) oo 7(n) ;
0(0) «0;0(nt1) <0 ;dy «0; je g;

(2) m «d; ;

(3) si q-(i]n) > t{ma-1) et o(m+1), alors

c(dj_l+1)c(dj_1+2)...c(m-l)c(m) “« T(dj_1+1)T(dj-1+2)"' T{m-1) r(m)

et aller en (6) ;

(4) i (m-1) et 7(m) < o(m+1),
on note p le plus petit indice tel que m+]l <p <n et
o(m+1) > o(m+2) > ... >0(p-1) >0(p) > T(m) ; et I'on pose

cr(dj_ +l)c{dj_1+2). es0{mal)o(m)o{m+1)e e olp=1)o(p)

égal

B

-r(dj_1+1) T(dj-1+2)' oo (Ma1)9(m+1)o(m+2), .. o(p) #(m)

et aller en (6) ;
(5) 8i T(m-1) > (m) et o(m+1) ,
alors e(m)er(m) si d;.1 = m-1; sinon, on note p le plus petit
indice tel que d;_  tlspsm-1 et r(m)er(pl<T(ptl)ci s e <7(m=-1); et 1'on
pose
old.
( s

égal

+1)a‘(dj_1+2). sea(p=-1)o(ple(ptl)esec(m=-1)o(m)

W

ttd,_jF1ld;  +2)ees o(p=1) (m) r(p)e st (m-2) r(m-1) ;

(6) si j =1, l'algorithme est terminé et on pose

s”lw < ol(1) 6(2) eue oln) ;

sinon décrémenter j de 1 et aller en (2) .



Conservons les m&mes notations que dans la de scription de
l'algorithme pour S=1, 3 la différence que nous écrivons
w = s(1) 8(2) vus s(n) au lieu de S] 57 ses S, » Désignons de plus
par ci ch... ck; la suite croissante des indices m tels que
s(m) <1 "(1=1,2,400,%) + Pour obtenir ¢ = S-lw , on détermine
successivement o} = S-1 s(c}) s(c3) «ee s(ci;) en utilisant 1'algo-
rithme précédent, pour i=1,2,,..,%. Naturellement c';c =g,
Ce procédé est utilisé dans l'exemple suivant.

EXEMPLE,
w= 01010 32 33 3202 3
Vl: 0 l O ]. 0 3 ] L] [ ] L] L O L L]
-1-1 = cll: 4 6 3 5 2 . e 2 e e @ 1 « &
= ! =
Vl Vl 0 1 0 1°'0 &« = s o & o 0 .
VZE 0 1 0 1 0 ® 2- . ® . 2 0 2 .
']'2= 4 6 3.5 2 . 9 . e e 8 1 7 .
c-:?': 4 6 3 5 2 ° 9 ® . ° 8 1 7 ®
V'z: 0 l 0 1 0 ° 2 ° ] ® 2 0 2 L]
V3= 01010323 2 0 2 3
T3 9113102 8147 65131 124
131 4 12 (15)
135 1 4 12 (14)
136 51 4 12 (14)
71413651 412 (15)
oh= 911 3102 8 7 4136 5 1 4 I2 (13)

¢ = S-lw=g%,
7. LA STATISTIQUE EULERIENNE IMAL,

Rappelons que le Lehmer.code d'une permutation
o = g(1) 0(2) vee o(n) “est 1a suite Lo = X] X3 ees X3 définie par

x;, =card {j:1=<j<i-l, ofj} <e(i)}

pour tout i=1,2,,4e,n,

Le code Lo appartient 4 l'ensemble D, ., Par ailleurs, il est
immédiat que L : &, - D, est bijectif, et que, d'autre part, on
a

RISESET Leg = RISE SET¢

pour tout ¢ dans &, » Rappelons encore que pour tout
W = X| X2 ese X, dans D:} on note IMAw le nombre de x;
distincts dans w et que Ifon pose



IMAL =IMA , L ,

Nous avons vu dans la section précédente que la bijection
S: 6, - D, avait les propriétés suivantes

(i) RISE SET Sg = RISE SETg
(ii) IMA Se¢ = IRISE¢g

En composant S et L=1, on obtient

S el
Gn—aD --06 .

D'ou
RISE SET L™!, S¢ = RISE SETo (16)
IMAL L-1 | Sg = IMA S¢ = IRISE¢ .,

Lies deux permutations L"l, So¢ et ¢ ayant m8me RISESET,
ont aussi m&me MAJ , Les identités (16) montrent dors que

les couples (IRISE, MAJ) et (IMAL, MAJ) ont m&me distribution
sur &, . En fait les identités (16) contiennent le résultat plus
fort suivant.

THEOREME 3, Pour tout ensemble T tel que 0 ¢ T c [n- 1;
les statistiques IRISE et IMAL ont m&me distribution sur fen-
semble [0 ¢ & : RISESET o = T].

On trouvera une illustration de ce theoreme dans la table 3
construite pour n =4,



RISE SET o Lo IMALG IRISE o
0,i,2,3 |1 2 3 4 012 3 4 4
0,1,2 1 24 3 4 o oo 3 3
1 .3 42 01 2 1 3 3
734 i 0120 3 3
0,13 1 32 4 . 3 3
1 4 2 3 011 2 3 3
231 4 010 3 3 3
24" Jod 0ol -0 -2 3 2
341 2 0101 2 3
6.2,3 T e 00 2 3 3 3
1-1'2 4 D013 3 3
4123 ] 001 2 3 3
0,1 14 3'% 11 1 2 2
2 4 3 1 011 0 2 2
3473 ] 0 2 2
0,2 2 1 4 3 00 2 2 2 2
Piea gl 00 2 0 2 2
3 1473 00 2 1 3 3
4 18'% 001 1 2 2
4 2 3 1 001 0 2 2
B3 378 7% 000 3 2 2
4 21 3 000 2 2 2
4 31 2 000 1 2
0 PR TR R 0 0.0 0 1 1
Table 3 .
I d
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Eulerian Partitions of a Unit Hypercube
by Richard P, Stanley

In the preceding paper Dominique Foata mentions the result,
implicit in the work of Laplace, that the volume of the region
Rpyk of the unit hypercube [0, ljn contained between the two
hyperplanes ¥ x: = k-1 and ¥ x; = k is given by ﬁ.}_Aink » where
k is an Eulerian number, On the other hand, it follows from
the well-known combinatorial interpretation of Ak as the number
of permutations of {1,2,..., n} with k rises (counting one rise
at the start) that rrl,_ Apk 1is also the volume of the set S ; of all
points (x},eee,%,) € [0,1]0 for which x; < xj+] for exactly k
values of "i (including by convention i = Oj' « Foata raises the
problem of whether there is some explicit measgure-preserving
map ¢ : [0,1]" 5 [0,17" which takes S, onto Ryl , except
possibly on a set of measure zero, We claim that such a map is
given as follows : Define ¢: [0,172 4 [0, 177 by
CP(XI’c-bpxn} = (yl,..-.Yn) » where
{Xi-l "% i 5y L8
L & =,

y‘_ -
: il

-1
- X, if X; > %X
Here we set ¥g = 0, and we leave ¢ undefined on the set of
measure zero consisting of points where some X1 =% I
(xl""'xn) Esnk 2 then Zyi=k-xn. Hence (yl,...,yn) ER_ k*

Moreover, in each of the 2f=~ “regions of "[0,17 deter-
mined by whether x; <x;_; or x;> Xi.1 for 2 <i<n, ¢ is
an affine transformation of determinant (-1)" . Hence is

measure~preserving, Finally, the inverse of ¢ is defined
(except for the set of measure zero where some yityatee s ty;
is an integer) by x; =1 + [y1+y2+...+yi] = Y1=Y2=eee=Yi e






