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Combinatoire et repr ésentation
du groupe symétrique, Strasbourg, 1976

INTRODUCTION

Dominique Foata (.X_)

Ce volume contient le texte des conférences données au cours de la Table
Ronde du C.N.R.S,, tenue a Strasbourg du 26 au 30 avril 1976, sur le théme
"Combinatoire et représentation du groupe symétrique', Comme le rapporte
Ladnor Geissinger (8) dans les présents actes, le professeur Van der Corput [1]
disait en 1950 au cours d'une conférence sur les fonctions symétriques, faite aussi
& Strasbourg : "Le sujet de cette conférence est si simple et si souvent traité que
je m'étonne qu'il soit encore possible d'en dire quelque chose de nouveau. Je me
propose cependant d'essayer,' Vingt-six ans aprés d'autres récidivent, et c'est

1'étonnement du professeur van der Corput qui nous surprend aujourd'hui.

I1 est courant, ea effet, de voir des sujets abandonnés depuis fort long-
temps reprendre une vigueur nouvelle parce que de nouveaux outils se prétent
mieux a leur étude ou que lesdits sujets trouvent une application inattendue dans
d'autres domaines. C'est le cas, par exemple, de la théorie des invariants, qui,

3 la suite des travaux de Mumford (cf. Dieudonné et Carrell [Z]), devient un outil

*
(') Les nombres entre crochets renvoient aux mémoires mentionnés a la fin de

cet article ; les nombre entre parenthé&ses aux articles du présent volume,



fondamental dans 1'étude des variétés algébriques. C'est aussi le cas de ce chapi-
tre de la théorie des invariants que constitue la théorie de la représentation du
groupe symétrique. Celle-ci a été développée, d'une part, par 1'école allemande
(Frobenius, Schur) et, d'autre part, de fagon plus calculatoire, par Alfred Young
(cf. Littlewood [3]). Les travaux de 1'école allemande ont trés vite été intégrés
dans le corpus de 1'algébre moderne, et dans une certaine mesure, contiennent
ceux de Young (cf. Rutherford [4]). Ces derniers sont, en revanche, plus explici-
tes et fournissent, en outre, une géométrie ou une combinatoire des calculs. On
peut donc penser que l'essentiel a été dit par ces auteurs sur cette théorie, a
l'exclusion de certaines applications comme, par exemple, le calcul des caracté-

. - ‘s . *
res, et que le livre de Littlewood [ 37 apporte une derniére conclusion ("7 .

Or on observe, depuis quelques années, un renouveau du calcul et une re-
cherche de l'explicite dans plusieurs domaines des mathématiques, Citons, par
exemple la théorie algébrique des nombres, ol l'on détermine de nouveaux algori-
thmes de calcul pour la classification des corps de nombres (cf. par exemple
Cartier et Roy [57) ou l'étude des singularités dans les applications différentiables.
Dans ce dernier domaine, il parait important de signaler le travail de Morin [6]
dans lequel celui-ci développe toute une combinatoire de tableaux, qui mériterait
d'étre rapprochée de celle des tableaux de Young dont il est question tout au long

de ce volume.

La représentation du groupe symétrique n'a pas échappé d cette remise en
question due également au grand intéré&t que soulévent & 1’heure actuelle les pro-
blémes de nature combinatoire. Cette redécouverte a été longue & se faire,
mais, depuis quelques années, les travaux sur le sujet sont de plus en plus abon-
dants. Leurs auteurs se sont naturellement tournés vers les articles originaux
de Young. On sait, en effet, depuis son troisie¢me mémoire [77, que les propri-
étés de la représentation du groupe symétrique reposent sur celles d'objets com-
binatoires, les tableaux standards, introduits par lui-m&me, C'est & partir de
ceux-ci qu'on peut définir des idempotents de 1'algébre du groupe symétrique.
Or ces tableaux possédent des propriétés combinatoires tout & fait remarquables,
bien adaptées a 1'étude des fonctions symétriques. Curieusement, on a mis long-

temps a les découvrir, La correspondance de Robinson, par exemple, entre per-

(**) Le livre de D. E. Littlewood, (The Theory of Group Characters and Matrix

Representations of Groups, Oxford, Clarendon Press, 1940) a été réimprimé en

1958 mais il est, hélas, épuisé, Une réimpression serait hautement souhaitable.



mutations et paires de tableaux standards a été trouvée en 1938. Il a fallu attendre
1961, pour qu'avec Schensted, on ait un algorithme simple et ingénieux pour la dé-
crire, Ce n'est que récemment, 3 la suite des travaux de Schiitzenberger (1963,
1972), Knuth (1970), Thomas (1974), Greene {1974), que l'on a pu dégager une al-

gebre des tableaux standards, ol cette construction trouve un cadre naturel.

Cet exemple illustre parfaitement 1'un des courants de recherche de la
Combinatoire contemporaine, pour ne parler que de celle qui ne se forge pas des
problémes artificiels sur lesquels elle théorise en vase clos : on cherche 3 inter-
préter combinatoirement les identités de 1'algébre ou de 1'analyse classique, com-
me par exemple ici, les identités sur les fonctions symétriques, c'est-d-dire qu'on
essaie de trouver des modéles ensemblistes, ici les tableaux de Young, et des
correspondances entre ces modé&les, qui rendent compte de ces identités et qui four-
nissent aussi une géométrie du calcul sous-jacent, Ces correspondances sont, en
général, définies par des algorithmes. Dans un second stade, il s'agit alors de linéa-
riser ceux-ci dans un cadre algébrique convenable. Le sujet est donc en pleine
mouvance et ne semble pas encore prét 3 &tre complétement théorisé., Signalons,
cependant, la tentative extr@mement intéressante de G, -C. Rota, qui, suivant en-
core les idées de Young, propose en caractéristique quelconque, une théorie re-
nouvelée des invariants qui engloberait la théorie combinatoire des fonctions symé-

triques et de la représentation du groupe symétrique (cf. [87, [97]).

Le but de cette Table Ronde a été de faire le point sur ces travaux, en dépit
du risque (ou plus exactement dans l'espoir) de voir ceux-ci devenir un jour obsol&tes
dans le cadre d'une théorie plus élaborée. La diversité des sujets abordés montre
que 1l'on n'est pas encore a ce stade. Pour la commodité du lecteur, les articles ont
été classés sous quatre rubriques (1. Algdbre des tableaux de Young ; 2, Fonctions
symétriques ; 3. Calcul des caractéres et groupes de permutations ; 4, Partitions
et algorithmes combinatoires.). Chaque auteur a bien voulu réviser -souvent
plusieurs fois- le texte présenté a Strasbourg en avril 1976, pour le rendre direc-

tement accessible au lecteur non spécialiste.

Le professeur Robinson prépare une édition des oeuvres complétes d'Alfred
Young. En primeur, il nous donne ici ( 1) un article -le premier du présent volu-

me- sur les travaux de son Maftre.

La section 1 débute par la contribution de Gérard Viennot { 2 ) » Celui-ci
propose une spacialisation nouvelle pour décrire la correspondance de Robinson
mentionnée plus haut. Cet article placé au début devrait permettre au lecteur
non-spécialiste de se familiariser rapidement et agr éabdement avec l'une des

constructions les plus fondamentales de cette étude. Puis, dans un article de



synthése originale, Schiitzenberger (3) pose les fondements de la théorie combina-
toire de la représentation du groupe symétrique. Il réussit avec son algorithme du
"jeu de taquin' a intégrer dans une m@&me structure la correspondance de Robinson
et les constructions qui en résultent, II montre, en particulier, que l'ensemble des
tableaux standards peut 8tre muni d'une structure de monofde, d'ol il tire une dé-
monstration parlante pour l'imagination de la fameuse régle de Littlewood-Richard-
son pour la multiplication de deux fonctions de Schur. Dans la contribution suivante,
Curtis Greene ( 4) donne une extension de la correspondance de Robinson i certains
ensembles partiellement ordonnés, Dans le dernier article de cette section ( 5) s
on trouvera la preuve d'une conjecture de Schiitzenberger sur ’opération dite du

vidage - remplissage des tableaux standards,

La section 2 ("Fonctions symétriques') s'ouvre par un article de mise au
point d'Alun O. Morris ( 6 ) sur les fonctions de Hall-Littlewood, qui sont les ex-
tensions naturelles des fonctions de Schur. Pour le non-spécialiste, la lecture de
cet article pourrait &tre précédée de celle d'un mémoire classique sur les fonctions
symétriques, par exemple celui de Foulkes [10] ou de Stanley [11]. Dans l'arti-
cle suivant, Thomas (7 ) utilise les propriétés des opérateurs de Baxter introduits
par Rota [ 127 pour obtenir des interprétations combinatoires nouvelles sur une
classe de fonctions définies sur l'anneau des fonctions de Hall-Littlewood. Les
deux articles suivants par Ladnor Geissinger ( 8) et A. Lascoux (9 ) reprennent
1'étude des fonctions symétriques pour 1'intégrer dans un cadre algébrique classi-
que. Le premier choisit le cadre des algébres de Hopf. Les calculs y sont aisés.
De plus, les opérateurs sur les fonctions symétriques (Hammond, Van der Corput,
Foulkes) y sont définis de fagon enfin naturelle. A partir de probl&mes posés par
la géométrie algébrique, le second montre qu'on peut avoir des résultats nouveaux
sur les fonctions de Schur en se plagant dans le cadre des )-anneaux de Grothen-
dieck. Le non-spécialiste découvrira un mod&le trés fécond dans lequel les identi-
tés sur les fonctions symétriques s'obtiennent quasiment sans calcul, Le géométre
algébriste, de son cdté, retrouvera, en fin d'article, la traduction géométrique de
tous les objets combinatoires qui y sont introduits. C'est une théorie combinatoire
du Calcul de Schubert que propose ensuite Richard P, Stanley (10), dans un beau
travail d'initiation qui permettra au combinatorialiste de prendre un contact de plus
en plus nécessaire avec certains problémes de la géométrie algébrique. Cette section
se termine par une note de James McConnell (11) qui attire 1'attention sur la dis-
parité entre les deux regles de multiplication connues pour les fonctions de Schur,

celle de Littlewood-Richardson, et celle de Murnaghan-Newell,

Dans la section 3, Jan Saxl (12) présente une vue d'ensemble sur les pro-
bl&émes de transitivité dans les groupes de permutations, en relation avec le calcul

des caractéres et donne quelques applications de cette théorie au coloriage des



des graphes. Puis, Norbert Esper et Adalbert Kerber (13) étudient la permutrisa-
tion des représentations, pour l'appliquer a la résolution de certaines équations
dans les groupes. Enfin, Michael Klemm (14) trouve des relations nouvelles pour

les caractéres de certains groupes de permutations plusieurs fois transitifs,

La section 4 aurait été plus développée si nous avions pu inviter un plus
grand nombre de spécialistes de la théorie des partitions. Dans la premi&re con-
tribution, George E. Andrews (15) donne plusieurs conséquences remarquables de
la conjecture de MacMahon sur les fonctions génératrices de certaines partitions
planes. Nous avons inclus l'article de Walter Oberschelp (16) car ses calculs
asymptotiques du nombre de modéles en logique font appel & certaines techniques
combinatoires intéressantes du groupe symétrique. Le volume se termine par le
mémoire de S, G, Williamson (17). I1 nous a paru essentiel d'avoir dans ce volu-
me un article traitant des algorithmes combinatoires. Lorsqu'on veut, par exem-
ple, construire une table des coefficients g(), y, v} de Littlewood-Richardson,
il est indispensable de disposer d'un algorithme efficace pour engendrer les parti-

tions ) . On trouvera de tels algorithmes dans ce dernier article.

Signalons que deux articles présentés & cette Table Ronde feront 1'objet

d'une publication séparée, Il s'agit des articles de

(18) H. O. FOULKES, Eulerian numbers and representations of symmetric groups.
University of Wales, Swansea, G.-B. .

et de

(19) Gordon JAMES, A characteristic-free approach to the representation theory

of en ; Jo_of Algebra, a paraftre.

Dans deux articles récents ([13], [14]) ainsi que dans (18), H. O. Foulkes
trouve de nouvelles relations entre les nombres classiques (sécants, tangents,
eulériens) et les caractéres irréductibles du groupe symétrique. Enfin, clest en
reprenant les vieux travaux de Young que Gordon James (19) a réussi A développer,
en caractéristique quelconque, une théorie de la représentation du groupe symétri-

que.
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