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UNE PROPRIETE DU VIDAGE-REMPLISSAGE 

DES TABLEAUX DE YOUNG 

Dominique Foata 

Le vidage-remplissage des tableaux standards de Young a 6t6 introduit par 

Schiltzenberger Ill . On trouvera dans son m6moire sur la correspondance de 

Robinson [Z] plusieurs propri6t6s de cette transformation, et en particulier la 

conjecture suivante : soient ~p et ~ deux tableaux standards de Young ne diff6rant 

que par la position de deux entiers cons6cutifs ; soient ~J et @J les tableaux ob- 

J 
tenus en appliquant ~ ~ et ~ ~ l'op6ration vidage-remplissage J . Alors ~ et 

~J ne different que par une permutation ~ des positions des entiers, consistant 

en un cycle de longueur paire. Z'objet de celle note est de d6montrer cette conjecture 

dans le seul cas o~ les deux tableaux ~ et ~ ne different que par la position de 

leurs deux plus grands entiers, et de pr6ciser, dans ce cas, la nature du cycle de 

la permutation. 

l~appelons que pour tout entier n >_ i , on d6signe par tableau standard de 

Young [en abr6g6 : tableau] d'ordre n le couple T = (I, f) constitu6 p~r un dia- 

gramme de Ferrers (c'est-~-dire un intervalle de IN × IN ayant (i, i) comme 
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~l~ment minimum pour l'ordre naturel induit), de cardinal n , et une bij ection 

croissante f de I sur In] = [i, Z ..... n} . II est d'usage de representer un 

diagramme de Ferrers cornrne une "grille" et d'inscrire dans la "case" (i, j) 

l'entier f(i, j). 

Par exemple, 

( 1 )  T = 

6 8 

Z 5 9 

1 3 4 7 

est un tableau d'ordre 9 • 

L'op4ration vidage-remplissage est plus commode ~ d4finir et ~ ~tudier sur 

lWensernble des roots de Yarnanouchi, qui sont en bijection avec les tableaux. 

Soit a = a I a Z ... a n un mot de longueur n dont les lettres a i sont prises 

dans l'ensemble N* = [I, Z, ... } . Pour tout entier i = I, Z ..... n on d~finit b i 

cornme le nombre d'indices j tels que 1 -< j ~ i et a = a. , puis c. comrne le 
j i i 

hombre d'indices j tels que 1 -< j ~< i-I et a. = a.-i , enfin d. = 0 si a. = 1 et 
j i i i 

d i = b.-c.1 l si a.1 >- 2 . On pose encore s(a) = b = b I b 2 ... b n , c = c I c Z ... c n et 

d = d I d 2 ... d n 

Le mot a = a I a 2 . °. a n 

i = i, 2, ... , n. 

est dit de Yamanouchi si l'on a d. _< 0 pour tout 
1 

on a 

Par exemple, avec a = 1 2 1 1Z 3 1 3 Z 

s(a) = b = 1 1Z 3 2 1 4 g 3 

c=0 1 0 0 3 2 0 2 4 

d = 0 0 0 0 -1 -l 0 0 -i 
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Le mot a est donc de Yamanouchi. 

Le lemme suivant est bien connu. 

LEMME I. 

ss(a) = a. 

Si a est un mot de Yamanouchi, le mot s(a) l'est aussi et i'on a 

Soient a et b deux rnots de longueur n. Le birnot (ou matrice) (b) est 

dit de Yamanouchi si a et b sont tous deux de Yamanouchi et si l~on a s(a) = b 

et s(b) = a. 

Soit T = (I, f) un tableau dTordre n . Le mot de Yamanouchi-ligne (resp.- 

colonne) a (resp. b) associ~ ~ T est le mot a = a I a Z .., a n (resp. b = blb Z... 

b ) d4finipour tout i = l, Z .... , n , par a i (resp. b i) = j si et seulement s'il 
n 

existe k > I tel que (j, k) E I (resp. (k, j) E I) et f(j, k) = i (resp. f(k, j) = i). 

Nous pensons pouvoir nous dispenser de donner la d4monstration (facile) du lernme 

suivant. 

LEMME Z. L'application T ..(b ) envoie bijectivement les tableaux d'ordre n sur 

les bimots de Yamanouchi de longueur n . l~@ciproquement le tableau T = (I, f) 

(bll az "'" an)par la bijection inverse, qui correspond au bimot de Yamanouchi b 2 ..o bn ' 

est donn4 par 

I = [(a i, b i) : 1 • i _< n} e t f(a i, b i) = i (i -< i _< n) 

On identifiera d~sormais tout tableau T = (I, f) au bimot 

a I a2 o o Q 

an) qui lui correspond par la bijection du lemme Z Ii sera %o = (b b Z b 
1 n a. 

~) commode de noter %°i = (b. la i-&rne colonne de q0 (I -< i < n) , et de consid4rer 
1 

aussi ~0 
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comme un mot en les colonnes ~Pi " On 6crira par exemple q0 : Cpl cpg ... ~n " On 

comparera 6galement deux colonnes %0 i et ~pj de ~ suivant l'ordre induit sur 

IN × IN : on a cPi -< q0j si et seulement si a i _< aj et b i < b pour l'ordre ordinaire. 
J 

Comme ~ est un tableau, on a 

(Z) cPi < q0j = i  < j  . 

= ( a  + b . )  - ( a i + b  i) . S i  q~i < q~j ' l a  d i s t a n c e  e n t r e  cpi e t  q~j e s t  d 6 f i n i e  p a r  d(cPi, q0j) J J 

S i  d(cPi, ~j)  = 1 , o n  d i t  q u e  ~ i  e s t  u n  p r 6 d 6 c e s s e u r  d e  ~j e t  q u e  c e  d e r n i e r  e s t  u n  

s u c c e s s e u r  d e  ~ i  " T o u t e  c o l o n n e  d e  q~ a a u  p l u s  d e u x  p r 6 d 6 c e s s e u r s  e t  d e u x  

successeurs dans q0. Si j est le plus petit entier tel que i < j et tel que ~j soit 

successeur de cpi , on dit que ~0j est successeur imm6diat de %0 i dans q0 . 

Le ~lissement de cp est d6fini comme la phs longue suite croissante d'en- 

tiers (i l, i Z .... , i k) telle que i I = 1 et telle que pour tout j > 1 , la colonne 

cPij+ 1 soit le successeur imrn6diat dans cp de ~i " Si n > Z , on a toujours k > Z , 
J 

et (il, iz): (i, Z). On note GZ ~p l'ensemble [il, i Z ..... ik}. 

I~ar exernple, le tableau T donn6 dans (I) sera identifi6 

(3) 

i: 1 Z 3 4 5 6 7 8 9 

cp:(1 Z 1 1 Z 3 1 3 Z) 

1 1 Z 3 Z 1 4 Z 3 

Le glissement de q0 est (I, Z, 5, 8). 

Revenant au cas g6n6ral et conservant la notation (i I, i Z ..... i k) pour 

le glissement de ~p , on peut, lorsque n m 3 , 6crire ~ cornrne le l~roduit de juxta- 

position 

%o : ~Pl cP2 @Z cPi 3 83 "'" 8k-i ~Pi k 8k ' 
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o h  @Z' 0 3 '  " ' "  ' @ k - l '  @k s o n t  d e s  m a t r i c e s  ( 4 v e n t u e l l e m e n t  r i d e s ) .  IEn f a i r  

@j = ~Pi+Ij qOi+2j ... ~Pij+l_ I pour j = Z, 3, ... , k , 02, par convention, ik+ 1 

On pose alors 

= n+l. 

V(@ = qo I 02 M2 03 ~i 3 "'" @k-I <°ik_l ok et ll(~p) = qOik . 

A i n s i  V(~0) e s t  o b t e n u  e n  f a i s a n t  " g l l s s e r "  l e s  c o l o n n e s  q~2' c°3 . . . . .  ~ i  k p a r  

d e s s u s  l e s  m a t r i c e s  O 2 , 0 3 . . . . .  0 k . L o r s q u e  n = Z , o n  p o s e  V(%0) = q01 e t  

R(~p) = ~Z " E n f i n  V(q0) = ¢ ( t a b l e a u  v i d e )  e t  R(~)  = ~Pl l o r s q u e  n = 1 . I1 e s t  

i m m 4 d i a t  q u e  V(~p) e s t  u n  t a b l e a u  ( a u  s e n s  d o n n 4  p a r  l t i d e n t i f i c a t i o n  c i - d e s s u s )  

d ' o r d r e  ( n - l ) .  

A v e c  l l e x e m p l e  (3) o n  o b t i e n t  

V(q0) = ( 1 1 1 Z 3 1 g g 3 
1 2 3 1 1 4 g 3 ) et  tt(~p)= ( 2 )  

S o i t  A u n  i n t e r v a l l e  de  l a  f o r m e  [ m ]  a v e c  1 < m _< n - 1  . O n  n o t e  ~IA le  

t a b l e a u  r e s t r e i n t  a u x  m p r e m i g r e s  c o l o n n e s  d e  ~ . D u  f a i t  q u e  G£(%01A) n ' e s t  

a u t r e  q u e  l ' e n s e m b l e  G~(q0) n A ,  on  o b t i e n t  

(4)  v ( c o l A )  = v(cp)I i , 

L e  v i d 4 - r e m p l i  d e  ~ e s t  d 4 f i n i  c o m m e  l e  p r o d u i t  d e  j u x t a p o s i t i o n  

J ~0 = R v n - I ( ~ 0 ) .  R v n - 2 ( < p )  ..... R V ( q ~ ) .  R ( c 0 ) .  

J La matrice ¢p est donc un r4arran~ement des colonnes du tableau ¢p . De plus, 

J Schiltzenberger (~Z] 3.6) montre que ¢p est encore un tableau et que J est invo- 

lutif. 
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Pour 1 < m _< n-i notons ~pl[n-m+l, n] la matrice restreinte aux m 

derni~res colonnes de <0. Naturellement q0 fIn-re+l, n] n'est plus un tableau 

(standard de Young). C'est un tableau gauche (d'ordre n-m) . En appliquant, de fa- 

9on it4rative, l'algorithme du jeu de taquin (cf. [Z], §§ Z et 3) ~ ce tableau gauche, 

on obtient un tableau (standard de Young) d'ordre n-m , not4 P(<pI[n-m+l, n]). 

L'identit@ suivante est d~montr~e dans ([2] 3. 6). 

(5) ~JIEm] = (P (~ I [n -m+ l ,  n])) J 

(6) 

Posons, pour n >_ Z , 

~=( ~bll b2 a2 ...''" ban-ln_l bal) 

Pour qu'on puisse permuter les deux derni~res colonnes de ~ , et que la matrice 

obtenue soit encore un tableau, il faut que l'on air an_ l / a n et bn_ 1 { bn . Darts 

la suite, on suppose que q9 est donn4 par (6) et que 

(7) 
an-l > an ' 

d'o~ n~cessairement bn_ l <b n , car autrement 

Yamanouchi. 

ne serait pas de a I a Z -.. a n 

1 % 
THEOREME. Soit q~ un tableau, d'ordre n > 3 , donn@ par (6) et satisfaisant (7). 

On note ~ le tableau d~duit de cp par transposition des deux derni~res colonnes. 

J Alors, la permutation w : Rvm(~p) -+ Rvm(~) , qui envoie la m-~me lettre de 

sur la m-~me de CJ (m = n-l, n-Z ..... I, 0) n'a que des points fixes et un cy- 

cle de longueur paire. 

De plus, il existe deux entiers p et q satisfaisant ~ 1 -< p -< a n , 

1 _< q _< bn_l ' tels que ce cycle soit donn~ par la suite 
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d e  d e u x  6 1 6 r n e n t s  c o n s 6 c u t i f s  6 t a n t  e n c o r e  6 g a l e  ~ 1 . 

La dfrnonstration du th4or~rne est faite par r4currence sur n . Pour n = 3 , 

I i Z, i Z i 
on ne peut appliquer J qu'aux seuls tableaux ~01 = (I R 1 ) et NZ : (I 1 Z) . Un 

g J 
calcul direct nqontre que ~Pl = ~Z et ~2 = ~I " Dans les deux cas, la permutation 

rr a u n  s e u l  p o i n t  f i x e  (11) e t  c o n t i e n t  l e  c y c l e  (Z ~ ~ 1 ) ~ ( ) ~  ( ) . L e s  c o n c l u s i o n s  

(i)  - ( i i i )  d u  t h 4 o r ~ r n e  s o n t  v ~ r i f i 4 e s  a v e c  p = q = 1 . 

S u p p o s o n s  q u e  ~ e t  ~ s o i e n t  d ' o r d r e  n >_ 4 . C o r n r n e  a n _ l  / a n  e t  

b ¢ b n les entiers (n-l) et n ne peuvent pas appartenir tous deux ~ G~ ~p 
n-I 

(resp. GZ ~). Si G~ ~ ne contient ni (n-l) , ni n , ces deux entiers ne sont pas 

non plus dans G% , . La cornparaison des glissernents de ¢p et de ~ nous arn~ne 

donc ~ eonsid~rer quatre eas : (a) (n-l) E G~ q0 n G~ ~ ; (b) (n-l) et n ne sont 

pas dans G~ ~ (ni dans G£ 4) ; (c) (n-l) E G% ~p et n ~ G% % ; (c') (n-l) E GZ 

et n E G£ ~ . Par syrn4trie, il n'y a que les trois cas (a), (b) et (c) ~ consid~rer. 

(a) Cornrne (n-l) E G% ~ Q GJ ~ , les deux tableaux ¢p et ~ ont le rn~rne 

glissernent (i l, i Z ..... i k) avec i k = n-I . Posons ~ik-1 = %ik-l = (p)q . Cornnrne 

~n-I (resp. 4n_l) est le successeur irnrn4diat dans tp (resp. dans 4) de ~Pik_ I 

(resp. 4i ) , et ~Pn-i ~n = ~n ¢n-I , on a forc4rnent 
k-I 

p + l  
[~n-l' ~n ] = [*n-l' *n } = {( q )' (qP+l)} 

p + l )  ~ c a u s e  d e  (7) . p + l  qP+l ) e t  4n_l 4n = (qPl q ' d ' o ~  ~On_ 1 ~o n = ( q 
= p+l 

D'o~ a n pet bn_ 1 = q . De i~ R(~) = ( q ) , i~(4) = (qP+l) , V(~0) I<n-3]=V(~)i[n-3], 

V(~)n-2 V(@n-i = (pq qP+l ) et V(#) n_Z V(~)n-] = (pq p+l)q . 

Pour I < rn-< n-i les tableaux Vrn(tp) et Vrn(t~) ont (n-rn) colonnes. 

Montrons que llon a 

(8) Vrn(¢p) ] [n-rn-l~ = vm(%) I En-rn-l~ 
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pour 1 -< rn _< n-I . La propriit4 est vraie pour rn = 1 d'apr~s ce qui pr4c~de. 

Supposons la v4rifi4e jusqu'£ ITordre rn avec 2 -< rn ~ n-g . Alors 

Vm+l(%0) I n - m - Z ]  : V(Vrn(~p) r [n - rn -2  3) , d 'apr~s (4) , 

: V(Vrn(¢ ) I I n - m - Z ] )  par r6cur rence 

-- Vrn+l(* ) I [n-ln-Z] de nouveau d'apr~s (4) . 

D'o~ (8) est vrale pour tout rn tel que 1 < rn < n-i . 

Montrons maintenant que 

(9) vn 2(~) i vn-2(~) 

p+l q~l) et ~lEn-1, n~ = (qP+l p+l)  corres- En effet, les matrices ~I~n-l, n] = ( q q 

pondent respectivernent aux tableaux gauches 

2 1 

qui slenvoient, par l'algorithme du jeu de taquin, sur 

On a donc, dans les notations de (5) 

1 1 2 P(tpIEn-1,  n']} = {1 1) et l~( ,1En-1,  n])  = (1 1 ) 

Cornme J est involutif, on conclut d'apr~s (5) que 
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c'e st-&-dire 

~:lEz] / ~ : I E z ]  

R V  n - l ( @ . R V n - g ( @  ?z R V  n - l ( ~ ) . R V n - 2 ( ~ )  . 

C o m m e  R v n - I ( ~ )  = R v n - I ( , )  : (1 l) , i l  v i e n t  d o n c ,  p a r  d 4 f i n i t i o n  de  R , 

vn-Z(~p)  = R v n - l ( ~ p ) . R v n - Z ( ~ p )  ¢ R V  n - l ( , ) . R V n - z ( ~ )  = v n - Z ( ~ )  , 

ce qui 4tablit (9) • 

D ' a p r g s  (8) e t  (9) o n  a 

vm(d lEn-~-~] :v~( , ) lFn-m-~]  et V~(~)n_~fV~(,)n_m 

p o u r  1 < rn < n - Z  . P o u r  m f i x 4  t e l  q u e  1 -< rn _< n - Z  , p o s o n s  K : m a x  G;~ vm(~p) 

e t  L m a x  G £  v m ( 9 )  , d e  s o r t e  q u e  R v m ( @  rn e t  = = v (~0) K R v m ( ? )  = v m ( ? ) L  • 

A f i n  d e  c o m p a r e r  RVm(cp)  e t  R v m ( , ~ )  , n o u s  a l l o n s  c o n s i d 6 r e r  l e s  q u a t r e  c a s  s u i -  

r a n t s  : (~) K ,  L < n - m - 1  ; (~) K : n - m ,  L < n - m - 1  ; (y) K _< n - m - l ,  L = n - m  ; 

(6) K = L = n - m  . 

D a n s  l e  c a s  (0t) , o n  a n 4 c e s s a i r e m e n t  K = L . D ' o ~  R v m ( @  = RVm(q0) = 

vra(~p) K (= v m ( ¢ ) K  ) • 

D a r t s  l e  c a s  (~) , o n  o b t i e n t  RVm(cp)  = v m ( ~ p ) n _ m  e t  R V m ( ~ )  = v m ( c p ) L  . 

C o m m e  v m ( ~ ) l r n - m - 1 ]  : v m ( ? ) l E n - m - 1 ]  et  que L _<n -m-1  , l a  c o l o n n e  

v m ( @ n _ m  e s t  l e  s u c c e s s e u r  i m m 4 d i a t  d a n s  v m ( ~ )  d e  v m ( q 0 ) L  ( :  v m ( ~ ) L  ) . D ' o ~  

Rvm(cR)  e s t  s u c c e s s e u r  d e  R v m ( , )  . 

D a n s  l e  c a s  (y) o n  v o l t ,  c e t t e  f o i s  q u e  R v m ( ~ )  e s t  s u c c e s s e u r  d e  RVm(q0) .  

Vm(~)~ m m Darts le cas (6) , les colonnes _ et V (¢P)n-m sont les deux 
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successeurs dlune m~me colonne. Dtapr~s (8) on en d6duit vm+l(%0) : vm+](~) . 

A cause de (9) , cette 6galit6 ne peut se produire que si n = m-Z . Zes colonnes 

vn-Z(~) 2 Z(,) 2 ] et V n- sont alors les deux successeurs de (i) . De IA 

{Rvn-Z(~>, RVn-Z(,)] : {(~), (~I} . 

On a donc d6montr6 la proposition suivante. 

PROPOSITION. Soient q0 et ~ les tableaux d6finis dans l'6nonc6 du th6or~me. 

S i in-l) 6 G£ %0 N G£ ~ , on a, avec p : a n e__tt q : bn_ I , 

(1) R(~) : (P~) R(~) : (qP~) ; 

(Z) [RVn-Z(q)), Rvn-Z(~)] : [(Iz), (ZI)} ; 

(3) pour tout m : i, Z ..... n-3 , la colonne Rvm(~0) estpr6d6ces- 

seur de, ou successeur de, ou encore 6gale ~ RVm(9) . 

J R V n -  1 (¢p). R v n -  g(q~). RV(<p). R(qo) e t  Nous savons que ~ = ... . 

J RV n- 1 = (~).Rvn-Z(~) ..... RV(~).R(~) sont de Yamanouchi et r6arrangements 

de q0 (ou de {). Soit m un entier 6gal ~ n-Z ou tel que n-3 > m >_ 1 et 

RVrn(~0) <RVm(~) (done Rvm(~) pr6d6eesseur de Rvm({)). Ii existe un entier m' 

R V m ( 9 )  m' tel que = RV (~0) • Si m = n-Z , n6cessairement rn > m' >_ 0 . On a la 

m ! 
mgme conclusion lorsque n-3 >_ rn > i et RVm(q3) < RVm({) , car RV (~) 4tant 

J successeur de Rvm(~) , est situ6, dans ~0 , ~ la droite de RVm(~0) (d'apr~s (Z)). 

m r 
Sim' = 0 , alors 17(Rvm(~)) = R(~o) . Sinon RV (~) < RVm'(~) , ear Rvm'(~) 

est situ6, dans ~J , ~ droite de Rvm(~) . La colonne Rvn-g(%0) et les 616ments 

RVrn(~0) tels que Rvrn(~) < Rvm(~) sont done tous dans l'orbite de ~ contenant 
rn 

R(~) . D'apr~s ce qui pr6c~de, ils forment ainsi une suite croissante RV r(~), 
m m 1 

RV r-l(~) ..... RV (~) telle que 

(10) (n -Z)  = m r > m r _  1 > . . .  > m 1 > m 0 = 0 ; 
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(11) 
m. rn. m. 

~ ( R V  ~ ( ~ ) ) :  R v m i - l ( @  et  d ( R V  ~(~p), R V  z - l ( w ) ) :  1 

pour i : r, r-l, ..., I . 

P a r  s y m 6 t r i e ,  R V n - Z ( ~ )  e t  l e s  6 1 6 m e n t s  R v m ( ~ )  t e l s  que  

R v m ( ~ )  < Rvm(~p) ( d o n c  Rvm(cp)  s u c c e s s e u r  de  R v m ( , ) )  f o r m e n t  u n e  s u i t e  c r o i s -  
n n 1 

s a n t e  R V  s(~) ,  R V n S - l ( j  . . . . .  R V  (~) t e l l e  que  

(1Z) (n-Z)  = ns  > n s - 1  > ' ' "  > n l  > n0 = 0 ; 

(13) 

o . . ~  ] . 

n.  Rvni_l (9) ni( n.  I(9)) -l(I%V i(9)) = et d(l~V }.), P~V i- pour i = s, s-l, 

m n n 

N o t o n s  que  R V  r(~)  = Rvn-Z(cp)  = R V  s - l ( ~ )  e t  R V  s(~) = R v n - 2 ( ~ )  = 
m m 

R V  r- l (~p)  • C o m m e  R(@ = ( p q l )  e t  R V  r - l (cp)  E [(1) ,  (~)},  on d 6 d u i t  de  (11) 
171 

que  l a  d i s t a n c e  de  R V  r - l ( @  ~ R(¢p) e s t  r - 1  , s o i t  ( p + q + l ) - ( l + Z )  = p + q - Z  . D b ~  
n 

r = p + q - 1  . De  m e m e ,  d ' a p r ~ s  (13) ,  on  a d ( R V  s - l ( , ) ,  R ( , ) ) =  p + q - g .  D'o~t 

(14) r = p + q - 1  = s . 

Maintenant, on d6duit de (I0) et (II) que les 616ments Rvm(~) tels que 
rn m 

Rvm(~) <RVm(~) sont RV r-l(~) ..... RV l(¢p). D'apr~s (iZ) et (13) ceux 

pour lesquels Rvm(~) > Rvm(~) , c'est-5-dire ~-I(Rvm(9)) > Rvm(~) , sont 

- 1 (Rvnr - n n n 1(~)) . . . . .  - I ( R  V 1(~)) , s o i t  RV r (@ . . . . .  RV 1 ( ~ ) .  P a r  c o n s 6 q u e n t ,  

l e s  d e u x  s u i t e s  ( m  r . . . .  , m 1) e t  (n r . . . . .  n 1) n ' o n t  a u c u n  6 1 6 m e n t  en  c o m m u n .  

A v e c  R v n - Z ( @  et  R(q~) , i l  y a d o n c  Zr 6 1 6 m e n t s  d f p l a c 6 s  p a r  n .  D ' a p r ~ s  

( l l )  e t  (13) , i l s  a p p a r t i e n n e n t  t o u s  5 l ' o r b i t e  de  R(cp) . On  p e u t  6 c r i r e  l e s  Zr 

616ments de cette orbite comme la suite 

m m 1 n r _ l (  
(15) ( R V  r - l ( @  . . . . .  R V  (~), R(%o), R ( , )  . . . . .  R V  ~)) , 
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ou encore comme 

m m n I n 
(16) (Rv r-l(~) . . . . .  R V  1(@, R(~o), R V  (¢ . . . . .  R v  r(¢) 

o~ chaque terme est suivi de son image par rr. 

m 
Pour d~montrer enfin que RVn-2(~) (: RV r-l(~)) = (~) (et donc 

Rvn-Z(q~) = (1) on utilise le lemme donn~ ci-apr~s. Soient ~ et ~' deux 414ments 

de iN X ]I'4 tels que ~ < ~' . On appelle suite minimale allant de ~ ~_ ~' , route 

suite croissante (C0, ~i ..... ~t ) d'41~ments de iN × iN telle que C = ~0 ' ~t = C' 

et d(~i, ~i+l ) = I pour tout i = 0, 1 ..... t-i (naturellement t = d(~, C'))" 

LEMME. Soient i, j, k, ~ des entiers satisfaisant ~ Z _< i < k et Z ~ Z < j . 

Alors deux suites minimales Set T allant respectivement de (~) "a (j) et de 

(~) "_a (k)ont un point en commun. 

La d6monstration du lemme peut se faire par r6currence sur l'entier 

i+j+k+z . Le lemme est 4vident g6om6triquement. 

m 
Supposons l~V r-l(~p) : (ZI) . D'apr~s ce qui pr6c~de, la suite 

m m 1 n n 1 
(RV r-l(~) ..... I~V (q0), l<(q~)) (resp. (RV r-1(~) ..... IIV (~), l<(~))= 

n n n I 
(l%V r(~0) ..... RV Z(q0), RV (q~))) est une suite minimale allant de (~) ~ (pql) 

(resp. de (Z I) ~ (q~1)). Nous sommes dans les conditions d'application du lemme 

avec i = p < p+l = k % = q < q+l = j . Les deux suites minimales ont donc un point 

commun. Soit ~ un tel point. Par d@finition de la distance, on a d(C, (p+l)) = 

m h n h m h qnh+ 1 
d(C, (qP+l)). De i~ ~ = RV (q0) = RV (,) , ou encore C = RV (~) = RV (~) 

pour un certain h tel que r-1 > h > 0 . Or ceci est impossible car les deux suites 

(m r ..... m]) e t  (n r ..... n l) n'ont aucun 616ment en commun. D'o0 
m 

l~v r - i ( ¢  = (~) . 

Le th~or&me est donc prouv~ dans le cas (n-l) E GZ q0 N G~ $ . Ii suffit de 
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p o s e r  

/I%. n .  

~i  = R V  1(@ e t  q]i = R V  1(¢) p o u r  i = r - 1  . . . . .  1, 0 . 

L e s  d e u x  c a s  r e s t a n t  e n  s u s p e n s  s o n t  (b)  ( n - l ) ,  n ~ G Z  ~ ; (c )  

( n - i )  E G 2  cp, n C G ~  4 • S o i t  ( i  1, i 2 . . . . .  i k)  l e  g l i s s e m e n t  d e  cp • 

Dans le cas (b) , on a i k -< n-Z . De plus (i I, i z .... , i k) est aussi le 

glissement de }. Par cons4quent, les deux tableaux V(@ et V(,) , d'ordre (n-l), 

ne different que par la transposition de leurs deux derni~res colonnes, ~gales res- 

pectivement ~ celles de ~ et de ~ . Le th4or~me s~applique donc par r4currence & 

V(q0) et ~ V(~) . Toutes les conclusions du th4orgme sont valables, mais concernent 

la permutation rr' : l~Vm(~p) ~ l~Vm(~) (m = n-l, n-2 ..... S, i) , qui ne diff~re 

de la permutation ~ : Rvrn(qg) -. Rvm(%) (m = n-l, n-Z ..... Z, i, 0) que par le 

point fixe l~(~p) = ~0ik = @i k = I~(~) . Le th4or~me est donc encore vrai pour le cou- 

ple (~, 4). 

D a n s  l e  c a s  (c )  , o n  o b t i e n t  

V ( ~ ) n _  Z : : V( , ) n _  1 = ~ i k _ l  # i k _  1 

V ( ~ ) n - 1  = ~ n  : 4 n - 1  = V ( O ) n - Z  

R(q~) = %0n_ 1 = ¢n  = R(t ) )  • 

L~ encore, V(~0) et V(4) ne different que par la permutation de leurs deux der- 

nitres colonnes. La r6currence s'applique ~ V(~p} et V(4) , les entiers p et q 

satisfaisantailes in6galit6s i -< p < rain (aik , an) et 1 _< q < rain (bik , bn) . Comme 

k) e s t  (bn-l) ~Pi k = ~i k = (bik pr6d6cesseur de ~n-i = ~,-I , on a encore aik _< an_ 1 , 

= a + b + I) . D'oh I -< p _< rain(an_ I, a n) bik _< bn_ 1 (et aussi : an_ I + bn_ 1 ik ik 

et 1 _< q -< min(bn_ I, b n) . Le th4or~me est donc encore vrai pour (~, 4) puisque 

les permutations rr' : RVm(~p) -0 Rvm(~) (m = n-l, n-2 ..... Z, i) et 
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17 : RVm(~p) -~ R v m ( ~ )  ( m  : n - l ,  n - 2  . . . . .  2, 1, 0) ne d i f f e r e n t  que  p a r  l e  p o i n t  

f i x e  R(~p) = ~Pn-1 = Cn = R(¢)  . 

/ /  
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