Combinatoire et représentation
du groupe symétrique, Strasbourg, 1976

UNE PROPRIE T]*f) DU VIDAGE-REMPLISSAGE
DES TABLEAUX DE YOUNG

Dominique Foata

Le vidage-remplissage des tableaux standards de Young a été introduit par
Schiitzenberger [1]. On trouvera dans son mémoire sur la correspondance de
Robinson [27 plusieurs propriétés de cette transformation, et en particulier la
conjecture suivante : soient ¢ et y deux tableaux standards de Young ne différant
que par la position de deux entiers consécutifs ; soient wJ et \J;J les tableaux ob-
tenus en appliquant a ¢ et a y l'opération vidage-remplissage J . Alors ng et
Q;J ne différent que par une permutation m des positions des entiers, consistant
en un cycle de longueur paire, L'objet de cete note est de démontrer cette conjecture
dans le seul cas ou les deux tableaux ¢ et { ne différent que par la position de
leurs deux plus grands entiers, et de préciser, dans ce cas, la nature du cycle de

la permutation.

Rappelons que pour tout entier n » 1, on désigne par tableau standard de

Young [en abrégé: tableau] d'ordre n le couple T = (I, f) constitué par un dia-

gramme de Ferrers (c'est-a-dire un intervalle de IN y IN ayant (1, 1) comme



122

élément minimum pour l'ordre naturel induit), de cardinal n, et une bijection
croissante f de I sur [n]= {1, 2, ..., n}. Il est d'usage de représenter un
diagramme de Ferrers comme une ''grille'" et d'inscrire dans la 'case" (i, j)

1'entier £(i, j) .

Par exemple,

(1) T= 2 5 9

est un tableau d'ordre 9 .

L'opération vidage-remplissage est plus commode & définir et a étudier sur

l'ensemble des mots de Yamanouchi, qui sont en bijection avec les tableaux.

Soit a = a, a, +++ a  un mot de longueur n dont les lettres a; sont prises

3

dans 1'ensemble N = {1, 2, «..} . Pour tout entier i=1, 2, ..., n on définit bi

comme le nombre d'indices j tels que 1 <j <i et a.j =a;, puis ¢; comme le
nombre d'indices j tels que 1 <j <i-1 et 3 = a;-1, enfin di =0 sia; =1 et

di = bi-ci si a; = 2 . On pose encore s(a) =b=>b, b

1 P2 bn,c:c Cyees C et

1

d=d1d2... dn'

Le mot a = a) @, ee. a  est dit de Yamanouchi si l'on a di < 0 pour tout

i=1, 2, eee s n.,

1
—
S
—
—
\S)
w
—
w
W\

Par exemple, avec a =

1]
—
—
oo
w
oo
—
1N
o
w

on a s(a) = b
c=01 0 0 32 0 2 4

d=00 0 0-1-1 00- .
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Le mot a est donc de Yamanouchi,

Le lemme suivant est bien connu.

LEMME 1. Si a est un mot de Yamanouchi, le mot s(a) 1'est aussi et 1'on a

ss(a) = a .

Soient a et b deux mots de longueur n . Le bimot {ou matrice) (i‘) est
dit de Yamanouchi si a et b sont tous deux de Yamanouchi et si 'ona s{a)=b

et s(b) =a.

Soit T = (I, f) un tableau d'ordre n . Le mot de Yamanouchi-ligne (resp. -

colonne) a (resp. b) associéd T estle mot a= ajay.e. a (resp. b = b b,...
bn) défini pour tout i=1, 2, «us , n, par a; (resp. bi) =j siet seulement s'il
existe k »1 tel que (j, k) ¢ I (resp. (k, j) ¢ I) et £{j, k) =i (resp. f(k, j)} =1i).

Nous pensons pouvoir nous dispenser de donner la démonstration (facile) du lemme

suivant.

LEMME 2, L'application T - (g‘) envoie bijectivement les tableaux d'ordre n sur

les bimots de Yamanouchi de longueur n . Réciproquement le tableau T = (I, f)
a, a, ee. 2
1 "2 1y

(
by by ..o by

qui correspond au bimot de Yamanouchi , par la bijection inverse,

est donné par
1= {(ai, b.):1<isn} et f(ai, bi)zi (1 <i<n) .

On identifiera désormais tout tableau T = (I, f) au bimot
a, 8, eee a
o = ( 12 )
b1 by «e. b )
commode de noter @; = (b ) la i-&me colonne de ¢ (1 <i<n), et de considérer
i

qui lui correspond par la bijection du lemme 2 . Il sera

aussi o
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comme un mot en les colonnes P; - On écrira par exemple ¢ = Pl Py oo Qe On

comparera également deux colonnes p; et P de ¢ suivant l'ordre induit sur

IN xIN:ona ¢, <g. siet seulement si a,<a, et b. <b. pour l'ordre ordinaire.
i J L J i J

Comme @ estun tableau, ona
(2) cpi<goj:>i<j.

Si ®; < cpj , la distance entre ®; et ij est définie par d(q:i, q)j> = (aj+bj) - (ai+bi) .
Si d(CPi’ (pj) = 1, on dit que 9 est un prédécesseur de q;j et que ce dernier est un
successeur de o, . Toute colonne de ¢ a au plus deux prédécesseurs et deux

successeurs dans ¢ . Si j est le plus petit entier tel que 1< j et tel que ®; soit

successeur de ¢; s On dit que ;oj est successeur immédiat de 9; dans 0.

Le glissement de ¢ est défini comme la plus longue suite croissante d'en-

tiers (il, Irs eee s ik) telle que i, = 1 et telle que pour tout j =1, la colonne

1

®; soit le successeur immeédiat dans © de 9 . Si n>2, on a toujours k =2,
i1 j
et (il, iZ) = (1, 2) . On note Gy ¢ l'ensemble {il, iz, ces s ik} .

Par exemple, le tableau T donné dans (1) sera identifié 3
12 3456789

(1 21 12 31 3 Z> .
112 321423

Le glissement de ¢ est (1, 2, 5, 8).

[
1l

(3) )

Revenant au cas général et conservant la notation (il, iz, ces 5 ik) pour

le glissement de ©®, on peut, lorsque n = 3, écrire ¢ comme le produit de juxta-

position

P = Py 9 92 cpi3 63 cos ek_l cpik ek s
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ol ez, 93, eee 3 ek-l’ ek sont des matrices {éventuellement vides), En fait
ej = cPij'f‘l cpij+2 cee (Pij+1‘1 pour j =2, 3, +ss , kK, oU, par convention, Lt = ntl.

On pose alors

Vig) = ¢, 6, 0y 84 0. eve 8 o g, et Rlp) =@,
192 Y2 VY3 i, k-1 lk—l k i
Ainsi V(cp) est obtenu en faisant "glisser' les colonnes Por P wew s O par
dessus les matrices 850 830 aee s Oy o Lorsque n = 2, on pose V(;p) = ¢ et
Riy) = ¢y o Enfin V(cp) = ¢ (tableau vide) et R(g) = ¢ lorsque n=1. Il est

immédiat que V(cp) est un tableau (au sens donné par 1'identification ci-dessus)

dlordre (n-1).

Avec l'exemple (3) on obtient

—_—
Ll a8
=W

2 2
23 et Rl@)=(3) .

o =
W=
=

Vi) = (

Soit A wun intervalle de la forme [m7] avec 1 <m <n-1. On note cplA le
tableau restreint aux m premidres colonnes de . Du fait que GA(p|A) n'est
autre que l'ensemble Gi(p) N A, on obtient
(4) Vip|A) = V(g |A .

Le vidé-rempli de ¢ est défini comme le produit de juxtaposition

@« eee » RV(e) . R(e) .

La matrice QPJ est donc un réarrangement des colonnes du tableau ¢ . De plus,
Schiitzenberger ([27 3.6) montre que cpJ est encore un tableau et que J est invo-

lutif.
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Pour 1 £ m < n-1 notons gpl[n_m+1, n7 la matrice restreinte aux m
dernidres colonnes de ¢ . Naturellement ¢|[n-m+l, n] n'est plus un tableau
(standard de Young). C'est un tableau gauche (d'ordre n-m) . En appliquant, de fa-
gon itérative, l'algorithme du jeu de taquin (cf. [27, §§ 2 et 3) & ce tableau gauche,

on obtient un tableau (standard de Young) d'ordre n-m , noté P(@{[n-m+l, n]).

L'identité suivante est démontrée dans ([27 3. 6).
(5) o7 |[m7] = (Plo][n-m+1, a])7 .

Posons, pour nx» 2,

Pour qu'on pulsse permuter les deux dernidres colonnes de ¢, et que la matrice 4

obtenue soit encore un tableau, il faut que 1l'on ait a #a et b 1 #b . Dans

la suite, on suppose que ¢ est donné par (6) et que
(7 a_ . >a_ ,

d'ol nécessairement bn <bn , car autrement a, a

] @ +-+ &, ne serait pas de

-1

Yamanouchi,

R
THEOREME. Soit ¢ un tableau, d'ordre n » 3, donné par (6) et satisfaisant (7).

On note ¢ le tableau déduit de ¢ par transposition des deux dernilres colonnes.

Alors, la permutation 1 : RVm(;p) - RVm(w) , qui envoie la m-éme lettre de QPJ

sur la m-&me de q,J (m =n-1, n-2, ... , 1, 0) n'a que des points fixes et un cy-

cle de longueur paire.

De plus, il existe deux entiers p et q satisfaisantda 1 <p < a s

l<qcx< bn 1 tels que ce cycle soit donné par la suite
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gr_l—tgr_z—)-o- —)§1 qgo—»”ﬂo—»'ﬂl — eee —»'ﬂr_z —)T]r_l —»gr_l

(i) r = ptq-1;

.s _ (2 _ (ptl (P ~ ¢l
G g =0 g = O g = () M = Q)

>

(iii) our chaque i=0, 1, .e. , r-2, la colonne Eit1 (zesp. ni+1) est

successeur de . (resp. ﬂi) .

Reprenant l'exemple {1} - {3} , on obtient successivement

¢ G 12331429 veO T e
Ma-d 1123128 need wp=d 112I1ED mwed)
P 123128 nve-b V=G l2i12) wwed
P 21T wie-d  vieed P11 a0
Vi =1 25 2 ) RV =) Vi = 2 15 3 rv3Ap = )
Vi =t 12 rvie =) V=g 32 rvip =)
= 2D rv3e = ) v = 2 VA9 = ()

Vig = ) v =4 v7(¢)=(1 i) RVE(y) = ()
Vo= 'V =) v =) rvTp = )
rv3(e) = () rRVE(y)= Gi)
Joditiiiig S-driiiingg

Ici p=gq=2 etlapermutation m contient le cycle de longueur 2r = 2(ptqg-1) = 6

2 3 3 2 1 1 2
G I B G I I I G

Les trois premiers termes vont en croissant, la distance de deux éléments consé-

cutifs étant égale & 1 . Les trois termes suivant vont en décroissant, la distance
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de deux éléments consécutifs étant encore égale & 1.

La démonstration du théoréme est faite par récurrence sur n, Pour n= 3,
; 1 _ 1102, 41 21
on ne peut appliquer J qu'aux seuls tableaux 9 = (1 2 1) et o, T (l 1 2) . Un
. J J .
calcul direct montre que ) T et ©; =) - Dans les deux cas, la permutation
m a un seul point fixe (}) et contient le cycle (i’) o (é) - (%) . Les conclusions

(i) - ({iii}) du théor@me sont vérifides avec p=q=1.

Supposons que ¢ et { soient d'ordre n >4, Comme a # a et
bn-l #b_, les entiers (n-1) et n ne peuvent pas appartenir tous deux a G{ o
(resp. Gg §). Si Gy © ne contient ni (n-1), ni n, ces deux entiers ne sont pas
non plus dans G4 ¢ . La comparaison des glissements de ¢ et de | nous ameéne
donc & considérer quatre cas : (a) (n-1) ¢ Gy on Gy ys (b) (n-1) et n ne sont
pas dans Gf ¢ (nidans Gg y); (c) (n-1) ¢ Gy et neg Gh y; (') (n-1) ¢ Gg

et ng Gf . Par symétrie, il n'y a que les trois cas (a), (b) et (c) a considérer.

(a) Comme (n-1) ¢ GL ¢ Gg y, les deux tableaux @ et ¢ ontle m&me

glissement (il’ iZ’ cee ik) avec ik =n-1. Posons :pik . = q;ik . = (p) . Comme
@] (resp. wn-l) est le successeur immédiat dans ¢ (resp. dans y) de Qpik .
(resp. y; ), et ®p_1] Pn = ¥y ¥p_q o o0 a forcément

k-1

_ _ +1
{cpn_l, q;n} = wn—l’ wn} = {(pq ), (qlil)} s

_(ptl p _ /. p ptl N
o 0n =0y q_,_1) nol ¥n = (g4 g )» 3 causede (7.

R +
=q. Dela Rl = (°1), Ry = (F), V(g)|[n-33=V(y)|[n-37,

et y

n-1
) et V(‘j:)n_z V()

n-1

= (P P,
q q

Pour 1 <m <n-1 les tableaux Vm(cp) et Vm(\j;) ont (n-m) colonnes.,

Montrons que l'on a

(8) V™) | [n-m-17= V™(y) | [n-m-1]
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pour 1 £ m <n-1. La propriété est vraie pour m = 1 d'aprés ce qui précede,

Supposons la vérifiée jusqu'd l'ordre m avec 2 <m =<n-2. Alors

rn+1(

VT ) | [n-m-27= V(V(¢) | [n-m-27) , d'aprds (4),

n

V(Vm(\b) | [n-m-2]) par récurrence

m+1

I

D'ol (8) est vraie pour tout m telque 1 <m <n-1.
Montrons maintenant que
-2 -2
(9) V) £ VT

En effet, les matrices q;][n—l, nj = (pZI qa'l) et M[n-l, nj = (ql:_)’_1 P 1)

pondent respectivement aux tableaux gauches

et s

qui s'envoient, par l'algorithme du jeu de taquin, sur

et .

On a donc, dans les notations de (5)

11

P(p|[n-1, n]) = (] ;) et P(y|[n-1, n]) = (i 2)

1

Comme J est involutif, on conclut d'aprés (5) que

v (¢) | [n-m-27 de nouveau d'aprés (4) .
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o7 1127 #9127 ,
clest-a-dire

RV 1) RV %) £ RV L) RVE4(y)

Comme RVn-l(cp) = RVn-l(ﬂ;) = (i) , il vient donc, par définition de R,

1210 = RVE L@ RV 2 () # RVITL()L RVE2(y) = v 23(y) ,

ce qui établit (9) .

D'aprés (8) et (9) ona

V™) | [n-m-17 = Vy) | [n-m-17 et Vo) # VW), .

pour 1 <m <n-2., Pour m fixétel que 1 <m <n-2, posons K= max Gy Vm(cp)

et L = max GJ Vm(¢) , de sorte que R'\/m(cp) = Vm(cp)K et RVm(w =V w)L .

Afin de comparer RVm(c,p) et RVm(\I,) , nous allons considérer les quatre cas sui-
vants : (@) K, L<n-m-1; () K=n-m, L<n-m-1;(y) K<n-m-1, L =n-m;

() K=L=n-m,

Dans le cas (&), on a nécessairement K= L . D'ou RVm(cp) = RVm(:p) =

VPl (= V) .

. m m m _ .m
Dans le cas (B) , on obtient RV () = V ((P)n-m et RV (y) =V ((p)L .
Comme Vm(:p) ] [n-m-l] = Vm(ly) I [n-m-1] et que L <n-m-1, la colonne
Vm(cp)n_m est le successeur immédiat dans Vm(gp) de Vm(gp)L (= Vm(\b)L) . D'ou

RVm(gp) est successeur de RVm(q,) .

Dans le cas (y) on voit, cette fois que RVm(w) est successeur de RVm(cp).

Dans le cas (§) , les colonnes Vm(<p)n_m et Vm(cp)n_m sont les deux
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m+1(

mﬂ(np) =V

successeurs d'une m@me colonne. D'aprés (8) on en déduit V

V) .
A cause de (9) , cette égalité ne peut se produire que si n = m-2 . Les colonnes

Vn-z(q’)z ot Vn-Z(

¢)2 sont alors les deux successeurs de (i) . De la

RV o), RV AT = 1), G .

On a donc démontré la proposition suivante,

PROPOSITION. Soient ¢ et § les tableaux définis dans 1'énoncé du théoréme,
Si {n-1) ¢ G2 on Gy ¢y, ona, avec p:ang_tq:bn_l,
_ (ptl (P .
(1) Rq) = ( q ) R(y) = (q+1) ;
-2 -2 2
(@) RV Hg), RV = () (D15
(3) pour tout m=1, 2, ... , n-3, la colonne RVm(Qp) est prédéces-

N m
seur de, ou successeur de, ou encore égale a RV (q;) .

Nous savons que cpJ = RVn_l(cp).RVn—Z(cp). ees «RV(p).R(ep) et
‘!,J = RVn_l(llJ).RVn—Z(tlf). oo .RV(\p).R(\p) sont de Yamanouchi et réarrangements
de ¢ (oude ¢). Soit m un entier égal & n-2 ou tel que n-3 >m >1 et
RVm(cp) < RVm(\U) (donc RVm(cp) prédécesseur de RVm(q;)). Il existe un entier m'
1
tel que RVm(q;) =Rrv™ () « Si m =n-2, nécessairement m >m’' 20 . On ala
m m m! ,
m&me conclusion lorsque n-3 =m >1 et RV (p) <RV (y), car RV (¢) étant

successeur de RVm(cp) , est situé, dans CPJ , a la droite de RVm(go) (d*apres (2)).

Si m'=0, alors mRV™(g) = R(g) . Sinon RV (g) « RV™ (4, car RV™ ()

n-Z(

est situé, dans q,J , a droite de RVm(q;) . La colonne RV @) etles éléments

RVm(q;) tels que RVm(cp) < RVm( §) sont donc tous dans 1'orbite de m contenant
m
R{¢p) . Dlaprds ce qui précdde, ils forment ainsi une suite croissante RV r(cp),
m
1
(

Prol
RV 7 (@)y eos s RV @) telle que

(10) (n-2) =m_>m S>eee>m, >m, =0

r-1 1 0 ;
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pour i=r, r-l, «se, 1.

Par symétrie, RV‘n-Z(ly) et les éléments RVm(q;) tels que

RVm(q;) < RVm(:p) (donc RVm(Qp) successeur de RVm(q;)) forment une suite crois-
n

Ms-1 1
s- (4), eee y RV “(y) telle que

n
sante RV °(y), RV

(12) (n-2) =n_>n__, >.ee>n >0,70 ;

-1 1

n.

1 n. n. n.
(13) nURY Yy = RV Ty et aRV My, RV Ny pour i=s, s-1,

eees 1.

m n

T -2 Pso1 s n.z2
Notons que RV T(g) = RV'"%(g) = RV "7 (y) et RV °(y) = RV

(y) =
m . m
RV T(g) . Comme R(g = (P:) et RV "o e (D), )}, ondéduitde (11)
m
que la distance de RV *~l(g) 4 R(g) est r-1, soit (ptqtl)-(142) = p+q-2 . Do
n

r = ptq-1 . De m2&me, dlaprds (13), ona d(RV s_l(\p), R(4)) = ptg-2 . Dol

(14) r=ptg-1=5s .

Maintenant, on déduit de (10) et (11) que les éléments RVm(cp) tels que
m m
RVm(cp) <RVm(\[;) sont RV r—l(q))’ eee s RV l(cp) . Dlaprés (12) et (13) ceux

pour lesquels RVm(cp) > RVm(q;) , clest-a-dire ﬁ_l(RVm(w)) > RVm(\y) , sont
_1 no 1 n, ) n_ n, )
m (RV (¢)), eee s T HRV “(y)) , soit RV “(¢), «o. ,» RV (cp) . Par conséquent,

les deux suites (mr, eee ; M} et (nr’ ces s nl) n'ont aucun élément en commun.

1

n—z(cp) et Rlg), il y adonc 2r éléments déplacés par m. D'aprés

Avec RV
(11) et (13), ils appartiennent tous a l'orbite de R{g) . On peut écrire les 2r

éléments de cette orbite comme la suite

mr 1 ml n 1
(150 ®V T"Ue), .e., RV N, Rlg), R(Y, «ee , RV T7Hy))
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ou encore comme

m m n n

(16) RV TN oo, RV Ng), Rlg) RV Y@y ove , RV
ol chaque terme est suivi de son image par m.

m
Pour démontrer enfin que RVn'Z(ly) (= RV r-l(q;)} = (?) (et donc

RVn-Z(cp) = (é) on utilise le lemme donné ci-aprés. Soient { et (' deux éléments

N

de IN y IN tels que { < '. On appelle suite minimale allantde ¢ & (', toute

suite croissante (go, Ql’ eee Qt) d'éléments de IN y IN telle que ¢ = 50 R Et:

et d(gi, C..,) =1 pour tout i=0, 1, ... , t-1 (naturellement t=d{(g, ') .

it1

LEMME., Soient i, j, k, 4 des entiers satisfaisantad 2 <i<k et 2<4<j.

Alors deux suites minimales S et T allant respectivement de (?) a (;) et de

1, . /k .
(2) a (,6) ont un point en commun.,

La démonstration du lemme peut se faire par récurrence sur l'entier

itjtkt4 . Le lemme est évident géométriquement,

Supposons RV @ = (%) . D'aprés ce qui précede, la suite
RV (o RV L), Rlg) vrel RV L
O eee (28] R(QP) (respc (R- (ﬂ:),-.o,
n

(RV o) RVnz( ) Ran( })) est une suite minimale allant de (1) a (p'*'l)
©senes @, o 2 q

¥, R(y) =

(resp. de (2) 3 (P )). Nous sommes dans les conditions d'application du lemme

1 qtl

avec i=p<ptl =k £=g<qtl =j. Les deux suites minimales ont donc un point

commun. Soit [ un tel point. Par définition de la distance, on a d{(, (p+1)) =

n m n.
by h+l(cp)

dlr, ( 2)). De 13 ~Rvmh()—th() =RV ) = RV
Cs qt1’’ ela (= o) = y) » ou encore [ = @ =

gl

pour un certain h tel que r-1 >h >0, Or ceci est impossible car les deux suites

(mr, eee , M) et (nr’ eee » n.) n'ont aucun élément en commun, D'ou

1

1
m
rRv e = (.

Le théoréme est donc prouvé dans le cas (n-1) € G4 pn G ¢ . 1l suffit de



134
poser

m, n.
gi:RV (‘-P) et T]iIRV l(q;) pour i=r-1,...,1, 0 .

Les deux cas restant en suspens sont (b) (n-1), n ¢ G4 ¢; (c)

(n-1) ¢ Gg o, ne GL § . Soit (il, iZ’ cee s ik) le glissement de ¢ .

Dans le cas (b), ona i

i < 1n-2. De plus (il, Ly eees ik) est aussi le

glissement de { . Par conséquent, les deux tableaux V(g) et V(y), d'ordre (n-1),
ne différent que par la transposition de leurs deux dernidres colonnes, égales res-
pectivement a celles de ¢ et de 4 . Le théordme s'applique donc par récurrence a
V() eta V(y) . Toutes les conclusions du théordme sont valables, mais concernent
la permutation u' : R,Vm(QP) o RVm(\l{) (m=n-1, n-2, «v. , 2, 1), qui ne différe

de la permutation m: R,Vm(Qp) - RVm(w) (m =n-1, n-2, «ea , 2, 1, 0) que par le
point fixe R(cp) S T T R(}y) . Le théoréme est donc encore vrai pour le cou-

k
Ple (QD’ ‘JI) .

Dans le cas {c), on obtient

Vo, =0y =4 =V,

Lia encore, V(p) et V(¢} ne différent que par la permutation de leurs deux der-

nidéres colonnes,. La récurrence s'applique a V((p) et V{y), les entiers p et g

satisfaisant les inégalités 1< p<min(a, , a ) et 1 <q<min(b, , b_). Comme
aj i r; L’ 'n
L1z n-1
A T ( ) est predecesseur de = ( ) , On a encore a. < a )
CPlk lk bik (‘Pn-l bn-l lk n-1
b, <b (et aussi: a +b =a. +b. +1).D'od 1 <p<min(a_ ,, a_)
R n- n-1 n-1 e i n-1 n

1
et 1 <q < min(b_ _, bn) . Le théoréme est donc encore vrai pour (g, §) puisque

n-1

les permutations ' : RVm(cp) _,RVm(q;) (m=n-1, n-2, «oe , 2, 1) et
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M RVm(;p) - RVm(q;) (m=n-1, n-2, ... , 2, 1, 0) ne différent que par le point
fixe R(;p) = Pn_1 = q;n = R(\j;) .
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