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FONCTIONS SPECIALES. — Une extension multilinéaire de la formule d’Erdélyi
pour les produits de fonctions hypergéométriques confluentes. Note (*) de Dominique
Foata et Volker Strehl, transmise par Marcel-Paul Schiitzenberger.

La formule bilinéaire de Hille-Hardy pour les produits de polyndémes de Laguerre a été étendue
au cas des fonctions hypergéométriques confluentes par Erdélyi. Nous proposons ici une version
multilinéaire de I'identité d’Erdélyi, qui est ’analogue pour les polynémes de Laguerre de la formule
de Kibble-Slepian pour les polynémes d’Hermite.

The Hille-Hardy bilinear formula for products of Laguerre polynomials has been extended to
the confluent hypergeometric functions by Erdélyi. Here a multilinear version of the latter identity
is proposed that is the analog for the Laguerre polynomials of the Kibble-Slepian formula for the
Hermite polynomiais.

La majeure partie des travaux de la Théorie Combinatoire contemporaine a consisté
a redémontrer ou parfois a étendre au cas de variables non commutatives les formules
classiques de 1’Analyse, en fournissant chaque fois le cadre géométrique approprié. A
titre d’exemple, on peut se reporter a [1] ou a [2]. Le résultat présenté ci-dessous est,
nous le croyons, I'un des premiers obtenus d’abord par des méthodes combinatoires et
qui semble étre véritablement nouveau, méme dans le cadre de I’Analyse Classique. Il
s’agit de la formule (8) ci-apres. Sa démonstration combinatoire ou géométrique n’est
pas difficile, mais requiert trop de lemmes techniques établis par ailleurs pour que nous
ayons la place de la donner in extenso. Nous avons préféré donner ici une démonstration
analytique élémentaire utilisant essentiellement 1’identité classique de Saalschiitz et
un réarrangement de séries, et renvoyer le lecteur a une prochaine publication sur le
sujet [3].

C’est en étudiant la positivité des noyaux de Poisson (cf. par exemple [4]) pour les
polynomes d’Hermite et de Laguerre qu’on a obtenu des formules explicites pour ces
noyaux, d’abord l’identité de Mehler :

(1) 3 (/@) Ho(w) Ho(y) = (1 — u®) "2 expf (2ayu — (2 + y*)u?) /(1 — u)},

pour les polynémes d’Hermite H,,(z) (n > 0) définis, par exemple, par leur fonction

génératrice

(2) Z(u"/n')Hn(x) = exp(2zu — u?),

n

ensuite l'identité de Hille-Hardy :
(3) > (@"/(a+ 1)) L ()L (y)
noo_ (1—u)"* Texp{—(z+y)u/(1 —u)} Z - (a1+ o (( a:yu)2> |

1—wu

pour les polynémes de Laguerre L, (z) (n > 0)) de fonction génératrice :

(4) Y ou'Li (@) = (1 - )™ exp(—zu/(1 - u)).
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Pour ces quatre formules nous renvoyons aux ouvrages classiques sur les polynomes
orthogonaux, par exemple [5] ou [6].
Dans (3) on a posé :

(a)o =1, (a)n)=T(a+n)/T(a)=ala+1)---(a+n—-1) n>1).

L’extension de la formule de Hille-Hardy obtenue par Erdélyi fait intervenir des
fonctions hypergéométriques confluentes a une et a deux variables. Soient k£ un entier
supérieur ou égal a 1 et aq,...,ax,c des nombres réels ou complexes, enfin x1, ..., zg
des variables réelles ou complexes. Les fonctions hypergéométriques confluentes a k
variables sont définies ([7], [8]) par

a o (ag)p, Tt Tk
Cbk(al,...,ak;c;xl,...,xk)zz(l)nl (k) 1'~-- k' (ny >0,...,n, >0)
C)n1_|_ ctng ni N

On pose ®; = ® et on a en particulier :
L) = (a+1)nn))®(—n; o + 1; 2).

Erdélyi [7] établit la formule :

(1—u

(6) Z(un/n')(h)n O(a, —n;c;z)®(b—n;dyy) = (1 —u)™" Z (f;?r ( acyu)2>r

1 —xU —yu
—<I>(,h ; ; ;—)‘P(b,h sd+ 1y )
X(C)r(d)r 2la +7“c—|—rxl_u 2 +r +ry1_u

En faisant « = b = 0, c = d = h = a + 1, les fonctions ®5 se réduisent a des
exponentielles et utilisant (5) on obtient bien la formule de Hille-Hardy (3).

La recherche d’une extension multilinéaire de (6) a été motivée par les faits suivants.
D’abord, il existe une extension multilinéaire de la formule de Mehler due a Kibble
[9] et Slepian [10] [voir I'identité (7) ci-dessous| et la démonstration combinatoire [11]
de celle-ci utilise la méme méthode que celle développée pour la formule de Mehler
ordinaire [12]. Ensuite, les polynomes d’Hermite apparaissent comme cas particuliers
des polynomes de Laguerre (cf. [5]), un résultat qui, d’aprés Watson [13], a permis &
Hille [14] de déduire la formule de Mehler de la formule de Hille-Hardy. Il s’agissait
donc de considérer une série de produits de polyndémes de Laguerre qui se réduisait a
la série de Kibble-Slepian lorsqu’on passe des polynomes de Laguerre aux polynomes
d’Hermite. Comme on le verra dans [3] c’est le cadre combinatoire pour 1’étude des
polynomes de Laguerre qui impose la normalisation du premier membre de (8) et qui
fournit ainsi I'extension naturelle de (6).

Dans les deux formules suivantes, U = (u;;) est une matrice carrée d’ordre k > 2,
symétrique, de diagonale nulle, et ses coefficients sont des variables. Les sommations
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sont par rapport aux suites (n;;) (resp. (r;;)) (1 <i < j < k) de k(k —1)/2 entiers
positifs. De plus, pour 1 <4 < j < k on pose nj; = n;;, rj; = r;; et pour chaque
1 =1,2,...,k on adopte la notation :

Nie = an’j7 Tie = Zﬁ‘j (1<j<k).
J J

Naturellement I désigne la matrice identité, y' est le vecteur ligne (y,...,yx) et y le
vecteur colonne correspondant. Enfin, les y; (1 < i < k) sont des variables et a;, ¢;
(1 <i<k), hij (1<i<j<k)des nombres réels ou complexes, et on pose h;; = h;;
(1 <i<j<k).La formule de Kibble-Slepian ([9], [10]) s’écrit :

M3 Tl /2 (/i) TT Hoa ) = (@et(I +0)) ™2 exply’ U + Uy},

(n45) 1<y

L’extension de (3) et de (6) que nous proposons se présente comme suit :

®) > Ty /mis) (g, H‘I’(ai — M43 Ci3 Yi)

(niz)1<g
Ches (hij)ri; ( YiYjui; \"id
=TI0—w ™ 3 I (e e)
1 VAT
i<j (rij) i<j Tij: (1 u”)
1 —Yili1 —Yilik
x B (o, ho + Pt B + b iy, UL Y
];[ (Ci)ri, kla; 11+T11 zk+rzk Cz‘l‘rz Yi 1_Ui1 1—U¢k

On notera que les fonctions @y, apparaissant au second membre de (8) sont bien a k
variables, car la variable —y;u;; /(1 —u;;) disparait. Lorsque k = 2, on retrouve bien la
formule (6) d’Erdélyi la sommation du premier membre ne se faisant que par rapport
au seul indice n = n1, = N12 = No1 = Na,.

Les deux méthodes analytiques développées par Erdélyi [7] pour établir (6) four-
nissent la trame des deux démonstrations non combinatoires de (8) (voir [3]).
Nous décrivons tres succinctement 1'une d’elles. Développant le second membre
que nous appellerons Ker de (8) on obtient la sommation suivante par rapport a

(pi), (rig)s (maj), (myi), (si) (2 < J)

mys Pig)rimiy (Pig)rimys (hig + 2ri; 4 mag 4 mji)s,,
Ker =Y [ [(=1)mutms i £ ig £y is

i (hig)ri; Tighmigtmga! sij!

Xurij+mij+mji+5ij (a’i>pi Tie+Dit+Mie
ij Vi

i (Ci)ri- +pi+mie Pi-
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Pour ¢ < j posons :

Tij + mi; = Mzg ’ Tij + mgj; = sz )

rij +mij o+ mg+si; =Ry et M=) My (1<j<k).

11 vient :

KeI‘ — E H z] H a'7' _ \TYPi y M;e+pi
(ci)m !
7

i<j M;e+pi pl
x HZ V)Mt Mt (hig) aryy (hag) e (hig + Mig + Mji)
i<j si; { %] M”—I—MN—RU—l—s” (sz + Mﬂ Rij + Sij)! }
X (R” sz 32])! (RU — Mij — Sij)! Sij!

51‘7

la premiere sommation étant par rapport a (p;), (Ri;), (Mij), (Mj;) (i < j). D’apres
la formule de Saalschiitz [15] la seconde sommation est égale a :

(=Rij)ars; (—Rij)ay; (hig) R,

Enfin une application de l'identité de Chu-Vandermonde (c¢f. [6]) fournit immédia-
tement le premier membre de (8).

(*) Remise le 21 septembre 1981.
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