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Modéles Combinatoires pour les Polynomes de Meixner

DomMiniQUE FoaTa ET JAcQUES LABELLE®

Nous décrivons trois modéles combinatoires pour les polyndmes de Meixner m,(x: B, ¢), &
savoir les endofonctions de Meixner, les permutations bicolorées et les permutations partiellement
soulignées. Ce dernier modéle a été introduit par Kreweras, qui a étudié le cas particulier des
polyndmes m,(x; 1,3%).

1. INTRODUCTION

Meixner [10] a caractérisé les polyndmes orthogonaux P,(x) (n = 0) qui possédent une
fonction génératrice de la forme

Y P,(x)u"/n!= f(u) exp{xg(u)], n=0.

Une classe importante de ces polyndmes nous est justement fournie par les polynomes
dits de Meixner, notés m,(x; B, c), dont la fonction génératrice est donnée par

Y m,(x; B, c)u"/nl=(1—u/c)*(1—u)"*5, n=0, (1.1)

(cf. Erdélyi et al. [3, vol. 2, pp. 225-226 et vol. 3, pp. 273-274] ou Chihara [2, pp.
175-177]). Notons (a), les factorielles montantes
(a)o=1 et (a),=a(a+1)...(a+n-1), n=1,
et
(al)n(a2)n n
Al S S
(b),n!

la série hypergéométrique usuelle. Les polyndmes de Meixner ont encore la représentation
naturelle [3, 1]

2Fi(ay, a; by x)=Y n=0.

m,(x; B, €)= (B)n 2F1(—n,—x; B 1—¢)
=(B+x)n2Fi(-n,—x;1-B—n—x;c"), (1.2)
qu’on peut encore écrire

ma(x; B, €)=Y (l.”j)(—x)i(ﬂ +i) (e =1)"

=y (l_"lj)(—x),.(B+x)jc"i, i+j=n. (1.3)

Toutes ces formules se déduisent immédiatement les unes des autres et peuvent chacune
servir de définition des polynémes m,(x; B, ¢). De (1.3) on obtient m,(—1; 1,3) =2"n!.
Un modéle combinatoire pour le polyndme m, (x; 8, ¢) doit donc comporter une structure
finie de cardinal 2"n! et trois statistiques a valeurs entiéres, définies sur cette structure,
dont les compteurs sont les variables X =—x, 8 et Y =c¢ ' —1. Le polyndme de Meixner
apparaft alors comme le polyndme générateur des éléments de cette structure par les
trois statistiques.

Le premier modéle décrit est celui des endofonctions de Meixner. 1l nous parait le plus
important pour les deux raisons suivantes. D’abord, il est directement relié aux autres
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modéles combinatoires introduits dans I’étude des polyndmes de Jacobi [6] ou de Laguerre
[8] en ce sens que les formules de passage comme, par exemple,

lim m,(cx/(c—1); B, c)=n! L¥ V(x), c~>1, (1.4)

qui relie polyndme de Meixner et de Laguerre, ont une démonstration immédiate dans
la géométrie de ces modeles. Ensuite, ce modéle permet effectivement (cf. [5]) de
démontrer combinatoirement les formules bilinéaires du noyau de Poisson pour les
polyndmes de Meixner ainsi que d’autres extensions multilinéaires.

Les deux autres modeéles, permutations bicolorées et permutations partiellement soulignées
sont décrits dans les Sections 3 et 4. C’est Kreweras [9] qui a introduit ce dernier modéle
avec seulement une statistique, a savoir le nombre d’éléments saillants soulignés. Il a
ainsi redécouvert les polyndomes de Meixner m,(x; B, ¢) dans le cas particulier B =1,
¢ =3. En établissant, dans la section 5, les bijections entre ces trois modéles, nous montrons
pourquoi le modeéle linéaire de Kreweras est naturel et comment il se rattache au codage
traditionnel des permutations et endofonctions.

Onnote |A|le cardinal d’un ensemble fini A et[n] l'intervalle{1, 2, . . ., n} des entiers.

2. ENDOFONCTIONS DE MEIXNER

On appelle endofonction de Meixner sur un ensemble fini S tout couple ¢ = ((A, B), f)
ol

(a) (A, B) est une partition ordonnée de S, (A ou B pouvant &tre vide);

(b) f est une endofonction de S—une application de S dans S—dont la restriction
fa:A->S de f a la partie A est injective et la restriction fg: B> S de f a B est une
permutation de B.

Soit a(y) [resp. b(¢)]le nombre de cycles de f4 (resp. de fg). Le poids de ¢ =((A, B), f)
est défini par

wB, X, Y; ¢) =Ba(~ll)Xb(-ll) Y'Bl (2.1)

Il est commode d’identifier toute endofonction de Meixner ¢ = ((A, B), f) avec son
graphe associé¢ dont les sommets sont les éléments de S et dans lequel un arc va de v d
v’ si et seulement si f(v)=v'.

Dans la Figure 1, on a représenté un tel graphe avec A={3, 5, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 15,
16}, B={1, 2, 4, 6, 11, 13}, les arcs issus des sommets de A (resp. de B) étant en trait
continu (resp. pointillé). Les arcs continus forment soit des cycles isolés dont tous les
sommets sont dans A—appelons-les cycles continus—soit des chemins dont les sommets
sont dans A a I'exception de I’extrémité qui est dans B. Les arcs pointillés forment des
cycles dont tous les sommets sont dans B—appelons-les cycles pointillés. Ainsi a(y) [resp.
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FIGURE 1.
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b()] est le nombre de cycles continus (resp. pointillés.) Dans 1’exemple de la Figure 1,
on a a(y) =2, b(y) =3, |B|=6, de sorte que

w(B, X, Y; ¢)=B’X>Y".

Une endofonction de Meixner peut donc étre vue comme un couple (7, 7) ou 7 est
une collection de cycles continus et 7' une collection, disjointe de la précédente, de cycles
pointillés dont chaque sommet est ’extrémité d’au plus un chemin en trait continu.
Comme B est le compteur des cycles continus, la fonction génératrice exponentielle des
collections 7, par nombre de cycles, est égale a (1 —u)™ (cf. [11, p. 71].)

Par ailleurs, Yu(1—u)! est la fonction génératrice exponentielle des chemins non
vides, chaque chemin étant affecté du poids Y. De 14, (1— Yu(1—u)™')™* est la fonction
génératrice des permutations de ces chemins munis du précédent poids, par nombre de
cycles, le compteur des cycles étant cette fois X. Ces permutations de chemins ne sont
rien d’autre que les collections 7' décrites plus haut. Par conséquent, le produit

(1-w)P(1-Yu(l-u)™)7%,
égal encore a
A-u(Y+1) X1 —-u)?*

est la fonction génératrice exponentielle des endofonctions de Meixner par le poids (2.1).
En d’autres termes, on a ’identité

LW /) wB, X, Yig)=(1—u(Y+1)*1-w)™*™  n=z0, (2.2)

ol la seconde sommation est étendue a I’ensemble des endofonctions de Meixner sur [n],
ensemble qu’on désignera désormais par MEIX,.

En faisant X = —x, Y = ¢~ '—1 dans (2.2) le second membre de (2.2) se réduit au second
membre de (1.1). On a donc démontré le résultat suivant.

THEOREME 2.1. (Premiére interprétation combinatoire des polynémes de Meixner).
Pour chaque n=0 le polyndme m,(x; B, ¢) est le polyndome générateur des endofonctions
de Meixner par le poids w(B,—x,c"'—1; +), soit

m(x; B, c)=Y w(B,—x,c'—1;¢), ¢$eMEIX, (2.3)

REMARQUE 2.2. On peut également démontrer le Théoréme 2.1 en partant de la
premiére formule (1.3). En effet, (8 +i); est la fonction génératrice des injections d’un
ensemble A, de cardinal j dans Ay+ B, ou By est un ensemble de cardinal i, par nombre
de cycles (cf. [8]). Comme (—x); est le polynéme générateur des permutations de By par
nombre de cycles, le produit (—x);(8+i);(c"'—1)' est le polyndme générateur des
endofonctions de Meixner ¢ =((A, B), f) telles que A=Ay, B=B, par le poids

w(B,—x, ¢ '—1; - ). Enfin, le binomial (n) est le nombre de partitions ordonnées

L

(Ao, Bo) telles que |Ao| =7, |Bo| =i

REMARQUE 2.3. Dans [8] on a défini une endofonction de Laguerre sur [n] comme
étant un couple A =((A, B), g) ol (A, B) est une partition ordonnée de [n] et g une
injection de A dans [n]. Si a(g) désigne le nombre de cycles de g, le poids de A a été
défini par

w(B, 1, —x; A) =& (—x)Bl,
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On a alors (cf. [8])
nt PP (x) =X w(B,1,-x; 1)

ot la somme est étendue a ’ensemble des endofonctions de Laguerre sur [n]. D’aprés
(2.3) on a

my(cx/(c—1); B, 0) =L w(B,—cx/(c—1), ¢ =15 4), 24
et d’apres (2.1)

w(B, —cx/(c=1), ¢ ~1; ) = B*¥ (—x) "W = )PP W),

Lorsque ¢ tend vers 1, les seules endofonctions de Meixner ¢ = ((A, B), f) qui donnent

une contribution non nulle i la somme (2.4) satisfont |B|=b(y). Ce sont donc des
endofonctions de Laguerre. La formule (1.4) est alors évidente. )

3. PERMUTATIONS BICOLOREES

Une permutation bicolorée dun ensemble fini S est définie comme étant un couple
((A, B), o) ou (A, B) est une partition ordonnée de S et o une permutation de S. On
note a,(o) le nombre de cycles de o dont tous les sommets sont dans A et on désigne
par b,(o) le nombre des autres cycles. Le poids d’une permutation bicolorée ((A, B), o)

est alors défini par
wa(B, X, Y; 0) = XY (3.1)
Dans la Figure 2, on a représenté le graphe d’une permutation bicolorée ((A, B), o)
avec de nouveau A={3, 5,7, 8,9, 10, 12, 14, 15, 16}, B={1, 2, 4, 6, 11, 13}, les arcs
issus des sommets de A (resp. de B) étant en trait continu (resp. pointillé). On a également

conservé la méme disposition des sommets que dans la Figure 1 pour une raison qui est
probablement déja claire au lecteur! Pour cet exemple, on trouve

wi(B, X, Y; 0)=B*X>Y".

On désigne par PB, ’ensemble des permutations bicolorées de [n].
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FIGURE 2.

4. PERMUTATIONS PARTIELLEMENT SOULIGNEES

Suivant Kreweras [9] on appelle permutation partiellement soulignée de 'ensemble [n],
un couple ((A, B), 8) ol (A, B) est une partition ordonnée de [n] et 6 un réarrangement
dumot 12 - - - n. Une permutation partiellement soulignée ((A, B), 8) peut se représenter
par le mot 6 dans lequel les lettres appartenant & B sont en gras et celles appartenant
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a A en romain ordinaire. Par exemple, le mot
0=9,10,5,3,4,16,14,12,11,1,13,2,15,7,6, 8 4.1)

est une permutation partiellement soulignée avec A={3, 5,7, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16}
et B={1, 2, 4, 6, 11, 13}. L’ordre total induit par (A, B) sur [n] est défini comme étant
I’ordre usuel entre deux éléments de A, ou entre deux éléments de B et v<v' si v est
dans A et v’ dans B. On dit qu’une lettre v; du mot 6 = v,v, - - - v, est un terme saillant,
si, par rapport a I’ordre induit par (A, B), la lettre v; est plus grande que chacune des
lettres v; située a sa gauche (1<j=<i—1). En particulier, si v; est un terme saillant et
appartient a B (lettre en gras), les termes saillants a la droite de v; sont aussi en gras.
On note as(0) (resp. b3(8)) le nombre de termes saillants appartenant 4 A (resp. a B).
Le poids d’'une permutation partiellement soulignée est alors défini par

W3(B, X9 Y’ 0) = Ba3(8)Xb3(6) YlBl (42)
Dans le précédent exemple, les termes saillants sont: 9, 10, 4, 11, 13, de sorte que
wi(B, X, Y; 0)=B’X>Y".

On note enfin PPS,, ’ensemble des permutations partiellement soulignées de [n].

5. LEs BIJECTIONS

Nous nous proposons d’établir le théoréme suivant.

THEOREME 5.1. (Seconde et troisiéme interprétation combinatoire des polyndmes
de Meixner). Pour chaque n=0 le polynome m,(x; B, c) est le polyndme générateur de
I’une quelconque des deux structures suivantes:

(a) les permutations bicolorées de [n] par wy(B, —x,c ' —1; -);
(b) les permutations partiellement soulignées de [n] par wi(B8, —x,c ' —1; -).

En d’autres termes on a
m,(x; B,c)=Y wo(B,—x, ¢ '~1; 0), ocecPB,,
=Y wi(B,—x;¢c'—1;90), 0 <PPS,. (5.1)

Pour démontrer le théoréme, on construit une bijection p,,: ¥+ o de MEIX,, sur PB,, et
une bijection p,3: o 6 de PB, sur PPS,, telles que

La construction de la bijection p,, est évidente a la lumiére des graphes dessinés en
Figures 1 et 2. On passe du graphe de la Figure 1 a celui de la Figure 2 de la fagon
suivante: si un sommet v de B est le but d’un arc continu (cf. Section 2 pour les définitions
d’arcs continus et pointillés), on efface I’arc pointillé ayant v pour but—soit v’ son
origine—et on le remplace par un arc pointillé allant de v’ 4 I’origine de I’'unique chemin
continu ayant v pour but. Le fait essentiel est que cette transformation préserve les cycles

N
AN
AN
N
v eme—p v’ v v
\\‘O/ \\‘CY

FIGURE 3.
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continus et envoie chaque cycle pointillé de ¢ sur un cycle de o ayant au moins un arc
pointillé. Avec les notations des Sections 2 et 3, on a donc

a(f)=ax(o) et b(¢)=by(o). (5.3)

Par ailleurs, la transformation envoie bien MEIX,, sur PB,, et est évidemment réversible.
A Taide de (5.3) et compte tenu des définitions (2.1) et (3.1), on a établi premiére
équation de (5.2).

Le bijection p,3: o> 0 n’est autre que la transformation fondamentale pour les permuta-
tions décrite dans [4, pp. 92-98; 3, pp. 13-15). Nous rappelons la construction de cette
transformation a P'aide de ’exemple de la Figure 2. D’abord on écrit la permutation
inverse de o comme produit de cycles disjoints:

(9) (3,10,5) (7,6, 8,13, 2,15) (1, 11) (12, 4, 16, 14).

Ensuite, on place le plus grand élément—ici pour 'ordre induit par (A, B)—dans chaque
cycle au début, et on réarrange le produit de ces cycles suivant 'ordre croissant de ces
plus grands éléments. On obtient

(9) (10, 5, 3) (4, 16,14, 12) (11, 1) (13, 2, 15, 7, 6, 8).
Enfin on supprime les parenthéses:
6=9,10,5,3,4,16,14,12,11,1, 13,2, 15,7, 6, 8.

C’est une des propriétés connues de la transformation fondamentale de faire correspondre
nombre de cycles de o et nombre de termes saillants de I'image 6 = p,3(o). Par conséquent,

ax(d) =a3(0) et by(o)=0bs(6),

ce qui établit la seconde équation de (5.2) au vu des définitions (3.1) et (4.2).
On notera que p,, envoie i’endofonction de la Figure 1 sur la permutation de la Figure
2 et que 'image de cette derniére par p,; est la permutation particllement soulignée (4.1).

REMARQUE 5.2. Kreweras [9] avait calculé le polyn6me générateur des permutations
partiellement soulignées par nombre de termes saillants gras, autrement dit le polynéme

Y (—x)%?, 6 € PPS,. (5.4)

De (4.2) on déduit (—x)*” = w;(1, —x, 1; 8), et par conséquent le polynéme (5.4) est
égal au polyndme de Meixner m,(x; 1, 3).
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