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Modeles Combinatoires pour les Polynomes de Meixner 

DOMINIQUE FOATA ET JACQUES LABELLE* 

Nous decrivons trois modeles combinatoires pour les polynomes de Meixner m n (x:{3, c), a 
savoir les endofonctions de Meixner, les permutations bicolorees et les permutations partielJement 
soulignees. Ce dernier modele a ete introduit par Kreweras, qui a etudie Ie cas particulier des 
polynomes mn (x; 1, ~). 

1. INTRODUCTION 

Meixner [10] a caracterise les polynomes orthogonaux Pn(x) (n;;. 0) qui possedent une 
fonction genera trice de la forme 

L Pn(x)u n / n! = feu) exp[xg(u)], n ;;. O. 

Une classe importante de ces polynomes nous est justement fournie par les polynomes 
dits de Meixner, notes mn(x; (3, c), dont la fonction generatrice est don nee par 

n;;' 0, (1.1) 

(d. Erdelyi et al. [3, vol. 2, pp. 225-226 et vol. 3, pp. 273-274] ou Chihara [2, pp. 
175-177]). Notons (a)n les factorielles montantes 

(a)o=l et (a)n=a(a+1) ... (a+n-l), n;;.l, 
et 

F ( b) 
~ (al)n(a2)n n 

2 l a },a2; ;x =1... (b)nn! x, n ;;. O. 

la serie hypergeometrique usuelle. Les polynomes de Meixner ont encore la representation 
naturelle [3, 1] 

mn(x; (3, c) = ({3)n 2Fl(-n, -x; (3; 1- c- 1
) 

=({3+x)n 2F)(-n,-x; l-{3-n-x; c- 1
), (1.2) 

qu'on peut encore ecrire 

mn(x; (3, c) = L (.n.)( -x); ({3 + i)j (c- 1 -1)i 
I, ] 

i+j=n. (1.3) 

Toutes ces formules se deduisent immediatement les unes des aut res et peuvent chacune 
servir de definition des polynomes mn(x; (3, c). De (1.3) on obtient mn(-l; 1,~) = 2nnL 
Un modele combinatoire pour Ie polynome mn(x; (3, c) doit done com porter une structure 
finie de cardinal 2 nn! et trois statistiques 11 valeurs entieres, definies sur cette structure, 
dont les compteurs sont les variables X = - x, {3 et Y = c-1 -1. Le polynome de Meixner 
apparait alors com me Ie polynome generateur des eitSments de cette structure par les 
trois statistiques. 

Le premier modele decrit est celui des endofonctions de Meixner. II nous parait Ie plus 
important pour les deux raisons suivantes. D'abord, il est directement relie aux aut res 
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modeles combinatoires introduits dans l'etude des polynomes de Jacobi [6] ou de Laguerre 
[8] en ce sens que les formules de passage comme, par exemple, 

lim m n (ex/(e-l); (3, c) = n! L<:-I)(x), e ~ 1, (1.4) 

qui relie polynome de Meixner et de Laguerre, ont une demonstration immediate dans 
la geometrie de ces modeles. Ensuite, ce modele permet effectivement (d. [5]) de 
demontrer combinatoirement les formules bilineaires du noyau de Poisson pour les 
polynomes de Meixner ainsi que d'autres extensions multilineaires. 

Les deux autres modeles, permutations bieolorees et permutations partiellement soulignees 
sont decrits dans les Sections 3 et 4. C'est Kreweras [9] qui a introduit ce dernier modele 
avec seulement une statistique, a savoir Ie nombre d'elements saillants soulignes. 11 a 
ainsi redecouvert les polynomes de Meixner mn(x; (3, c) dans Ie cas particulier {3 = 1, 
e =!. En etablissant, dans la section 5, les bijections entre ces trois modeles, nous montrons 
pourquoi Ie modele lineaire de Kreweras est naturel et comment il se rattache au codage 
traditionnel des permutations et endofonctions. 

On note IAllecardinal d'un ensemble fini A et En] l'intervalle{1, 2, ... , n}des entiers. 

2. ENDOFONCTIONS DE MEIXNER 

On appelle endofonetion de Meixner sur un ensemble fini S tout couple t/J = «A, B), f) 
ou 

(a) (A, B) est une partition ordonnee de S, (A ou B pouvant etre vide); 
(b) fest une endofonction de S-une application de S dans S-dont la restriction 

fA: A ~ S de f a la partie A est injective et la restriction fB: B ~ S de f a Best une 
permutation de B. 

Soit a(t/J) [resp. b(t/J)] Ie nombre de cycles de fA (resp. defB)' Le poids de t/J = «A, B),f) 
est defini par 

(2.1) 

11 est commode d'identifier toute endofonction de Meixner t/J = «A, B), f) avec son 
graphe assode dont les sommets sont les elements de S et dans lequel un arc va de v a 
Vi si et seulement si f( v) = Vi. 

Dans la Figure 1, on a represente un tel graphe avec A ={3, 5, 7, 8,9,10,12,14,15, 
16}, B = {1, 2, 4, 6, 11, 13}, les arcs issus des sommets de A (resp. de B) etant en trait 
continu (resp. pointille). Les arcs continus forment soit des cycles isoles dont tous les 
sommets sont dans A-appelons-Ies cycles eontinus-soit des chemins dont les sommets 
sont dans A a l'exception de l'extremite qui est dans B. Les arcs pointilles forment des 
cycles dont tous les sommets sont dans B-appelons-Ies cycles pointilles. Ainsi a(t/J) [resp. 
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FIGURE 1. 
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b(I/I)] est Ie nombre de cycles continus (resp. pointiHes.) Dans l'exemple de la Figure 1, 
on a a(I/I) = 2, b(I/I) = 3, IBI = 6, de sorte que 

w({3, X, Y; 1/1) = {32 X 3 y6. 

Une endofonction de Meixner peut donc etre vue comme un couple (T, T') OU Test 
une collection de cycles continus et T' une collection, disjointe de la precedente, de cycles 
pointiHes dont chaque sommet est l'extremite d'au plus un chemin en trait continuo 
Comme {3 est Ie compteur des cycles continus, la fonction genera trice exponentielle des 
collections T, par nombre de cycles, est egale a (1- u)-13 (ct. [11, p. 71].) 

Par ailleurs, Yu(l- U)-l est la fonction generatrice exponentielle des chemins non 
vides, chaque chemin etant aflecte du poids Y. De hi, (1- Yu(1- U)-l)-X est la fonction 
generatrice des permutations de ces chemins munis du precedent poids, par nombre de 
cycles, Ie compteur des cycles etant cette fois X. Ces permutations de chemins ne sont 
rien d'autre que les collections T' decrites plus haut. Par consequent, Ie produit 

egal encore a 

est la fonction generatrice exponentielle des endofonctions de Meixner parle poids (2.1). 
En d'autres termes, on a l'identite 

I (u n/ n!) I w({3, X, Y; 1/1) = (1- u( Y + 1))-x (1- U)-I3+ X , n;;. 0, (2.2) 

OU la seconde sommation est etendue a l'ensemble des endofonctions de Meixner sur [n], 
ensemble qu'on designera desormais par MEIXn• 

En faisant X = -x, Y = c- 1 -1 dans (2.2) Ie second membre de (2.2) se reduit au second 
membre de (1.1). On a donc demontre Ie resultat suivant. 

THEOREME 2.1. (Premiere interpretation combinatoire des polynomes de Meixner). 
Pour chaque n;;. 0 Ie polynome mn(x; {3, c) est Ie polynome generateur des endofonctions 
de Meixner par Ie poids w({3, -x, c- 1 -1; . ), soit 

(2.3) 

REMARQUE 2.2. On peut egalement demontrer Ie Theoreme 2.1 en partant de la 
premiere formule (1.3). En eflet, ({3 + i)j est la fonction generatrice des injections d'un 
ensemble Ao de cardinal j dans Ao + Bo ou Bo est un ensemble de cardinal i, par nombre 
de cycles (ct. [8]). Comme (-X)i est Ie polynome generateur des permutations de Bo par 
nombre de cycles, Ie produit (-x);({3+iMc- 1 _l)i est Ie polynome generateur des 
endofonctions de Meixner 1/1 = «A, B), f) telles que A = A o, B = Bo par Ie poids 

w({3, - x, c-1 -1; .). Enfin, Ie binomial (.n.) est Ie nombre de partitions ordonnees 
I, ] 

(Ao, Bo) telles que IAol = j, IBol = i. 

REMARQUE 2.3. Dans [8] on a defini une endofonction de Laguerre sur [n] comme 
etant un couple A = «A, B), g) ou (A, B) est une partition ordonnee de [n] et g une 
injection de A dans [n]. Si a(g) designe Ie nombre de cycles de g, Ie poids de A a ete 
defini par 
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On a alors (d. [8]) 

n! L~-l)(X) =L w(/3, 1, -x; A) 

ou la somme est etendue a l'ensemble des endofonctions de Laguerre sur [n]. D'apres 
(2.3) on a 

mn(ex/(e -1); /3, e) = L w(/3, -ex/(e -1), e-1 -l; 1/1), (2.4) 

et d'apres (2.1) 

w(/3, -ex/ (e -1), e- 1 -1; 1/1) = /3a(,p) (-x) b(,p)( e-1-l) IBI-b(,p). 

Lorsque e tend vers 1, les seules endofonctions de Meixner I/I=((A,B),f) qui donnent 
une contribution non nulle a la somme (2.4) satisfont IBI=b(I/I). Ce sont donc des 
endofonctions de Laguerre. La formule (1.4) est alors evidente. 

3. PERMUTATIONS BICOLOREES 

Une permutation bieoloree d'un ensemble fini S est definie comme etant un couple 
((A, B), 0") ou (A, B) est une partition ordonnee de S et 0" une permutation de S. On 
note a2(0") Ie nombre de cycles de 0" dont tous les sommets sont dans A et on designe 
par b2(0") Ie nombre des autres cycles. Le poids d'une permutation bicoloree ((A, B), 0") 
est alors defini par 

(3.1) 

Dans la Figure 2, on a represente Ie graphe d'une permutation bicoloree ((A, B), 0") 
avec de nouveau A ={3, 5, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16}, B ={1, 2, 4, 6, 11, 13}, les arcs 
issus des sommets de A (resp. de B) etant en trait continu (resp. pointille). On a egalement 
conserve la meme disposition des sommets que dans la Figure 1 pour une raison qui est 
probablement deja claire au lecteur! Pour cet exemple, on trouve 

W2(/3, X, Y; 0") = /32X 3 y 6
• 

On d6signe par PBn l'ensemble des permutations bicolorees de [n]. 

Q ~ l"""',r" 9 10 3 2 '''\ 6 I 

" -" o----~ 
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FIGURE 2. 
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4. PERMUTATIONS PARTIELLEMENT SOULIGNEES 

12 

14 

16 
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Suivant Kreweras [9] on appelle permutation partiellement soulignee de l'ensemble [n], 
un couple ((A, B), 8) ou (A, B) est une partition ordonnee de [n] et 8 un rearrangement 
du mot 12 ... n. Une permutation partiellement soulignee ((A, B), 8)peut se representer 
par Ie mot 8 dans lequel les lettres apparteoaot a B soot en gras et celles appartenaot 
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a A en romain ordinaire. Par exemple, Ie mot 

0=9, 10,5,3,4, 16, 14, 12,11, 1, 13, 2, 15, 7,6, 8 ( 4.1) 

est une permutation partiellement soulignee avec A = {3, 5, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16} 
et B ={1, 2, 4, 6, 11, 13}. L'ordre total induit par (A, B) sur En] est defini comme etant 
I'ordre usuel entre deux elements de A, ou entre deux elements de B et v < v' si vest 
dans A et v' dans B. On dit qu'une lettre Vi du mot 0 = VI V2 .•• Vn est un terme saillant, 
si, par rapport a l'ordre induit par (A, B), la lettre Vi est plus grande que chacune des 
lettres Vj situee a sa gauche (1 "., j"" i -1). En particulier, si Vi est un terme saillant et 
appartient a B (lettre en gras), les termes saillants a la droite de Vi sont aussi en gras. 
On note a3( 0) (resp. b3( 0)) Ie nombre de termes saillants appartenant a A (resp. a B) . 
Le poids d'une permutation partiellement soulignee est alors defini par 

(4.2) 

Dans Ie precedent exemple, les termes saillants sont: 9, 10, 4, 11, 13, de sorte que 

W3({3, X, Y; 0) = {32 X 3 y6. 

On note enfin PPSn l'ensemble des permutations partiellement soulignees de En]. 

5. LES BIJECTIONS 

Nous nous proposons d'etablir Ie theoreme suivant. 

THEOREME 5.1. (Seconde et troisieme interpretation combinatoire des polynomes 
de Meixner). Pour chaque n ~ 0 Ie polynome mn (x; (3, c) est Ie polynome generateur de 
l'une quelconque des deux structures suivantes: 
(a) les permutations bicolorees de En] par W2({3, -x, c- I -1; . ); 
(b) les permutations partiellement sou/ignees de En] par W3({3, - x, c-1 -l; . ). 

En d'autres termes on a 

mn(x; (3, c) = L W2({3, -x, c- 1-l; u), 

= L wi{3, -x; c-1 -l; 0), 

UEPB m 

(5.1) 

Pour demontrer Ie theoreme, on construit une bijection PI2: t/J.- U de MEIX n sur PB n et 
une bijection P23: U'- 0 de PBn sur PPS n telles que 

W({3, X, Y; t/J) = W2({3, X, Y; u) = W3({3, X, Y; 0). (5.2) 

La construction de la bijection P12 est evidente a la lumiere des graphes dessines en 
Figures 1 et 2. On passe du graphe de la Figure 1 a celui de la Figure 2 de la fa~on 
suivante: si un sommet V de B est Ie but d'un arc continu (d. Section 2 pour les definitions 
d'arcs continus et pointilles), on efface I'arc pointille ayant v pour but-soit v' son 
origine-et on Ie remplace par un arc pointille allant de v' a I'origine de I'unique chemin 
continu ayant V pour but. Le fait essen tiel est que cette transformation preserve les cycles 

FIGURE 3. 
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continus et envoie chaque cycle pointille de '" sur un cycle de u ayant au moins un arc 
pointille. Avec les notations des Sections 2 et 3, on a donc 

et (5.3) 

Par ailleurs, la transformation envoie bien MEIXn sur PB n et est evidemment reversible. 
A l'aide de (5.3) et compte tenu des definitions (2.1) et (3.1), on a etabli premiere 
equation de (5.2). 

Le bijection P23: u~ (J n'est autre que la transformation fondamentale pour les permuta~ 
tions decrite dans [4, pp. 92-98; 3, pp. 13-15]. Nous rappelons la construction de cette 
transformation 11 l'aide de l'exemple de la Figure 2. D'abord on ecrit la permutation 
inverse de u com me produit de cycles disjoints: 

(9) (3, 10, 5) (7, 6, 8, 13, 2, 15) (1, 11) (12, 4, 16, 14). 

Ensuite, on place Ie plus grand element-ici pour l'ordre induit par (A, B)-dans chaque 
cycle au debut, et on rearrange Ie produit de ces cycles suivant l'ordre croissant de ces 
plus grands elements. On obtient 

(9) (10,5,3) (4, 16, 14, 12) (11,1) (13,2, 15, 7, 6,8). 

Enfin on supprime les parentheses: 

(J = 9, 10, 5, 3,4, 16, 14, 12,11, 1, 13, 2, 15, 7,6, 8. 

C'est une des proprietes connues de la transformation fondamentale de faire correspondre 
nombre de cycles de u et nombre de termes saillants de l'image (J = P23( u). Par consequent, 

a2(u) = a3«(J) et b2(u)=b3«(J), 

ce qui etablit la seconde equation de (5.2) au vu des definitions (3.1) et (4.2). 
On notera que P12 envoie l'endofonction de la Figure 1 sur la permutation de la Figure 

2 et que l'image decette derniere par P23 est la permutation partiellement soulignee (4.1). 

REMARQUE 5.2. Kreweras [9] avait calcule Ie polynome generateur des permutations 
partiellement soulignees par nombre de termes saillants gras, autrement dit Ie polynome 

I (_X)b3(9>, (JEPPSn • (5.4) 

De (4.2) on deduit (_X)b3(9) = w3(1, -x, 1; (J), et par consequent Ie polynome (5.4) est 
egal au polynome de Meixner mn(x; 1, ~). 
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