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DOMINIQUE FOATA

Combinatoire des identités sur les polyndmes
orthogonaux

L’étude combinatoire récente des identités sur les polynémes orthogonaux est passée
en revue. A litre d’illustration, on établit, par des méthodes combinatoires, une
extension de la formule du noyau de Poisson pour les polyndémes de Meixner.

1. Introduction

L’étude combinatoire des identités sur les fonetions spéeiales a ét6 entre-
prise dans les derniéres années par différentes écoles, bostonienne ([27],
[28], [29], [35], [36], [38]), californienne ([19], [24], [25], [26], [44]),
lotharingienne ([13], [14], [161, [17], [181, [22], [39], [40], [41]), québé-
coise ([20], [21], [31], [33]) et viennoise ([10], [11], [30]). Comme le dit
fort justement notre ami Adriano Garsia [26], “les fonections spéciales
et les identités des mathématiques clagsiques recélent une information
abondante. Cette information s’exprime sous forme de correspondances
entre structures finies qu’il s’agit de dégager. Les identitiés classiques
apparaissent alors comme de simples relations entre ces structures comptées
suivant des statistiques appropriées. Une étude systématique est en
cours et a pour but de déterrer cette information de la littérature classique.
Ce riche inventaire de correspondances a permis d’établir de nouvelles
identités et d’obtenir aussi des démonstrations trés explicites des formules
classiques.”

Du foisonnement des identités sur les fonctions spéeciales, il n’est
cependant pas facile de dégager 1’essentiel de ’accessoire. Les formules
importantes ont en général été6 motivées par des considérations analytiques
ou géométriques. Par exemple, c’est en étudiant la positivité de la série
bilinéaire des polynémes d’Hermite qu’on a obtenu la formule explicitie
de Mehler ([2], [3]). On se doit donc de regarder en premier lieu ces
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identités solidement motivées. Quant a établir de nouvelles identités par
des techniques combinatoires, il faut &tre plus prudent, s’assurer de leur
esthétique ou travailler de conserve avec ’analyste.

Les formules qui se prétent bien & un traitement combinatoire sont
naturellement les identités entre séries de polyndmes, comme dans la
formule de Mehler, oit ’on peut utiliser avec succés les interprétations
combinatoires courantes sur les séries comme la somme, le produit, 1a sub-
stitution, I’exponentielle. On pourra trouver dans Joyal [31] un exposé
élégant de 1’algébre combinatoire des séries, ou remonter & des mémoires
antérieurs comme ceux de Bender et Goldman [8] sur les préfabs, de Rota
et ses disciples ([35], [36]) sur le calcul ombral, et encore de Stanley [38]
ainsi que de Schiitzenberger et 1’auteur [23].

Dansg le corpus des séries de polyndmes, on trouve des séries dites
ordinaires et des séries exponentielles. Une belle application du traite-
ment combinatoire des séries génératrices ordinaires a été faite par Shapiro
[37] qui a obtenu une formule bilinéaire pour les polyndémes de Tchebychev
de chacune des deux espéces.

Pour les séries génératrices exponentielles, on a pu utiliser avee profit
Pidentité sur la fonction exponentielle pour établir directement la formule
de Mehler [17] ou la fonction génératrice des polynémes de Jacobi PP (x)
[21]. Posant B = (L—2zu-+wu?)V?, cette dernidre fonetion génératrice
s’éerit

D urPeA(a) = 22 B (1—u+ R (1+u+R)?  (n>0)

(cf. [6]). Lorsque ¢ =8 = 1—1/2, on en déduit une fonction généra-
trice pour les polyndmes ultrasphériques

PO (@) = ((24), [(A+1[2),) PU—Y2A=112) ()

(cf. [42], p. 81, formule (4.7.16)), différente de la fonction génératrice
usuelle ' u"P®(x) = R~ (cf. [42], p. 82, formule (4.7.23)). C’est Volker
Strehl ([39], [40], [41]) qui a su prolonger a la fois la méthode combina-
toire développée en [21] pour établir cette toubte dernidre identité, et
la méthode de Dumont [13] pour redémontrer un vieux résultat de
Tricomi [43] dans le cas général.

Les séries ordinaires et exponentielles n’épuisent pas le sujet. Lorsqu’on
8’6ldéve dang la hiérarchie hypergéométrique des polynémes orthogonaux,
les séries utilisées deviennent des séries de faculté comme dans la formule
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(1.1) ci-apreés, oit I’on a posé
(@) =1, (o), =afa+l)...(a+n-1), (n=>1)
el

(@) o0 (ap)y U
I $D0gyeevy b5 U) = L L > 0).
oL@y ey O3 b1y ey by5 %) (B2 oer (Og) 11 (n=0)

Par série de faculté, on entend une série du type
Dt (0l (9)a(0),) Py
ol P, est un polynéme (n > 0).

Le but de cet article est tout d’abord de donner une démonstration
combinatoire de ’identité suivante sur des séries de faculté

D) (@rnl)(B)usT's(—ny — ;95 6) 1 (—ny —y; 85D)

- (ﬂ)r( '—"‘D)r( '—y)r abu r
=(1_“)ﬂ2 (7)5(8),7! ((1_u)a)><

au
1—wu

b
ngl(ﬂ-H, —wtryy+ri— )zFl(ﬂH, —yY+r;6+r;— 1_“ )

(n=0;r>0), (1.1)

tout en faisant ressortir les lemmes combinatoires sur les permutations
et injections, ensuite de faire le point sur les interprétations combinatoires

des polynémes orthogonaux hypergéométriques.
Notons que I’identité (1.1) n’est en fait qu’une extension de la formule

du noyau de Poisson pour les polynémes de Meixner m,(x; B, ¢) définis par
My (@3 By 0) = (B)poFs(—m, —&; f51—07"), (1.2)
cette formule du noyau s’écrivant
D) (™ [(B)am!)my, (@5 B, €)my (35 B, 0)
= (L—ujo)¥(L—u) V=P 1y — @, —y; B u(e™ ~1) /(L —u/o)?))
(n=>0) (1.3)

(cf. [2], p. 15, formule (2.40W), ot m,(w; B, ¢) = (B), M, (=; B, ¢)). En
effet, lorsque f =y =6 et @ =b =1—¢"’, le premier membre de (1.1)
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se réduit, moyennant (1.2), au premier membre de (1.3). Quant aux deux
fonctions ,F; du second membre, elles se réduisent, par le théoréme bino-
mial & ((L—u/e)(1—u)""j"" et ((L—ufe)(1—u)"")’"", respectivement.
On retrouve alors le second membre de (1.3).

Comme 1’a noté Richard Askey [6], on peut déduire analytiquement
la formule (1.1) de la formule d’Erdélyi [15] sur les polynémes de Laguerre.
Il n’y a donec pas lieu de discourir sur l’originalité d’une telle formule.
En revanche, la méthode combinatoire développée est nouvelle.

2. Endofonctions de Meixner

Comme dans [20], on appelle endofonction de Meizner sur un ensemble
fini 8 tout couple ¢ = ((A, B), f) ol (4, B) est une partition ordonnée de §
et f une application de 8 dans S dont la restriction f, de f & la partie A
est injective et la restriction f; & B est une permutation de B. Soit cye(f,)
(resp. eyc(fg)) le nombre de cycles de I'injection f, (resp. la permutation
f5). Le poids de ¢ = ((4, B), f) est défini par

w(y, —o, —a;p) = y7UD(—g) VB —q)H, (2.1)

olL |B| désigne naturellement le cardinal de B. Comme démontré dans
[20], Vexpression (7)asF3(—n, —a; 7; a), égale & 3(7) (—a)(y-+i)a_(—a)),

est le polynéme générateur des endofonctions de Meixner sur [n] = {1,
2,...,n} par le poids w. En d’autres termes, on a

(PneFi(—n, —35750) = D w(y, —o, —a;9), (2.2)

oL ¢ varie dans ’ensemble des endofonctions de Meixner sur [#]. On a ainsi
interprété combinatoirement le produit (y), F1(—n, —z; y; a), ¢’est-a-dire,
4 un changement de variables prés, le polynéme de Meixner m,(z; g, ¢)
(ef. (1.2)).

Par ailleurs, posons wy(o) = B pour toute permutation ¢ d’un
ensemble fini. L’identité -

(B = D, ws(0), (2.3)

ol la sommation est sur ’ensemble des permutations o de [n], est bien
connue (cf. [34], p. 71). Il résulte alors de (2.2) et (2.3) que I'on a

Bl (M1 (—n, —@;7;0)(0)yoF1(—n, —y; d;b)
= D wp(o)w(y, —m, —a;)w(8, —y, —b;9), (2.4)
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ol la sommation s’étend & tous les triplets (o, ¢, ¢) avec o une permuta-
tion de [n] et ¢, v deux endofonctions de Meixner sur [#]. Lie premier
membre de (1.1) peut donc s’écrire

D (w1 (2)a(8)a)) D) wa(@)w(y, =, —a5@)w(8, —y, —b; p). (2.5)

D’autre part, en développant les fonctions ,F, et en appliquant le
théoréme binomial, on peut mettre le second membre de (1.1) sous la
forme

Z(’u,"’/ n' n n ) 2 (q:"'ast"*-v]) <ﬁ+’) (ﬂ ‘I"‘)j % N
X(2r+4 +j)s(7 +r4 i)n—r—'i (6+r +j)n-—1'—-.i ( —w)7‘+i( - y)1'+.i S

X(—a) (b (qbrFstit] =n). (2.6)

Pour établir (1.1) il suffit done d’établir ’identité polyndémiale

D) wplo)w(y, —@, —a;9)w(8, —y; —b; y)
= D grnii) (B)a(Bh(B+7)i(B+7);(2r 48 +5), x
X (2 7+ nmpmi (847 + Gnmpg( — D —Yyag X
X(—a)y (=0 (grbsitj =mn). (2.7)

3. Lemmes combinatoires

L’identité (2.7) est beaucoup moins effrayante qu’il n’y parait, car tous
les termes ont une signification combinatoire qu’on va maintenant donner.
Les trois lemmes ci-aprés sont extraits de ’article sur la formule d’Erdé-
lyi-Hille-Hardy pour les polynémes de Laguerre [22]. Comme dans (2.3),
si h est une injection d*un ensemble fini, on pose wy(h) = M,

Levmve 3.1. 8¢ |A]| =4, |B] =j et ¢ + j = n, alors

D wp(h) = (B+3) (3.1)

la sommation étant sur loutes les imjections h de A dans A + B.
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Levmme 3.2. Soit (I,J, R) une partition ordonnée d’um ensemble telle
que |I| =i, |J| =j, |RB| =r. Alors

D wp(6) = (B)(B+7)i(B+7, (3.2)

la sommation étant étendue & Vensemble des permutations 0 de I-+J 4R
satisfaisamt & 0(J)NI = @.

Soit (I,J, R,S) une partition ordonnée d’un ensemble telle que
|I| =4, |J| =3, |[B| =1, |8| =s. Trois sortes de chemins dont les sommets
sont pris dans I4J -+ R+ 8 sont maintenant introduits, les a-chemins,
les b-chemins et les ab-chemins. Les a-chemins (resp. b-chemins) ont tous
leurs sommets dans 8§ & D’exception de l'extrémité qui est dans I (resp.
J). Un ab-chemin a aussi tous ses sommets dans S, & l’exception d’un
seul, qui appartient & R et ne se trouve pas nécessairement i I'extrémité.
Dans la Figure 1, effacons par la pensée toutes les fléches en pointillé et
écartons le cycle en trait continu. Il ne reste alors que des a-, b- et ab-che-
mins.

Un graphe G dont les sommets sont les éléments de I-}-J+R-4-8
est dit Hrdélyien sur (I, J, R, S) si ses parties connexes ne sont composées
que de a-, b- et ab-chemins.

Il sera commode de moter R'(G) Pensemble des sommets de G qui
sont les extrémités des ab-chemins. On a

R'(@) = B+8 et |R'(@)] =Bl (3.3)

LemvE 3.3. 8¢ |I| =14, |J| =j, |B| =1, |8] =8, le nombre de graphes
Erdélyiens sur (L, J, B, 8) est égal & (445 +27);,.

La démonstration de 1'identité (2.7) consiste alors & associer, de fagon
bijective, & chaque triplet (¢, ¢, ) de la sommation du premier membre,
une partition ordonnée (@, R, S8, I,J) de [n] et une suite (¢, 0, @, h,
b, &, &) ayant les propriétés:

(i) o est une permutation de Q;
(ii) 0 est une permutation de R+I-J satisfaisant & 0(J)NI = &;
(iii) @ est um graphe Erdélyien sur (I,J, R, 8);
(iv) (resp. (v)) h (resp. h') est ume injection de [n]\(R'(G)—I—I) (resp.
[nIN(B +)) dans [1];
(vi) (resp. (vil)) & (resp. &) est une permutation de R'(Q)+I (resp. R+J).,
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De plus, I'identité suivante doit étre verifiée:

wa(o)w(y, —a; p)w(d, —y, —b;y)
= (—a) B —b) BTy, (0" ) g (0) w, (B) ws (B ) w_g (E)w_y (&), (3.4)

Oompte-tenu des lemmes 3.1, 3.2 et 3.3 et de (3.3), on voit que si
une telle bijection est établie, la sommation du second membre de (3.4)
donne bien le second membre de (2.7). Reste done & établir la bijection
annoncée.

4. La correspondance

Partons d’un triplet (o, ¢, ) avec ¢ une permutation de [n], et ¢ =
((4, B), f), P = ((0, D), g) deux endofonctions de Meixner sur [n].
Quand on superpose les graphes de ces trois configurations sur un ensemble
de n sommets étiquetés, on a d’abord les cycles de ¢ — appelons-les
B-cycles — puis les chemins et cycles des endofonctions ¢ = ((A, B), f)
et p = ((0 , D), g). Les n sommets se répartissent donc en quatre classes
AnC, AnD, BNO et BND. D’aprés 'expression du poids donnée en
(2.1), on peut considérer que les sommets de B (resp. .D) portent la marque
—a (resp. —b). On dira qu’un sommet est a-marqué, b-marqué ou ab-marqué,
suivant qu’il appartient & Bn0O, AnD, ou BNnD. Les somniets dans
ANC sont non marqués.

Deux sommets distinets v et o' sont dits liés si les twois propriétés
suivantes sont satisfaites:

(i) v est b-marqué et v’ est a-marqué;
(ii) v et o' sont dans le méme B-cycle;
(iii) Tes sommets appartenant & ce f-cycle et situés entre v et v’ sont tous
NnoN Marqués.

La partition ordonnée (@, R, S, I,J) associée a (o, @, y) est ainsi
définie: si les sommets d’'un méme S-cycle sont tous non marqués, tous
ces sommets sont rangés dans la classe @. Si un sommet est, ou bien
ab-marqué, ou bien b-marqué et li6, il est mis dans R. Si un sommet est
a-marqué (resp. b-marqué) et non lié, il va dans I (resp. J). Enfin, § se
compose de tous les sommets restants. Notons que 8§ englobe aussi les
sommets a-marqués et liés.
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Dans la Figure 1, on a représenté les f-cycles d’un triplet (o, ¢, v)
avec les sommets marqués a, b ou ab. Les sommets non marqués apparais-
sent comme de simples points. I’appartenance de chaque sommet & un
bloc de la partition (@, B, 8, I, J) est indiquée par la lettre correspondante.
Les fléches en pointillé sont les ares ayant pour origine les sommets qui
sont, ou bien ab-marqués, ou bien a-marqués, ou encore b-marqués mais
non liés.

Effacons les fléches en pointillé du graphe de la Figure 1. On obtient,
d’une part, une collection de cycles dont tous les sommets sont dans
@ — une permutation o' de ¢ — d’autre part, une collection de a-, b- et

s R I J s R Q Q
* ab— *ci! b————--—-—)—o-—-——-»alb @ 3 @
|
f ! ! 1
| | ]
| |
1 Y y
b = e e e @ ® —%~ . b @ oo §
J i S S S J Q Q
S J S R )
@ e b . b a
1
A | A I
§ | i 1
| | 1 {
R ;
b e @ a'b - * ~a
J S R S 1
Fig. 1

ab-chemins formant un graphe Erdélyien @ sur (I, J, R, 8). De plus, comme
chaque a- (resp., b-, resp. ab-) chemin contient exactement un sommet
dans I (resp. J, resp. R), les arcs en pointillé sont la représentation graphi-
que d*une permutation 6 de I--J -+ R. Enfin, comme il n’y a pas de fléche
en pointillé issue de sommet b-marqué et lié, la permutation 6 satisfait
a 0(J)nI = @. BEvidemment cyc(s) = cye(q’)+cye(h), d’onr

wg(0) = we(a")wy(0). (4.3)
Les trois premiers éléments de la suite (o', 0,@, h, 2’, &, &) ayant

été définis, les quatre derniers sont simplement & =f,, b’ =gg, &£ =f5
et &' = gp, c’est-a-dire, respectivement, les restrictions de f & 4, de g a C,



Combinatoire des identités sur les polynémes orthogonaux 1549

defa Betdega.D. Comme on a
B=R@+I et D=R+J, (4.1)
ainsi que
A =[IN(R(@)+I) et O =[n]\R+J), (4.2)

les conditions (iv) et (v) de la section 3 sont bien vérifiées. De plus, d’aprés
(2.1), (3.3), (4.1) et (4.2), il vient

w(y, =, —a;9) = yTVa(—gz)TUB)(—q)7

— ,ycyc(h) ( _m)oYO(é‘)( — a)IR’(G’)+I|
= w, (h)w_, (&) ( —a)\B+T (4.4)

et de méme
w(d, —y, —b;p) =wy(h")w_,(&)(—b)E+, (4.5)

Prenant en compte (4.3), (4.4) et (4.5), on obtient bien (3.4).

Réciproquement, si ’on part d’une partition ordonnée (@, B, S, I, J)
de [#n] et d’une suite (¢’, 0,@G, h, h', &, &) ayant les propriétés (i)—(vii)
de la section 3, il est immédiat de reconstruire le triplet (o, ¢, w). Les
trois éléments o', 0, G fournissent la permutation o, et les couples (%, &)
et (&', &') les endofonctions de Meixner ¢ et y, respectivement.

Ceci acheéve la démonstration de I’identité (1.1).

5. Conclusion

Un beau guide des polynémes orthogonaux hypergéométriques nous est
proposé par Askey et Wilson [7] qui les ont classés dans un diagramme
respectant leur hiérarchie hypergéométrique. Nous reproduisons une
partie de celui-ci dans la Figure 2. Une fléche va du polynéme P au poly-
noéme @, si I'expression analytique de @ peut étre obtenue de celle de P par
une spécialisation des paramétres ou un passage & la limite approprié.
Par exemple, la fléche allant du polynéme de Laguerre L{? (#) au polynéme
d’Hermite H, (x) symbolise le passage a la limite

H,(#) =n!lim(2/a)"* L (a —2(2a)*)  (a—+ oo) (6.1)
(cf. [42], p. 389, [4]).
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Les interprétations combinatoires des polyndémes apparaissant dans
ce diagramme sont connues et sont compatibles, en ce sens que toutes
les formules de passage ont des démonstrations simples dans la géométrie
de ces modéles. Par exemple, la formule (5.1) & une signification géométrique
intéressante donnée par Strehl [41].

Hohn

Jacobi Krawtchouk Meixner

Laguerre Charlier

Hermite

Fig. 2

Dlaprés Karhn—McGregor [32], le polynéme de Hahn a l’expression
analytique

(—n)p(—2)(n+a+pB+1)
(@0, f ) = D) (@+1) 5 — N FL) 1! O<k<mn).

Posant B, = (a+1),(—N+1),9,(#; @, #, N), on obtient
By = 3 (1) (—1f(a-+1+i)yg(B+L+n—i)( —@)y(—F +1+0),_,

0<<i<<n).

Par le lemme 3.1, on peut donc immédiatement obtenir une inter-
prétation combinatoire des polyndmes R,. Cette interprétation n’a ce-
pendant pas fourni des démonstrations vraiment nouvelles des formules
concernant les polynémes de Hahn. En revanche, de 1’étude combinatoire
des R,, on peut déduire la géométrie combinatoire de tous les polynémes
apparaissant dans le diagramme.

Si on se reporte a [2], chap. 2, on constatera que les noyaux de Pois-
son ont été calculés par des méthodes combinatoires pour les polynémes
de Meixner (ici-méme), de Laguerre [22] et Hermite [17].
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Signalons enfin que cette étude combinatoire des polynémes ortho-
gonaux a aussi pour ambition de traiter les g-polyndémes. La principale
difficulté vient que souvent plusieurs polynémes peuvent prétendre au
titre de g-analogues des polyndémes classiques. Il y en a déja deux familles
pour les seuls g-polynémes d’Hermite, comme I’a montré Désarménien
[12]. Signalons, en revanche, la belle étude des g-polynémes de Laguerre
par Garsia et Remmel [26] et une démonstration trés élégante du g-ana-
logue de la formule de Pfaff-Saalschiitz par Andrews et Bressoud [1].
Il semble que pour les g-polyndémes il faille opérer dans I’algebre des
partitions et non plus dans celle des endofonctions. Un modéle global
regte & découvrir, peut-étre celui des groupes formels comme une récente
étude de Oartier [9] le laisse prévoir.
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