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RÉSUMÉ. — Un calcul explicite de distributions de statistiques d’ordre sur les
permutations colorées est obtenu à l’aide de l’algèbre des fonctions de Schur.

ABSTRACT. — An explicit calculation of distributions of order statistics on colored
permutations is derived by means of the Schur function algebra.

1. Introduction

L’étude des statistiques d’ordre sur le groupe symétrique remonte
à MACMAHON [Mac1, 2, 3, 4], qui a introduit les notions de nombre
de descentes (“des”) et d’indice majeur (“maj”) pour une suite finie
de nombres et calculé les premières séries génératrices. Le polynôme
générateur du groupe des permutations par nombre de descentes est le
polynôme eulérien (cf. [Fo-Sch1]). Le polynôme q-eulérien est le polynôme
générateur pour le couple (des,maj) (cf. [Car1, 2, 3]). Avec la statistique
nombre des inversions, on obtient un autre polynôme q-eulérien (cf. [St2,
Ro, Fo1, De]). Un pas décisif a été fait par GARSIA et GESSEL [Ga-
Ge] (voir aussi [Ra1]), lorqu’il ont trouvé la bonne normalisation des
séries de faculté à considérer. Il fallait prendre des produits de deux
q-factorielles montantes. Pour chaque permutation σ on peut, en plus,
introduire le nombre de descentes et l’indice majeur de l’inverse σ−1, notés
ides σ et imajσ. La distribution du 4-vecteur (des, ides,maj, imaj) est alors
calculable (cf. [Ga-Ge, Ra1]), ainsi que son groupe de symétrie (cf. [Fo-
Sch2]). D’autres résultats parallèles ont été obtenus par différents auteurs
(cf. [Car4, Che-Mo, St1, Ge, Ra2]).

C’est, en fait, l’étude approfondie de l’algèbre combinatoire des tableaux
réalisée par SCHÜTZENBERGER [Sch1, 2, La-Sch1, 2, 3, 4], qui a permis une
insertion complète du calcul des statistiques d’ordre sur le groupe des
permutations dans l’algèbre des fonctions symétriques. Il devenait enfin
possible d’utiliser toute la richesse de cette dernière algèbre et de puiser
les ingrédients utiles dans les ouvrages classiques [St1, Macd, Ja-Ke, Wy].

Les deux auteurs du présent article ont ainsi utilisé l’algèbre des
fonctions de Schur pour reprendre le calcul de GARSIA-GESSEL [Ga-Ge] et
l’insérer dans son cadre naturel [De-Fo1, 2]. La distribution du 4-vecteur
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(des, ides, maj, imaj) peut être évaluée pour une classe d’objets plus
importante que la classe des permutations. On obtient ainsi des extensions
des formules classiques sur les séries hypergéométriques basiques au cas
de plusieurs bases.

Plus récemment, REMMEL [Re3] a prolongé ces précédents travaux
et calculé des distributions explicites de statistiques d’ordre sur des
bipermutations. (La définition sera rappelée ci-dessous.) Il s’est appuyé
sur l’algèbre des fonctions de Schur (k, l)-crochets, introduite par BERELE

et REGEV (cf. [Be-Reg, Be-Rem, Re1, Re2]). Il ne semble pas que ces
fonctions de Schur (k, l)-crochets apportent quelque chose de vraiment
nouveau d’un point de vue combinatoire. Elles ont cependant permis à
REMMEL d’imaginer ce nouveau concept de bipermutation et de l’exploiter.

Le but du présent article est de calculer la fonction génératrice de
plusieurs statistiques d’ordre sur des objets combinatoires plus généraux
que les bipermutations appelés permutations (k, l)-colorées. Il s’agit sim-
plement de triplets τ = (σ,a,b), où σ est une permutations de l’intervalle
[n ] = {1, 2, . . . , n} et où a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bl) sont deux
suites de k et l entiers positifs de somme n. Les suites a et b servent à
cloisonner les deux mots σ(1)σ(2) . . . σ(n) et σ−1(1)σ−1(2) . . . σ−1(n) en
k et l facteurs, respectivement. Notre but est non seulement de faire le cal-
cul explicite des distributions de statistiques d’ordre sur ces permutations
colorées, mais de montrer que ce calcul repose entièrement sur l’algèbre
des fonctions de Schur ordinaires, en faisant appel à une simple extension
de la correspondance de Robinson-Schensted.

On trouvera dans la prochaine section la définition des statistiques
d’ordre considérées ici, ainsi que le résultat principal de cet article
(THÉORÈME 2.1). Le calcul sur les fonctions de Schur nécessaire pour
établir ce théorème est consigné dans la section 3. Les objets combinatoires
qui servent de support à ce calcul sont des tableaux gauches d’une forme
particulière. A partir de la formule de Cauchy sur les fonctions de Schur, on
obtient d’abord une expression pour la fonction génératrice de cette classe
de tableaux gauches (cf. PROPOSITION 4.1). Il reste à établir une bijection
entre cette classe de tableaux gauches et les permutations (k, l)-colorées
pour montrer que l’expression trouvée est aussi la fonction génératrice des
permutations (k, l)-colorées. Ceci est donné dans la section 5. Nous avons
reproduit dans la dernière section certaines spécialisations des formules
obtenues.
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2. Permutations (k, l)-colorées

Quand σ est une permutation de l’intervalle [ n ], la ligne de route
Ligne σ, la ligne inverse de route Iligne σ, la coligne de route Coligne σ
et la coligne inverse de route Icoligne σ sont habituellement définies (cf.
[Foulk], [Fo-Sch2]) par

Ligne σ = {r : 1 ≤ r ≤ n− 1, σ(r) > σ(r + 1)} ;
Iligne σ = Ligne σ−1 ; Coligne σ = [ n− 1 ] \ Ligne σ ;

Icoligne σ = [n− 1 ] \ Iligne σ (= Coligne σ−1) ;

où σ−1 désigne l’inverse de σ. Le cardinal de Ligne σ et la somme des
éléments de Ligne σ sont respectivement appelés nombre de descentes et
indice majeur de σ. Il y a des définitions analogues pour les autres lignes
de route.

On peut prolonger la définition de ces lignes de route aux permutations
(k, l)-colorées. Soit τ = (σ,a,b) une permutation (k, l)-colorée ; son inverse
est la permutation (l, k)-colorée τ−1 = (σ−1,b,a). Il est commode de poser
a0 = b0 = 0 et de noter ai et bj les sommes partielles ai = a1 + · · · + ai

(0 ≤ i ≤ k) et bj = b1 + · · ·+ bj (0 ≤ j ≤ l).
Les suites a et b déterminent des sous-intervalles de [n ] dans lesquels

les différentes lignes de route peuvent aussi être définies : pour chaque
i = 1, . . . , k et j = 1, . . . , l on pose :

Lignei τ = {r : ai−1 + 1 ≤ r ≤ ai − 1, σ(r) > σ(r + 1)} ;
Colignei τ = [ai−1 + 1,ai − 1] \ Lignei τ ; Ilignej τ = Lignej τ−1 ;

Icolignej τ = Colignej τ−1 = [bj−1 + 1,bj − 1] \ Ilignej τ.

Autrement dit :
Ilignej τ = {s : bj−1 + 1 ≤ s ≤ bj − 1, σ−1(s) > σ−1(s + 1)}.

2.1. Exemple. — Soient n = 12, (k, l) = (3, 2), a = (5, 4, 3), b = (7, 5)
et τ = (σ,a,b) la permutation (k, l)-colorée d’ordre n

σ =
( 1 2 3 4 5

6 1 4 10 5

∣∣∣ 6 7 8 9
2 11 9 8

∣∣∣ 10 11 12
3 12 7

)
.

Les éléments de Lignei σ (i = 1, 2, 3) sont reproduits en gras. Puisque
σ(9) = 8 > 3 = σ(10), l’entier 8 est bien un élément de la ligne de route
de σ, mais non pas de Ligne2 τ .

La permutation σ−1 s’écrit :

σ−1 =
( 1 2 3 4 5 6 7

2 6 10 3 5 1 12

∣∣∣ 8 9 10 11 12
9 8 4 7 11

)
.
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Les éléments de Lignej σ−1 (j = 1, 2) sont également reproduits en gras.
A chacune de ces lignes de route correspond un nombre de descentes et

un indice majeur définis comme suit :

desi τ = |Lignei τ | ; maji τ =
∑
{r − ai−1 : r ∈ Lignei τ};

codesi τ = |Colignei τ | ; comaji τ =
∑
{r − ai−1 : r ∈ Colignei τ};

idesj τ =
∣∣Ilignej τ

∣∣ ; imajj τ =
∑
{r − bj−1 : r ∈ Ilignej τ};

icodesj τ =
∣∣Icolignej τ

∣∣ ; icomajj τ =
∑
{r − bj−1 : r ∈ Icolignej τ}.

Il faut remarquer que les indices majeurs relatifs au iième (resp. jième)
compartiment de σ (resp. σ−1) sont des sommes d’entiers de l’intervalle
[ai] (resp. [bj ]). Dans l’exemple ci-dessus, on a ainsi : maj1 τ = 1 + 4 = 5;
maj2 τ = (7− 5) + (8− 5) = 5; maj3 τ = 11− 9 = 2.

Posons finalement :

fi(τ) = sdesi τ
i p

maji τ
i ; f ′i(τ) = scodesi τ

i p
comaji τ
i ;

gj(τ) = t
idesj τ
j q

imajj τ

j ; g′j(τ) = t
icodesj τ
j q

icomajj τ

j .

Du fait du cloisonnement, plusieurs lignes de route (une par compar-
timent) doivent être considérées. Pour chaque compartiment, on peut
s’intéresser, en fait, soit à la ligne de route, soit à la coligne de route. On
peut donc définir 2k types de ligne de route pour la permutation colorée τ
et 2l pour τ−1. On est donc amené à introduire deux partitions ordonnées
K = (K1,K2) et L = (L1, L2) des intervalles [ k ] et [ l ], respectivement
(l’un des blocs K1 ou K2, L1 ou L2 pouvant être vide). Ce choix de K et
L étant fait, on pose :

h(K,L; τ) =
∏

i∈K1

fi(τ)
∏

i∈K2

f ′i(τ)
∏

j∈L1

gj(τ)
∏

j∈L2

g′j(τ).

Les suites de couleurs a,b étant fixées, on forme alors le polynôme :

(2.1) P (a,b) = P (a,b;K,L; s, t,p,q) =
∑

σ∈Sn

h(K,L; (σ,a,b)).

Lorsque toutes les variables si et tj sont égales à 1, on pose :

(2.2) P (a,b;K,L;p,q) = P (a,b;K,L;1,1,p,q).

Le reste de l’article est consacré au calcul de la fonction génératrice des
polynômes P (a,b). Cette fonction génératrice s’exprime à l’aide des séries
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hypergéométriques à deux classes de bases. Il est donc utile de rappeler les
notations usuelles utilisées dans l’étude de ces séries, comme la q-factorielle
montante :

(a; q)n =
{

1, si n = 0;
(1− a)(1− aq) . . . (1− aqn−1), si n ≥ 1;

(a; q)∞ = limn(a; q)n =
∏

n≥0(1− aqn) ;
ainsi que la q1, q2-factorielle :

(a; q1, q2)r,s =
{

1, si r ou s est nul;∏
1≤i≤r

∏
1≤j≤s(1− aqi−1

1 qj−1
2 ), si r, s ≥ 1;

(a; q1, q2)∞,∞ = limr,s(a; q1, q2)r,s =
∏

i≥1

∏
j≥1(1− aqi−1

1 qj−1
2 ).

On utilisera également les notations abrégées pour les produits :

Aa =
∏

1≤i≤k

Aai
i , Bb =

∏
1≤j≤l

B
bj

j ,

(p;p)a =
∏

1≤i≤k

(pi; pi)ai
, (s;p)a+1 =

∏
1≤i≤k

(si; pi)ai+1,

(uAKBL;p,q)c+1,d+1 =
∏

i∈K, j∈L

(uAiBj ; pi, qj)ci+1,dj+1,

(uAKBL;p,q)∞,∞ =
∏

i∈K, j∈L

(uAiBj ; pi, qj)∞,∞.

Dans les identités (2.3) et (2.4) ci-après, la première sommation est
faite sur tous les entiers n positifs. Pour n ≥ 0 fixé, la seconde sommation
est étendue à toutes les paires (a,b) de suites d’entiers a = (a1, . . . , ak)
et b = (b1, . . . , bl) satisfaisant

∑
i ai =

∑
j bj = n. Finalement, la

paire (c,d) varie dans l’ensemble de toutes les suites c = (c1, . . . , ck) et
d = (d1, . . . , dl) de k et l entiers positifs, respectivement.

Théorème 2.1. — La fonction génératrice des polynômes P (a,b) est
donnée par :

(2.3)
∑

n

un
∑
a,b

AaBb P (a,b;K,L; s, t,p,q)
(s;p)a+1(t;q)b+1

=
∑
c,d

sctd
(−uAK1BL2 ;p,q)c+1,d+1(−uAK2BL1 ;p,q)c+1,d+1

(uAK1BL1 ;p,q)c+1,d+1(uAK2BL2 ;p,q)c+1,d+1

et

(2.4)
∑

n

un
∑
a,b

AaBb P (a,b;K,L;p,q)
(p;p)a(q;q)b

=
(−uAK1BL2 ;p,q)∞,∞(−uAK2BL1 ;p,q)∞,∞

(uAK1BL1 ;p,q)∞,∞(uAK2BL2 ;p,q)∞,∞
.
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On obtient la seconde identité à partir de la première en multipliant
celle-ci par (1 − s1) et en faisant s1 = 1, puis en recommençant ces deux
manipulations pour chacune des autres variables si et tj .

Dans le membre de droite de (2.3) et de (2.4), les bases pi, qj ap-
paraissent par paires, tandis que des q-factorielles montantes ordinaires
apparaissent dans le membre de gauche. Ces deux formules peuvent
être considérées comme des formules de transformation d’une série hy-
pergéométrique basique bivariée en une série de la classe des séries hy-
pergéométriques univariées à plusieurs bases. L’identité (2.4) peut aussi
être vue comme une extension de l’identité q-binomiale à plusieurs bases
(cf. [De-Fo1]).

Dans le cas k = l = 2, K1 = {1}, K2 = {2}, L1 = {1}, L2 = {2}, on
retrouve les identités de REMMEL sur les bipermutations.

3. Les fonctions de Schur

Nous renvoyons au livre de MACDONALD [Macd] pour toutes les pro-
priétés concernant les fonctions de Schur. L’identité de base sous-jacente
à tout le calcul qui va suivre est l’identité de Cauchy pour les fonctions de
Schur Sλ(x), ainsi que l’identité duale. Elles s’écrivent :∏

i,j

(1− xiyj)−1 =
∑

λ

Sλ(x)Sλ(y) ;(3.1)

∏
i,j

(1 + xiyj) =
∑

λ

Sλ(x)Sλ′(y) ;(3.2)

la sommation portant sur l’ensemble de toutes les partitions λ d’entiers et
λ′ désignant la partition conjuguée de λ (voir [Macd, p. 33]).

Nous aurons aussi besoin des fonctions de Schur gauches Sν/θ(x)
associées aux diagrammes gauches ν/θ. Lorsque ν/θ est le produit d’un
nombre fini de diagrammes de Ferrers ν/θ =

⊗
j λi,j = λi,1 ⊗ · · · ⊗ λi,l, il

résulte de la définition des fonctions de Schur que l’on a l’identité :

(3.3) S⊗jλi,j (x) = Sλi,1(x) · · ·Sλi,l
(x).

En plus des notations données dans la section 2, nous introduisons deux
familles de variables (Ai) et (Bj), ainsi que k + l ensembles de variables
x(i) = (x(i)

1 , x
(i)
2 , . . . ) (1 ≤ i ≤ k) et y(j) = (y(j)

1 , y
(j)
2 , . . . ) (1 ≤ j ≤ l).

Pour tout couple (i, j) posons :

Sch(i, j) =
∏
p,q

(1− uAiBjx
(i)
p y(j)

q )−1,(3.4)

Sch′(i, j) =
∏
p,q

(1 + uAiBjx
(i)
p y(j)

q ).(3.5)
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Les partitions K = (K1,K2) et L = (L1, L2) de [ k ] et [ l ] étant données,
on pose pour r, s = 1, 2

Sch(Kr, Ls) =
∏
i,j

Sch(i, j) ((i, j) ∈ Kr × Ls),(3.6)

Sch′(Kr, Ls) =
∏
i,j

Sch′(i, j) ((i, j) ∈ Kr × Ls).(3.7)

D’abord les deux identités de Cauchy (3.1) et (3.2) peuvent être récrites :

Sch(i, j) =
∑
ni,j

uni,j

∑
λi,j

(AiBj)|λi,j |Sλi,j
(x(i))Sλi,j

(y(j)),(3.8)

=
∑
ni,j

uni,j

∑
λi,j

(AiBj)|λi,j |Sλ′
i,j

(x(i))Sλ′
i,j

(y(j)),(3.9)

Sch′(i, j) =
∑
ni,j

uni,j

∑
λi,j

(AiBj)|λi,j |Sλi,j
(x(i))Sλ′

i,j
(y(j)),(3.10)

=
∑
ni,j

uni,j

∑
λi,j

(AiBj)|λi,j |Sλ′
i,j

(x(i))Sλi,j
(y(j)),(3.11)

où la seconde sommation dans chaque identité est sur toutes les partitions
λi,j de l’entier ni,j .

Maintenant exprimons chaque élément du produit

Sch(K1, L1)Sch′(K1, L2)Sch′(K2, L1)Sch(K2, L2)

comme somme infinie de fonctions de Schur à l’aide des identités (3.8),
(3.10), (3.11) et (3.9), respectivement et calculons ce produit. On obtient :

(3.12) Sch(K1, L1)Sch′(K1, L2)Sch′(K2, L1)Sch(K2, L2)

=
∑

n

un
∑
(λi,j)

∏
i,j

(AiBj)|λi,j |

×
∏

i∈K1

∏
j∈L1

Sλi,j (x
(i))Sλi,j (y

(j))
∏

i∈K1

∏
j∈L2

Sλi,j (x
(i))Sλ′

i,j
(y(j))

×
∏

i∈K2

∏
j∈L1

Sλ′
i,j

(x(i))Sλi,j
(y(j))

∏
i∈K2

∏
j∈L2

Sλ′
i,j

(x(i))Sλ′
i,j

(y(j))

=
∑

n

un
∑
(λi,j)

∏
i,j

(AiBj)|λi,j |
∏

i∈K1

∏
j

Sλi,j
(x(i))

∏
i∈K2

∏
j

Sλ′
i,j

(x(i))

×
∏

j∈L1

∏
i

Sλi,j (y
(j))

∏
j∈L2

∏
i

Sλ′
i,j

(y(j)).
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Soit, d’après (3.3)

(3.13) Sch(K1, L1)Sch′(K1, L2)Sch′(K2, L1)Sch(K2, L2)

=
∑

n

un
∑
(λi,j)

∏
i,j

(AiBj)|λi,j |
∏

i∈K1

S⊗jλi,j
(x(i))

∏
i∈K2

S⊗jλ′
i,j

(x(i))

×
∏

j∈L1

S⊗iλi,j (y
(j))

∏
j∈L2

S⊗iλ′
i,j

(y(j)).

Dans toutes ces sommations, la matrice (λi,j) varie dans l’ensemble de
toutes les matrices k × l dont les coefficients λi,j sont des partitions
satisfaisant

∑
i,j |λi,j | = n.

Prenons maintenant pour x(i) et y(j) les ensembles finis

{x(i)
1 , . . . , x

(i)
ci+1} et {y(j)

1 , . . . , y
(j)
dj+1}

et faisons les substitutions x
(i)
r ← pr−1

i (resp. y
(j)
s ← qs−1

j ) dans (3.13).
Compte-tenu des notations (3.4)–(3.7) et de nos conventions sur les
produits, on obtient l’identité :

(3.14)
(−uAK1BL2 ;p,q)c+1,d+1(−uAK2BL1 ;p,q)c+1,d+1

(uAK1BL1 ;p,q)c+1,d+1(uAK2BL2 ;p,q)c+1,d+1

=
∑

n

un
∑
(λi,j)

∏
i,j

(AiBj)|λi,j |

×
∏

i∈K1

S⊗jλi,j (1, pi, . . . , p
ci
i )

∏
i∈K2

S⊗jλ′
i,j

(1, pi, . . . , p
ci
i )

×
∏

j∈L1

S⊗iλi,j (1, qj , . . . , q
dj

j )
∏

j∈L2

S⊗iλ′
i,j

(1, qj , . . . , q
dj

j ).

Multiplions les deux membres par sctd et sommons sur toutes les suites
c = (c1, . . . , ck) et d = (d1, . . . , dl) d’entiers positifs. Le premier membre
de (3.14) devient alors identique au second membre de (2.3).
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4. Tableaux gauches

Nous reprenons les conventions habituelles sur les formes gauches ν/θ,
qui sont des différences ensemblistes de deux diagrammes de Ferrers ν et
θ. Si la forme ν/θ contient n points et si I est un ensemble fini d’entiers de
cardinal n, on construit un tableau gauche T , de forme ν/θ et de contenu I
en plaçant les n entiers de I sur les n points de la forme de façon à obtenir
une croissance stricte dans chaque ligne (de gauche à droite) et dans chaque
colonne (de bas en haut). Il est commode d’écrire :

ContT = I, |T | = ν/θ.

Lorsque Cont T = [n ], on dit que T est d’ordre n.
La ligne inverse de route d’un tableau T , de contenu I et de forme

ν/θ est définie comme l’ensemble de tous les entiers k tels que k et k + 1
apparaissent dans T , l’entier k + 1 étant situé plus haut que k dans T .
On note Iligne T la ligne inverse de route de T . Comme de coutume, le
transposé T ′ d’un tableau T est obtenu par réflexion de celui-ci par rapport
à la diagonale principale.

Par exemple, les tableaux

P1,1 =
6
1 4 5 P2,1 = 2 P3,1 = 3 7

sont de forme λ1,1 = (3, 1), λ2,1 = (1) and λ3,1 = (2), respectivement. Le
tableau

T =

6
1 4 5

2
3 7

est d’ordre 7 et de forme |T1| = λ1,1 ⊗ λ2,1 ⊗ λ3,1. On l’obtient à partir
des précédents tableaux de façon évidente. La notation :

T1 = P1,1 ⊗ P2,1 ⊗ P3,1

n’est donc pas ambiguë. Les éléments de Iligne T ont été reproduits en
gras (Iligne T = {3,5}).

Soit T un tableau gauche d’ordre n. Par analogie avec les permutations
colorées, on pose :

ides T = |Iligne T | ; imajT =
∑
{r : r ∈ Iligne T} ;

puis :
(4.1) Fi(T ) = sides T

i pimaj T
i ; Gj(T ) = tides T

j qimaj T
j .
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Les suites a = (a1, . . . , ak) et b = (b1, . . . , bl) étant données, on considère
l’ensemble Λ(a,b) des matrices (λi,j) d’ordre k × l dont les coefficients
sont des partitions satisfaisant les relations

(4.2) |λi,1|+ · · ·+ |λi,l| = ai, |λ1,j |+ · · ·+ |λk,j | = bj

pour chaque i = 1, . . . , k et j = 1, . . . , l. On forme ensuite l’ensemble
T (λi,j) de toutes les suites (T,U) = (T1, . . . , Tl, U1, . . . , Uk) de (l + k)
tableaux gauches, respectivement d’ordre b1, . . . , bl, a1, . . . , ak et de forme

(4.3) |Tj | = λ1,j ⊗ · · · ⊗ λk,j , |Ui| = λi,1 ⊗ · · · ⊗ λi,l,

pour j = 1, . . . , l et i = 1, . . . , k.
Relativement à la paire de partitions K = (K1,K2) et L = (L1, L2),

une telle suite (T,U) de tableaux gauches est munie d’un poids défini par :

H(K,L;T,U) =
∏

i∈K1

Fi(Ui)
∏

i∈K2

Fi(U ′
i)

∏
j∈L1

Gj(Tj)
∏

j∈L2

Gj(T ′j).

On se propose de calculer la fonction génératrice des suites (T,U) par
rapport à ce poids.

Dans la proposition suivante, la paire (a,b) étant fixée, la première som-
mation est sur toutes les matrices (λi,j) appartenant à Λ(a,b) (cf. (4.2))
et la seconde sur les paires (T,U) de l’ensemble T (λi,j) (cf. (4.3)). En-
fin, la paire (c,d) est étendue à toutes les suites c et d d’entiers positifs
respectivement de longueur k et l.

Proposition 4.1. — On a l’identité :

(4.4)
1

(s;p)a+1(t;q)b+1

∑
(λi,j)

∑
(T,U)

H(K,L;T,U)

=
∑
c,d

sctd
∑
(λi,j)

∏
i∈K1

S⊗jλi,j
(1, pi, . . . , p

ci
i )

∏
i∈K2

S⊗jλ′
i,j

(1, pi, . . . , p
ci
i )

×
∏

j∈L1

S⊗iλi,j
(1, qj , . . . , q

dj

j )
∏

j∈L2

S⊗iλ′
i,j

(1, qj , . . . , q
dj

j ).

Cette proposition est une conséquence banale du lemme suivant déjà
prouvé dans [De-Fo1, théorème 4.1], qui s’énonce comme suit :

Lemme. — Soit ν/θ un diagramme gauche de n éléments. On a alors
l’identité : ∑

T

G(T )
(t; q)n+1

=
∑

d

tdSν/θ(1, q, q2, . . . , qd),

10



PERMUTATIONS COLORÉES

où la première sommation est sur tous les tableaux d’ordre n, de forme
ν/θ et la seconde sur tous les entiers d ≥ 0.

Multiplions l’identité (4.4) par unAaBb et sommons par rapport aux
paires (a,b) d’entiers de somme n, puis par rapport à n ≥ 0. En
remarquant que

AaBb =
∏
i,j

(AiBj)|λi,j |,

on obtient :

(4.5)
∑

n

∑
a,b

1
(s;p)a+1(t;q)b+1

∑
(λi,j)

∑
(T,U)

H(K,L;T,U)

=
∑

n

un
∑
(λi,j)

(AiBj)|λi,j |
∑
c,d

sctd

×
∏

i∈K1

S⊗jλi,j (1, pi, . . . , p
ci
i )

∏
i∈K2

S⊗jλ′
i,j

(1, pi, . . . , p
ci
i )

×
∏

j∈L1

S⊗iλi,j
(1, qj , . . . , q

dj

j )
∏

j∈L2

S⊗iλ′
i,j

(1, qj , . . . , q
dj

j ).

Le second membre de (4.5) n’est autre que la somme sur c et d du produit
du second membre de (3.14) par le monôme sctd. Par conséquent,

(4.6)
∑

n

∑
a,b

1
(s;p)a+1(t;q)b+1

∑
(λi,j)

∑
(T,U)

H(K,L;T,U)

=
∑
c,d

sctd
(−uAK1BL2 ;p,q)c+1,d+1(−uAK2BL1 ;p,q)c+1,d+1

(uAK1BL1 ;p,q)c+1,d+1(uAK2BL2 ;p,q)c+1,d+1

En comparant avec l’identité (2.3) à démontrer, il reste donc à établir :

(4.7) P (a,b;K,L; s, t,p,q) =
∑
(λi,j)

∑
(T,U)

H(K,L;T,U).

11
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5. La bijection

Soit τ = (σ,a,b) une permutation (k, l)-colorée. Pour chaque couple
(i, j) telle que 1 ≤ i ≤ k et 1 ≤ j ≤ l notons Iij l’ensemble de tous
les entiers de l’intervalle [ai−1 + 1,ai ], qui sont envoyés par σ dans
[bj−1 + 1,bj ]. Notons τij la restriction de σ à Iij , qui envoie donc
bijectivement Ii,j sur Ji,j = σ(Ii,j).

Si on reprend l’exemple 2.1, les bijections τi,j et leurs inverses τ−1
i,j sont

données par :

τ11 =
(

1 2 3 5
6 1 4 5

)
; τ12 =

(
4
10

)
; τ21 =

(
6
2

)
;

τ22 =
(

7 8 9
11 9 8

)
; τ31 =

(
10 12
3 7

)
; τ32 =

(
11
12

)
;

τ−1
11 =

(
1 4 5 6
2 3 5 1

)
; τ−1

12 =
(

10
4

)
; τ−1

21 =
(

2
6

)
;

τ−1
22 =

(
8 9 11
9 8 7

)
; τ−1

31 =
(

3 7
10 12

)
; τ−1

32 =
(

12
11

)
.

Lorsque les éléments de Ii,j (resp. Ji,j) sont écrits en ordre croissant
(comme dans les lignes du haut des précédentes matrices), les lignes du bas
forment des mots que l’on désigne par les mêmes symboles τi,j (resp. τ−1

i,j ).
On note maintenant τ1, τ2, . . . , τl (resp. τ−1

1 , τ−1
2 , . . . , τ−1

k ) le produit de
juxtaposition des mots :

τj = τ1,jτ2,j . . . τk,j ; τ−1
i = τ−1

i,1 τ−1
i,2 . . . τ−1

i,k ,

pour j = 1, . . . , l et i = 1, . . . , k.
Dans l’exemple traité ci-dessus, on a :

τ1 = 6, 1, 4,5, 2,3, 7 ; τ2 = 10, 11,9,8, 12 ;
τ−1
1 = 2, 3, 5,1,4 ; τ−1

2 = 6, 9,8,7 ; τ−1
3 = 10, 12,11 ;

où, dans chaque mot, les éléments de la ligne inverse de route ont été
reproduits en gras. On peut constater que l’on a : Ligne1 τ = Iligne τ−1

1 =
{1,4}, Ligne2 τ = Iligne τ−1

2 = {7,8}, Ligne3 τ = Iligne τ−1
3 = {11},

Iligne1 τ = Ligne1 τ−1 = Iligne τ1 = {3,5}, Iligne2 τ = Ligne2 τ−1 =
Iligne τ2 = {8,9}.

Le résultat est général et simple à vérifier. Nous nous contentons
d’énoncer cette propriété sans démonstration.

Proposition 5.1. — Pour tout i = 1, . . . , k et j = 1, . . . , l on a :

(5.1) Lignei τ = Iligne τ−1
i ; Ilignej τ = Iligne τj .

12
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer (4.7) et par là même
le THÉORÈME 2.1. Il s’agit de construire une bijection entre permutations
(k, l)-colorées et tableaux gauches de la classe T (λi,j) où (λi,j) ∈ Λ(a,b)
(cf. (4.2) et (4.3)).

Théorème 5.2. — A toute permutation (k, l)-colorée τ = (σ,a,b)
correspond de façon biunivoque :

(i) une famille (λij) (1 ≤ i ≤ k ; 1 ≤ j ≤ l) de diagrammes de Ferrers
tels que pour tout i = 1, . . . , k et j = 1, . . . , l on ait les relations :

|λi,1|+ · · ·+ |λi,l| = ai, |λ1,j |+ · · ·+ |λk,j | = bj ,

(ii) une suite (T,U) = (T1, . . . , Tl, U1, . . . , Uk) de (l + k) tableaux
gauches, d’ordre b1, . . . , bl, a1, . . . , ak et de forme |Tj | = λ1,j ⊗ · · · ⊗ λk,j,
|Ui| = λi,1 ⊗ · · · ⊗ λi,l, ayant la propriété :

(5.2) Ilignej τ − bj−1 = Iligne Tj Lignei τ − ai−1 = Iligne Ui

pour tout j = 1, . . . , l et i = 1, . . . , k.
L’ingrédient de base de cette bijection est la correspondence de

Robinson-Schensted (cf., par exemple, [Knu, p. 48–72] pour un excel-
lent exposé de la question), que l’on prolonge à l’ensemble des tableaux
gauches. Soit Bij(I, J) l’ensemble de toutes les bijections d’un ensemble
fini I sur un ensemble J . La correspondance de Robinson-Schensted ρ en-
voie bijectivement Bij(I, J) sur l’ensemble de tous les couples (P,Q) de
tableaux injectifs, de même forme λ, le contenu de P (resp. Q) étant J
(resp. I). Soient σ ∈ Bij(I, J) et ρ(σ) = (P,Q). Alors ρ a la propriété
supplémentaire suivante :

Iligne σ = Iligne P et Iligne σ−1 = Iligne Q.

Partons donc d’une permutation (k, l)-colorée τ . Associons-lui la famille
des bijections (τi,j : Ii,j → Ji,j) comme il a été décrit plus haut. La
correspondance de Robinson-Schensted envoie chacune des bijections τi,j

sur un couple (Pi,j , Qi,j) de tableaux (droits) de la même forme, dont les
contenus et les lignes inverses de route sont donnés par :

Cont Pi,j = Ji,j , ContQi,j = Ii,j ,

Iligne τi,j = Iligne Pi,j , Iligne τ−1
i,j = Iligne Qi,j .

Soit λi,j la forme commune de Pi,j et Qi,j . Les tableaux gauches T j =
P1,j⊗· · ·⊗Pk,j et U i = Qi,1⊗· · ·⊗Qi,l sont alors de forme λ1,j⊗· · ·⊗λk,j

et λi,1 ⊗ · · · ⊗ λi,l, respectivement. De plus,

ContT j =
∑

i

Ji,j = [bj−1 + 1,bj ], ContU i =
∑

j

Ii,j = [ai−1 + 1,ai]

et donc |λ1,j |+ · · ·+ |λk,j | = bj , |λi,1|+ · · ·+ |λi,l| = ai.

13
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Pour chaque i = 1, . . . , k soit Iligne(← Pi,j) (resp. Iligne(← τi,j))
l’ensemble de tous les entiers s dans [bj−1 + 1,bj − 1] tels que s soit
dans Pi,j (resp. soit une lettre de τi,j) et tels que (s + 1) apparaisse dans
Pi′,j (resp. dans τi′,j) pour un certain i′ < i. Comme dans le produit
P1,j ⊗ · · · ⊗ Pk,j le tableau Pi′,j se trouve en haut et à gauche de Pi,j si
i′ < i, on a :

∑
i Iligne(← τi,j) =

∑
i Iligne(← Pi,j). Par suite :

Iligne T j = Iligne P1,j ⊗ · · · ⊗ Pk,j =
∑

i

Iligne Pi,j +
∑

i

Iligne(← Pi,j)

=
∑

i

Iligne τi,j +
∑

i

Iligne(← τi,j)

= Iligne τ1,j · · · τk,j = Iligne τj = Ilignej τ,

d’après (5.1). De la même manière, Iligne U i = Lignei τ .
On obtient enfin la suite (T,U) = (T1, . . . , Tl, U1, . . . , Uk) en partant

de la suite (T 1, . . . , T l, U1, . . . , Uk) et en remplaçant chaque élément r du
tableau T j (resp. U i) par l’élément r−bj−1 (resp. r−ai−1). Les tableaux
qui en résultent sont alors d’ordre b1, . . . , bl, a1, . . . , ak. Les relations (5.2)
sont alors vérifiées.

Ceci achève la démonstration du théorème 5.2.

Illustrons la construction du précédent théorème à l’aide de l’exemple
considéré tout au long de cet article. Les différents éléments τij sont
envoyés sur les couples de tableaux :

τ11 7→ (P1,1, Q1,1) =

(
6
1 4 5 ,

2
1 3 5

)
; τ1,2 7→ (P1,2, Q1,2) = (10, 4) ;

τ2,1 7→ (P2,1, Q2,1) = (2, 6) ; τ2,2 7→ (P2,2, Q2,2) =

11
9
8 ,

9
8
7


;

τ3,1 7→ (P31, Q3,1) = (3 7 , 10 12) τ3,2 7→ (P3,2, Q32) = (12, 11).
D’où l’on a :

T1 =

6
1 4 5

2
3 7

; T2 =

3
4
2

1

5

;

U1 =
2
1 3 5

4

; U2 =

1
4
3

2

; U3 =
1 3

2
.
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6. Spécialisations

Dans [De-Fo1] les identités linéaires sur les fonctions de Schur avaient
été exploitées pour obtenir des identités sur les polynômes générateurs
des involutions par rapport à des statistiques d’ordre. REMMEL [Re3] a
prolongé ces résultats au cas des bipermutations (σ;a,b) pour lesquelles
σ est une involution. Suivant la méthode développée dans cet article, on
peut obtenir des identités concernant les involutions (k, l)-colorées, pour
une paire (k, l) quelconque. Nous ne le ferons pas ici. En revanche, nous
aimerions donner quelques spécialisations des formules (2.3) et (2.4).

Convenons d’écrire desai
, majai

,. . . , pour desi, maji,. . . , lorsque les
nombres de descentes et les indices majeurs sont calculés par rapport à la
partition a. Prenons d’abord K = ({1}, {2}), L = ({1}, ∅), puis faisons les
substitutions B ← 1, A2 ← z, A1 ← 1, p1 ← q1, p2 ← q1, q ← q2 dans
l’identité (2.4). Celle-ci devient :

(6.1)
∑

n

Cn(z, q1, q2)
un

(q1; q1)n(q2, q2)n
=

(−zu; q1, q2)∞,∞

(u; q1, q2)∞,∞
,

c’est-à-dire l’extension à deux bases de la formule q-binomiale avec
l’interprétation combinatoire

Cn(z; q1, q2) =
∑

a1+a2=n

za2

[
n

a1

]
q1

∑
σ∈Sn

q
maja1

σ + comaja2
σ

1 qimaj σ
2 ,

interprétation différente de celle trouvée dans [De-Fo1].
Posons maintenant :

An(s, q) =
∑

σ∈Sn

sdes σqimaj σ; Bn(s, q) =
∑

σ∈Sn

scodes σqimaj σ.

L’identité (2.3) se spécialise aisément en :

∑
n

un

(q; q)n
An(s, q) =

1− s

−s + (u(1− s); q)∞
,(6.2)

∑
n

un

(q; q)n
Bn(s, q) =

1− s

−s + (−u(1− s); q)−1
∞

,(6.3)

deux expressions bien connues pour les q-analogues des polynômes eulé-
riens (cf. [St2], [De]). A leur tour, (6.2) et (6.3) se réduisent à l’identité
classique donnant la fonction génératrice des polynômes eulériens ordi-
naires.
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Prenons maintenant K quelconque et L = ({1}, ∅). De plus, si
∑

i ai =
n, posons :

Pa(s, q) =
∑

σ∈Sn

( ∏
i∈K1

s
desai

σ

i

)( ∏
i∈K2

s
codesai

σ

i

)
qimaj σ.

On déduit aisément de (2.3), (6.2) et (6.3) la relation :

(6.4) Pa(s, q) =
[
a1 + · · ·+ ak

a1, . . . , ak

]
q

∏
i∈K1

Aai
(si, q)

∏
i∈K2

Bai
(si, q).

Cette dernière relation peut s’établir directement si l’on se souvient (cf.
[Fo-Sch2]) que sur le groupe Sn, les paires de statistiques (des, inv),
(des, imaj) et (ides,maj) (où l’on a noté “inv σ” le nombre d’inversions
de σ) sont identiques. Il suffit, en effet, d’établir (6.4) pour les statistiques :
(desai

)i∈K1 , (codesai
)i∈K2 , inv.
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