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Résumé: Le calcul basique classique sur les distributions des
statistiques des permutations est prolongé au cas des permuta-
tions signées. Ce calcul permet ainsi de donner une interprétation
combinatoire aux fonctions basiques de Bessel et à leurs analogues
finis.
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1. Introduction

Dans notre premier article sur le calcul basique des permutations
signées [FoHa96], nous avons fait une étude combinatoire du dévelop-
pement en série en bases Q et q de la fraction

(1.1)
(1− t)J((1− t)X;Q,q)

−t+ J((1− t)X;Q,q)J((1− t)Y ;Q,q)

=
∑
n≥0

1
(Q;Q)n(q;q)n

Wn(X,Y, t,Q,q).

Dans cette formule, nous utilisons les notations usuelles [An76, GaRa90]
sur les q-factorielles montantes

(a; q)n =
{

1, si n = 0 ;
(1− a)(1− aq) . . . (1− aqn−1), si n ≥ 1 ;

(a; q)∞ = limn(a; q)n =
∏
n≥0

(1− aqn) ;

puis, étant donnés deux entiers positifs L et l et étant données les suites
de variables Q = (Q1, Q2, . . . , QL), q = (q1, q2, . . . , ql), nous posons

Q(n
2) = Q

(n
2)

1 . . . Q
(n
2)

L ,

(Q;Q)n = (Q1;Q1)n . . . (QL;QL)n,

(q;q)n = (q1, q1)n . . . (ql; ql)n.

La fonction de Bessel basique est alors définie par

(1.2) J(u;Q,q) =
∑
n≥0

(−1)n Q(n
2)

(Q,Q)n

1
(q;q)n

un.

Le but principal de notre premier article était de montrer que le coefficient
Wn(X,Y, t,Q,q) était le polynôme générateur d’objets combinatoires, à
savoir les multipermutations signées (Σ, σ, ε) par une suite de statistiques
notée

(1.3) (ddes, inv, coinv)

adaptée aux permutations signées, prolongeant, de façon naturelle, les
résultats classiques sur les permutations ordinaires. Nous avons regroupé,
dans le paragraphe 5, les définitions de ces statistiques.

Le but de ce second article est d’abord de faire une étude combina-
toire systématique de ce que nous appelons les analogues finis des fonctions
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de Bessel basiques JK
k (u;Q,q). Leur définition est donnée dans le para-

graphe 2; il faut noter qu’en plus des suites de bases Q et q, ces fonctions
dépendent de deux suites de paramètres K et k. Celles-ci ont déjà été in-
troduites dans l’article de Fedou et Rawlings [FeRa94] Pour ne pas alourdir
les notations dans cette introduction, nous supposons d’abord que Q, q,
P, p sont de simples bases Q, q, P , p, d’autre part, que les paramètres
venant en exposant et en indice dans ces fonctions de Bessel sont des en-
tiers positifs: K, k, M , m. Le second but du présent article est d’étudier
l’extension du développement (1.1) sous la forme:

(1.4)
∑

K,M,k,m

RKSMrksm (1− t)JK
k ((1− t)X;P, p)

−t+ JK
k ((1− t)X;P, p)JM

m ((1− t)Y ;Q, q)

=
∑

α≥0, β≥0

1
(R;P )α+1

1
(S;Q)β+1

1
(r; p)α+1

1
(s; q)β+1

XαY βWα,β .

Nous montrerons (Théorème 8.1) que le coefficient Wα,β est le polynôme
générateur des multipermutations signées d’ordre (α, β) (α+β = n), dites
compatibles, par une suite de statistiques

(1.5) (ddes, idesx, idesy, imajx, imajy, icodesx, icodesy, icomajx, icomajy).

Le troisième but de l’article sera de montrer que l’identité (1.4) se
spécialise en (1.1) en donnant une nouvelle interprétation combinatoire
au polynôme Wn(X,Y, t,Q,q), qui apparâıtra alors comme la fonction
génératrice des multipermutations signées par une autre suite de statis-
tiques que la suite (1.3), à savoir

(1.6) (ddes, imaj, icomaj),

où “imaj” et “icomaj” sont des statistiques sur les permutations signées,
se réduisant aux statistiques du même nom connues pour les permutations
ordinaires.

Pour retrouver le résultat de notre article précédent et donc montrer
que le polynôme Wn(X,Y, t,Q,q) est la fonction génératrice de ces mul-
tipermutations signées par la suite (1.3) au lieu de la suite (1.6), nous
construirons une bijection de l’ensemble des multipermutations signées
d’ordre n sur lui-même, qui enverra le vecteur (1.3) sur le vecteur (1.6).

L’organisation de l’article est la suivante. Le prochain paragraphe
est consacré à l’étude des fonctions de Bessel. On y introduit notamment
les analogues finis ek

q (u) et EK
Q (u) des fonctions q-exponentielles et Q-

exponentielles. En prenant le produit d’Hadamard de telles fonctions, on
peut définir les analogues finis des fonctions de Bessel à plusieurs bases,
en toute généralité.

Dans les paragraphes 3 et 4, nous montrons que la fraction apparais-
sant dans le membre de gauche de (1.4) est l’image homomorphe de la
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fonction génératrice de tous les multi-mots signés par une certaine statis-
tique appelée “rise.” Le paragraphe 5 est consacré à la description de toutes
les statistiques utilisées. Nous donnons ensuite dans les paragraphes 6 et 7,
les correspondances entre mots signés et permutations signées, permettant
dans le paragraphe 8 de calculer la fonction génératrice des multipermu-
tations signées par la statistique (1.5) dont les composantes auront été
précisées. Nous terminons l’article par un paragraphe 9, qui fait apparâıtre
des spécialisations utiles et par un paragraphe 10 qui donne une nouvelle
démonstration du résultat principal de notre premier article.

Pour la commodité du lecteur, nous avons construit une table de
plusieurs spécialisations du Théorème 8.1, qui nous semblent les plus
intéressantes. Cette table est accessible sur le réseau WWW [FoHa96a].
On y retrouve, notamment, les résultats antérieurs dûs à Carlitz, Stanley,
Fedou et Rawlings. . .

2. Les fonctions de Bessel à plusieurs bases

D’abord rappelons (voir, e.g., [An76, GaRa90]) le célèbre théorème
q-binomial ∑

n≥0

(a; q)n
un

(q; q)n
=

(au; q)∞
(u; q)∞

;

ainsi que les développements des deux q-exponentielles

e(u) = eq(u) =
∑
n≥0

un

(q; q)n
=

1
(u; q)∞

;

E(u) = EQ(u) =
∑
n≥0

Q(n
2)un

(Q;Q)n
= (−u;Q)∞ ;

enfin, la notation pour le coefficient q-binomial[
n

k

]
q

=
(q; q)n

(q; q)k (q; q)n−k
.

Les q-factorielles montantes et les coefficients q-binomiaux s’interprè-
tent en termes de comptage de mot croissants. Les formules suivantes sont
classiques et sont des conséquences faciles du théorème q-binomial. Les
symboles b et B ci-dessous représentent des suites croissantes b1 ≤ b2 ≤
· · · ≤ bn et strictement croissantes B1 < B2 < · · · < Bn d’entiers positifs,
respectivement. On pose ‖b‖ = b1+b2+· · ·+bn et ‖B‖ = B1+B2+· · ·+Bn.
Dans la mesure du possible, les lettres minuscules se rapportent aux suites
croissantes (au sens large), les lettres majuscules aux suites strictement
croissantes. Les formules suivantes[

n+ k

n

]
q

=
∑

0≤b1≤···≤bn<k+1

q‖b‖,(2.1)
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Q(n
2)

[
K + 1
n

]
Q

=
∑

0≤B1<···<Bn<K+1

Q‖B‖,(2.2)

sont vraies pour tout entier k ≥ 0 et tout entier K ≥ 0. Comme on a
1

(q; q)n
=

∑
0≤b1≤···≤bn

q‖b‖,(2.3)

Q(n
2)

(Q;Q)n
=

∑
0≤B1<···<Bn

Q‖B‖,(2.4)

on posera [
n+∞
n

]
q

=
1

(q; q)n
,(2.5)

Q(n
2)

[
∞+ 1
n

]
Q

=
Q(n

2)

(Q;Q)n
,(2.6)

de sorte que (2.1) et (2.2) sont vraies pour k et K finis ou non.
Notons ek

q (u) et EK
Q (u) les fonctions génératrices ordinaires de (2.1)

et (2.2), soit

ek
q (u) =

∑
n≥0

[
n+ k

n

]
q

un, encore égal à
1

(u; q)k+1
,(2.7)

EK
Q (u) =

∑
n≥0

Q(n
2)

[
K + 1
n

]
Q

un.(2.8)

On retrouve, en particulier, les deux q-exponentielles

eq(u) = e∞q (u) =
∑
n≥0

1
(q; q)n

un,

EQ(u) = E∞
Q (u) =

∑
n≥0

Q(n
2)

(Q;Q)n
un.

Notons tout de suite, qu’à cause de (2.1) et (2.2), les fonctions ek
q (u) et

EK
Q (u) s’expriment comme des fonctions génératrices de suites croissantes

et de suites croissantes au sens strict.
Pour définir les fonctions de Bessel à plusieurs bases et en toute

généralité, convenons des notations suivantes: L, l sont des entiers positifs;
les Qi, qi, Pi, pi des bases quelconques (des variables); Ki, ki, Mi, mi des
entiers positifs. L’indice i varie de 1 à L (resp. de 1 à l) lorsqu’il se réfère à
des lettres majuscules (resp. minuscules). On utilisera aussi les notations
vectorielles

Q = (Q1, Q2, . . . , QL),
P = (P1, P2, . . . , PL),
K = (K1,K2, . . . ,KL),
M = (M1,M2, . . . ,ML),

q = (q1, q2, . . . , ql),
p = (p1, p2, . . . , pl),
k = (k1, k2, . . . , kl),
m = (m1,m2, . . . ,ml),
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écrivant seulement Q, q, P , p, K, k, M et m, lorsque L = l = 1.
Utilisant la notation “H” pour le produit d’Hadamard de deux séries,

à savoir (∑
n≥0

αnu
n
)

H

(∑
n≥0

βnu
n
)

=
∑
n≥0

(αnβn)un,

on définit la fonction de Bessel à plusieurs bases par

(2.9) JK
k (u;Q,q) =

(∑
n≥0

(−u)n
)

HEK1
Q1

(u) HEK2
Q2

(u) H · · ·

H ek1
q1

(u) H ek2
q2

(u) H · · ·

On peut imaginer d’autres récritures pour cette fonction de Bessel,
si, en plus des notations vectorielles apparaissant dans l’introduction, on
utilise aussi les notations suivantes:[

n+ k
n

]
q

=
[
n+ k1

n

]
q1

[
n+ k2

n

]
q2

· · ·[
K + 1
n

]
Q

=
[
K1 + 1
n

]
Q1

[
K2 + 1
n

]
Q2

· · ·

On a, en effet,

JK
k (u;Q,q) =

∑
n≥0

(−1)nQ(n
2)

[
K + 1
n

]
Q

[
n+ k
n

]
q

un.(2.10)

La fonction de Bessel dont tous les paramètres sont infinis vaut

J(u;Q,q) = J∞∞(u;Q,q) =
∑
n≥0

(−1)n Q(n
2)

(Q,Q)n

1
(q;q)n

un,

et, si L = l = 1,

J(u;Q, q) = J∞∞(u;Q, q) =
∑
n≥0

(−1)n Q(n
2)

(Q,Q)n

1
(q; q)n

un.

Cette fonction de Bessel à plusieurs bases ayant été définie, en (2.9)
ou en (2.10), nous nous proposons de développer en série la fraction ap-
paraissant dans le membre de gauche de (1.4), récrite avec les paramètres
K, k, M, m, p, q, à savoir

(2.11) F = F
(
K,M
k,m

)
=

(1− t)JK
k ((1− t)X;P,p)

−t+ JK
k ((1− t)X;P,p)JM

m ((1− t)Y ;Q,q)

et de la faire apparâıtre comme fonction génératrice, d’abord sur des mul-
timots signés, ensuite sur des multipermutations signées. Il faut remar-
quer que la fraction rationnelle ci-dessus fait intervenir deux fonctions de
Bessel, à savoir JK

k (u;P,p) et JM
m (u;Q,q). Notons encore plusieurs cas

particuliers.
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Si L = l = 1, alors

F = F
(
K,M
k,m

)
=

(1− t)JK
k ((1− t)X;P, p)

−t+ JK
k ((1− t)X;P, p)JM

m ((1− t)Y ;Q, q)
;

si, de plus, K, k, M et m sont infinis,

F = F
(∞,∞
∞,∞

)
=

(1− t)J((1− t)X;P, p)
−t+ J((1− t)X;P, p)J((1− t)Y ;Q, q)

.

3. Une image homomorphe de multimots signés

Reprenons les notations du paragraphe précédent pour L, l, Q, P,
K, M, q, p, k, m. En particulier, les entiers positifs L et l sont fixés une
fois pour toutes et supposés non tous les deux nuls. Un multimot est défini
comme une suite w = (B1, . . . , BL, b1, . . . , bl), où les Bi (1 ≤ i ≤ L) et les
bi (1 ≤ i ≤ l) sont des mots de même longueur. Cette longueur commune
est la longueur `(w) du multimot. Un multimot signé est un couple (w, ε),
où w est un multimot et où ε est un mot-xy, c’est-à-dire un mot en les
lettres x et y, tous deux de même longueur. Tout multimot signé (w, ε)
peut être visualisé comme une matrice (L+ l + 1)× n (`(w) = n)

(w, ε) = w(1) . . . w(i) . . . w(n)

B1 B1(1) . . . B1(i) . . . B1(n)
...

...
...

...
BL BL(1) . . . BL(i) . . . BL(n)
b1 b1(1) . . . b1(i) . . . b1(n)
...

...
...

...
bl bl(1) . . . bl(i) . . . bl(n)
ε ε(1) . . . ε(i) . . . ε(n)

Fig. 1

où les mots B1, . . . , BL, b1, . . . , bl, ε forment les (L+ l+ 1) lignes de la
matrice. Si on note w(1), w(2), . . . , w(n) les colonnes de cette matrice, le
mot signé (w, ε) peut encore être vu comme le mot w(1)w(2) . . . w(n), où
chaque lettre est un vecteur-colonne à (L+ l + 1) composantes.

On note MMS l’ensemble de tous les multimots signés. Maintenant, si
K, M, k, m sont quatre suites fixées d’entiers (cf. § 2), on note MMS

(
K,M
k,m

)
le sous-ensemble des multimots signés (w, ε) = (B1, . . . , BL, b1, . . . , bl, ε)
dont les coefficients entiers sont ainsi majorés:

(3.1) lorsque ε(i) = x, alors B1(i) ≤ K1, . . . , BL(i) ≤ KL;
b1(i) ≤ k1, . . . , bl(i) ≤ kl;

(3.2) lorsque ε(i) = y, alors B1(i) ≤M1, . . . , BL(i) ≤ML;
b1(i) ≤ m1, . . . , bl(i) ≤ ml.
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Lorsque ε ne contient que des lettres égales à x (resp. à y), on dit que
le multimot signé (w, ε) = (B1, . . . , BL, b1, . . . , bl, ε) est croissant, si les
mots B1, . . . , BL sont strictement croissants et les mots b1, . . . , bl sont
croissants au sens large. On note MMSCx∗ (resp. MMSCy∗) l’ensemble des
multimots signés croissants (w, ε) tels que ε ne contient que des lettres
égales à x (resp. à y). Enfin, MMSCx∗y∗ désigne l’ensemble des produits de
juxtaposition (w, ε)(w′, ε′), où (w, ε) ∈ MMSCx∗ et (w′, ε′) ∈ MMSCy∗ .

De même, la suite (K,M,k,m) étant donnée, on désigne par
MMSCx∗

(
K
k

)
(resp. MMSCy∗

(
M
m

)
) le sous-ensemble de MMSCx∗ (resp. de

MMSCy∗) des multimots signés (w, ε) satisfaisant (3.1) (resp. satisfaisant
(3.2)). Enfin, on pose MMSCx∗y∗

(
K,M
k,m

)
= MMSCx∗y∗ ∩MMS

(
K,M
k,m

)
.

Soient b = b(1)b(2) . . . b(n) un mot dont les lettres b(i) sont des entiers
positifs et ε = ε(1)ε(2) . . . ε(n) un mot-xy de même longueur n. On note
bε|x (resp. bε|y) le sous-mot de b restreint aux seules lettres b(i) dont la
lettre correspondante ε(i) est égale à x (resp. à y). Deux bases p et q étant
données, on pose

(3.3) ϕ(b, ε; p, q) = p‖bε|x‖ q‖bε|y‖.

Maintenant la suite de bases (Q,P,q,p) étant donnée (cf. § 2) et utilisant
toujours les notations ci-dessus, on peut associer à tout multimot signé
(w, ε) le monôme défini par

(3.4) Φ(w, ε) = Φ(w, ε,P,Q,p,q) = ϕ(B1, ε;P1, Q1) . . . ϕ(BL, ε;PL, QL)
×ϕ(b1, ε; p1, q1) . . . ϕ(bl, ε; pl, ql)X`(ε|x)Y `(ε|y).

D’après (2.1), (2.2) et (2.10), on voit alors que la fonction de Bessel
JK
k (X;P,p) s’exprime comme une image homomorphe de multimots

signés, à savoir:

JK
k (X;P,p) =

∑
(w,ε)

(−1)`(w)Φ(w, ε) ((w, ε) ∈ MMSCx∗
(
K
k

)
).

La prochaine étape est de faire entrer cette expression dans la fraction
rationnelle F de (2.11). D’abord,

JK
k ((1− t)X;P,p) =

∑
(w,ε)

(t− 1)`(w)Φ(w, ε) ((w, ε) ∈ MMSCx∗
(
K
k

)
);

JM
m ((1− t)Y ;Q,q) =

∑
(w,ε)

(t− 1)`(w)Φ(w, ε) ((w, ε) ∈ MMSCy∗
(
M
m

)
).

Pour simplifier les notations notons ces deux fonctions de Bessel, respec-
tivement, J(X) et J(Y ). Leur produit est égal à

J(X)J(Y ) =
∑
(w,ε)

(t− 1)`(w)Φ(w, ε) ((w, ε) ∈ MMSCx∗y∗
(
K,M
k,m

)
).

8



De là, notant “e” le multimot signé de longueur 0,

1− t

−t+ J(X)J(Y )
=

1− t

−t+
∑

(w,ε)

(t− 1)`(w) Φ(w, ε)

=
(
1−

∑
(w,ε) 6=e

(t− 1)`(w)−1 Φ(w, ε)
)−1

.

Ainsi F
(
K,M
k,m

)
= Φ(G

(
K,M
k,m

)
), où

(3.5) G
(
K,M
k,m

)
=

(
1−

∑
(w,ε)

(t−1)`(w)−1 (w, ε)
)−1( ∑

(w′,ε′)

(t−1)`(w′)(w′, ε′)
)
,

et
(w, ε) ∈ MMSCx∗y∗

(
K,M
k,m

)
\ {e} et (w′, ε′) ∈ MMSCx∗

(
K
k

)
.

4. Un calcul à la Fedou-Rawlings

Cette étape consiste à exprimer G comme une fonction génératrice de
tous les multimots signés par la statistique suivante appelée “rise.” Soient
B = B(1) . . . B(n), b = b(1) . . . b(n), deux mots, ε = ε(1) . . . ε(n) un mot-
xy et i un entier compris entre 1 et n (bornes incluses). On dit que i est
une ε-montée stricte de B, si l’une des conditions est satisfaite:

(i) i = n et ε(n) = x;
(ii) 1 ≤ i ≤ n− 1, ε(i) = x, ε(i+ 1) = y;
(iii) 1 ≤ i ≤ n− 1, ε(i) = ε(i+ 1) et B(i) < B(i+ 1);

Si (i) ou (ii) est satisfaite, ou si la condition (iii′), à savoir 1 ≤ i ≤ n−1,
ε(i) = ε(i+1) et b(i) ≤ b(i+1), est réalisée, on dit que i est une ε-montée
de b.

Remarque. Il est important de noter que les ε-montées strictes (resp.
les ε-montées) sont de deux natures: il y a celles qui ne dépendent que
du mot-xy (conditions (i) et (ii) et dans ce cas on reprend les mêmes
conventions que pour les descentes des permutations signées données dans
la Définition 1) et celles qui prennent en charge les montées strictes (resp.
les montées) classiques B(i) < B(i+ 1) (resp. b(i) ≤ b(i+ 1)), pourvu que
l’on ait ε(i) = ε(i+ 1).

Si (w, ε) un multimot signé tel que w = (B1, . . . , BL, b1, . . . , bl), la
statistique rise(w, ε) est définie comme le nombre d’indices i tels que i est
une ε-montée stricte commune à B1, . . . , BL et une ε-montée commune
à b1, . . . , bl. Autrement dit, rise(w, ε) est égal au nombre d’indices i tels
que l’une des trois conditions est réalisée: (i), (ii) (comme ci-dessus) ou

(iii′′) 1 ≤ i ≤ n − 1, ε(i) = ε(i + 1) et Bj(i) < Bj(i + 1) pour tout
j = 1, . . . , L et bj(i) ≤ bj(i+ 1) pour tout j = 1, . . . , l.
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Proposition 4.1. On a l’identité

(4.1) G =
∑
(w,ε)

trise(w,ε) (w, ε)

et par conséquent [cf. (2.11)]

(4.2) F
(
K,M
k,m

)
=

∑
(w,ε)

trise(w,ε) Φ(w, ε),

où (w, ε) varie dans l’ensemble des multimots signés MMS
(
K,M
k,m

)
et où Φ

est l’homomorphisme défini en (3.4).

Pour établir (4.1), nous reprenons ici une formule d’inversion clas-
sique, imaginée par plusieurs auteurs dans des contextes plus ou moins
différents (voir Goulden et Jackson [GoJa83, p. 131], Stanley [St86, p. 266],
Viennot [Vi86], Hutchinson et Wilf [HuWi75], [Fo79]), bien explicitée par
Fedou et Rawlings [FeRa94, FeRa95] et que ces derniers auteurs ont ex-
primé ainsi. Formons l’algèbre large du monöıde libre X∗ engendré par
un certain ensemble X sur un anneau de polynômes Ω. Donnons-nous une
application a : X2 → Ω, qu’on prolonge en une application a : X∗ → Ω
en posant pour w = x1x2 . . . xn ∈ X∗:

a(w) =
{
a(x1, x2) . . . a(xn−1, xn), si n ≥ 2;
1, si n = 0 ou 1;

et définissons ensuite:

a(w) =
{

(a(x1, x2)− 1) . . . (a(xn−1, xn)− 1), si n ≥ 2;
1, si n = 0 ou 1.

Soient encore U et V deux sous-ensembles non-vides de l’alphabet X.
Les expressions U+ et U∗V désignent les ensembles des mots non vides
w = x1x2 . . . xn dont, respectivement, toutes les lettres sont dans U , la
dernière lettre xn est dans V .

La formule d’inversion, dont la démonstration est tout à fait banale
(il suffit de multiplier à gauche chaque membre par (1−

∑
w∈U+

a(w)w) et

de vérifier que les coefficients de chaque mot w sont les mêmes dans les
deux membres), est la suivante:

(4.3)
∑

w∈U∗V

a(w)w =
(
1−

∑
w∈U+

a(w)w
)−1

×
∑

w∈U∗V

a(w)w.

Pour utiliser ici cette formule, il faut considérer tout multimot signé
comme un mot w(1)w(2) . . . w(n) dont les lettres sont des vecteurs de (L+
l + 1) composantes (cf. Fig. 1). Notons YY l’alphabet dont les lettres sont
des vecteurs dont les (L+ l) premières composantes sont des entiers et la
(L+ l) plus unième composante est égale à x ou y
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Dans la formule (4.3) prenons les ingrédients suivants: d’abord X =
YY∪{∞}, où “∞” est un vecteur de longueur (L+l+1) dont toutes les com-
posantes sont égales à ∞, de sorte que les multimots signés sont les mots
du monöıde libre YY∗. Soient w(i) = (B1(i), . . . , BL(i), b1(i), . . . , bl(i), ε(i))
et w(i+1) = (B1(i+ 1), . . . , BL(i+ 1), b1(i+ 1), . . . , bl(i+ 1), ε(i+ 1)) deux
lettres de X. Suivant notre convention, ou bien toutes les composantes de
w(i) (resp. w(i+1)) sont égales à ∞, ou bien ε(i) (resp. ε(i + 1)) est égal
à x ou y.

Pour “a” prenons l’application:

a(w(i), w(i+1)) =



t, si ε(i) = x et ε(i+ 1) = ∞,
t, si ε(i) = x et ε(i+ 1) = y,
t, si ε(i) = ε(i+ 1) et Bj(i) < Bj(i+ 1)

pour tout j = 1, . . . , L et
bj(i) ≤ bj(i+ 1) pour tout j = 1, . . . , l,

1, sinon.

Pour V prenons le singleton {∞} et pour U l’ensemble YY. La formule
(4.3) se récrit, après simplification à droite par ∞,

(4.4)
∑

(w,ε)∈MMS

a((w, ε)∞) (w, ε)

=
(
1−

∑
(w,ε)∈MMS\{e}

a((w, ε)) (w, ε)
)−1

×
∑

(w,ε)∈MMS

a((w, ε)∞) (w, ε).

Soit w = w(1)w(2) . . . w(n) un multimot signé, de longueur n, écrit
en les lettres de l’alphabet YY. Posons w(n+1) = ∞. On voit alors que la
statistique rise(w, ε) définie au début de cette section s’exprime encore
comme:

(4.5) rise(w, ε) =
∑

1≤i≤n

χ
(
a(w(i) w(i+1)) = t

)
.

Pour tout multimot signé (w, ε), on a alors:

a((w, ε)∞) = trise(w,ε),

a(w, ε) =

 (t− 1)`(w)−1, si (w, ε) ∈ MMSCx∗y∗ et `(w) ≥ 2;
1, si `(w) = 0 ou 1;
0, sinon;

a((w, ε)∞) =

 (t− 1)`(w), si (w, ε) ∈ MMSCx∗ et `(w) ≥ 1;
1, si `(w) = 0;
0, sinon.
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L’identité (4.4) prend alors la forme:

(4.6)
∑

(w,ε)∈MMS

trise(w,ε) (w, ε)

=
(
1−

∑
(w,ε)∈MMSCx∗y∗\{e}

(t−1)`(w)−1 (w, ε)
)−1

×
∑

(w,ε)∈MMSCx∗

(t−1)`(w) (w, ε).

L’identité (4.6) reste encore valable, si l’on remplace MMS par MMS
(
K,M
k,m

)
,

MMSCx∗y∗ par MMSCx∗y∗
(
K,M
k,m

)
et MMSCx∗ par MMSCx∗

(
K
k

)
. On retrouve

l’expression de G donnée en (3.5). La Proposition 4.1 est donc démontrée.
Sans ériger le principe en méthode, on peut dire que toute expression

analytique comme celle de F (cf. (2.11)) est susceptible de recevoir une
interprétation combinatoire en termes de mots (voir [Ehr93]), ici de mul-
timots signés. Cette interprétation est plus ou moins difficile à obtenir,
mais ne fait intervenir que des objets rudimentaires dont la géométrie
reste pauvre. Pour obtenir des résultats sur des objets combinatoires dont
la géométrie est riche, comme des permutations, ici des multipermutations
signées, il faut recourir à une nouvelle construction envoyant les multimots
sur les multipermutations. La construction décrite ici est empruntée au
“MacMahon Verfahren” [Mac13, Fo95]. Elle fait l’objet des paragraphes
suivants.

5. Multipermutations signées

On définit une permutation signée d’ordre n comme un couple (σ, ε),
où σ est une permutation σ = σ(1)σ(2) . . . σ(n) du mot 12 . . . n et ε =
ε(1)ε(2) . . . ε(n) est un mot de longueur n en l’alphabet à deux lettres
{x, y}. On dit que ε est un mot-xy; on note `(ε|x) (resp. `(ε|y)) le nombre
de lettres égales à x (resp. égales à y) dans ε. On note également σε|x
(resp. σε|y) le sous-mot de σ formé par toutes les lettres σ(i) telles que
ε(i) = x (resp. ε(i) = y).

On appelle multipermutation signée, d’ordre n, un triplet (Σ, σ, ε), où
Σ = (Σ1, . . . ,ΣL) ∈ SL

n , σ = (σ1, . . . , σl) ∈ Sl
n sont deux suites de L et l

permutations d’ordre n et où ε est un mot-xy de longueur n.
Remarquons que chaque paire (Σi, ε) (i = 1, . . . , L) (resp. (σi, ε) (i =

1, . . . , l) est une permutation signée d’ordre n.
La notion de descente dans une multipermutation signée, introduite

ci-après, prolonge la notion de descente commune introduite par Carlitz
[Ca76] pour les couples de permutations ordinaires.

Définition. On dit que l’entier i est une descente de la multipermuta-
tion signée (Σ, σ, ε), si l’une des quatre conditions suivantes est remplie:

(i) i = n et ε(n) = x;
(ii) 1 ≤ i ≤ n− 1, ε(i) = x, ε(i+ 1) = y;
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(iii) 1 ≤ i ≤ n − 1, ε(i) = ε(i + 1) et Σ1(i) > Σ1(i + 1), . . . , ΣL(i) >
ΣL(i+ 1), ainsi que σ1(i) > σ1(i+ 1), . . . , σl(i) > σl(i+ 1);

On note ddes(Σ, σ, ε) le nombre de descentes de (Σ, σ, ε).

Les statistiques intervenant dans (1.5) autres que “ddes” sont des
statistiques sur les permutations signées (Σi, ε) (i = 1, . . . , L) et (σi, ε)
(i = 1, . . . , l). Nous donnons leurs définitions ci-après.

Le nombre de descentes “desw,” l’indice majeur “majw” et le nombre
d’inversions “invw” d’un mot w = x1x2 . . . xm, dont les lettres apparti-
ennent à un ensemble totalement ordonné, sont traditionnellement définis
par:

desw =
∑

1≤i≤m−1

χ(xi > xi+1) ;

majw =
∑

1≤i≤m−1

i χ(xi > xi+1) ;

invw =
∑

1≤i<j≤m

χ(xi > xj).

Nous introduisons, en plus, le nombre de montées ou de co-descentes
“codes,” l’indice co-majeur “comajw” et le nombre de co-inversions
“coinvw” définis par :

codesw =
∑

1≤i≤m−1

χ(xi < xi+1) ;

comajw =
∑

1≤i≤m−1

i χ(xi < xi+1) ;

coinvw =
∑

1≤i<j≤m

χ(xi < xj).

Considérons maintenant une permutation signée (σ, ε) d’ordre n. Rangeons
par ordre croissant les lettres du mot σε|x: j1 < j2 < · · · < jk. Si main-
tenant σ−1 désignons la permutation inverse de σ, notons σ−1

ε|x le mot
σ−1(j1)σ−1(j2) . . . σ−1(jk). On définirait de même σ−1

ε|y .
Par exemple, avec la permutation signée (σ, ε) telle que

σ =
ε =

1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 7 2 4 3 1 5 8 9
xx y y y y x xx

 ,

on obtient

σε|x =

(
1 2 7 8 9
6 7 5 8 9

)
,
σε|y =

(
3 4 5 6
2 4 3 1

)
,
σ−1

ε|x =

(
5 6 7 8 9
7 1 2 8 9

)
,
σ−1

ε|y =

(
1 2 3 4
6 3 5 4

)
.
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Les quatre mots σε|x, σε|y, σ−1
ε|x, σ−1

ε|y ont des nombres de descentes et
des nombres de co-descentes, des indices majeurs et co-majeurs, ainsi que
des nombres d’inversions et de co-inversions, bien définis. Par ailleurs, on
peut introduire le nombre d’inversions “inv(σε|y, σε|x)” entre les mots σε|y
et σε|x, en posant

inv(σε|y, σε|x) = #{(i, j) : ε(i) = y, ε(j) = x, σ(i) > σ(j)}.

Ces statistiques sur des sous-mots permettent de définir les statistiques
suivantes sur les permutations signées (σ, ε):

idesσε|x = desσ−1
ε|x ;

idesσε|y = desσ−1
ε|y ;

imajσε|x = majσ−1
ε|x ;

imajσε|y = majσ−1
ε|y ;

icodesσε|x = codesσ−1
ε|x ;

icodesσε|y = codesσ−1
ε|y ;

icomajσε|x = comajσ−1
ε|x ;

icomajσε|y = comajσ−1
ε|y ;

On introduit de plus

imaj(σ, ε) = imajσε|x + imajσε|y + inv(σε|y, σε|x) ;

icomaj(σ, ε) = icomajσε|x + icomajσε|y + inv(σε|y, σε|x) ;

inv(σ, ε) = inv σε|x + inv σε|y + inv(σε|y, σε|x) ;

coinv(σ, ε) = coinv σε|x + coinv σε|y + inv(σε|y, σε|x).

Définition. Supposons que ε a α lettres égales à x et β lettres égales
à y (α + β = n). On dit que la permutation σ est compatible avec ε (ou
encore que la permutation signée (σ, ε) est compatible), si

inv(σε|y, σε|x) = 0,

ou, de façon équivalente, si le sous-mot σε|y est un réarrangement du mot
12 . . . β (et donc σε|x est un réarrangement de (β + 1)(β + 2) . . . n).

Cette notion sera fondamentale dans les sections suivantes. On note
PC(ε) l’ensemble des permutations compatibles avec ε. La permutation
signée traitée dans l’exemple ci-dessus est compatible. En particulier,
inv(2431, 67589) = 0. On a, de plus,

imaj(σ, ε) = maj 71289 + maj 6354 + inv(2431, 67589) = 5;
icomaj(σ, ε) = comaj 71289 + comaj 6354 + inv(2431, 67589) = 11;

inv(σ, ε) = inv 67589 + inv 2431 + inv(2431, 67589) = 6;
coinv(σ, ε) = coinv 67589 + coinv 2431 + inv(2431, 67589) = 10.

On dit que la multipermutation signée (Σ, σ, ε) est compatible, si toutes
les pemutations signées (Σi, ε) et (σi, ε) sont elles-mêmes compatibles.
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6. Une première bijection.

Notre prochain but est de montrer que la fonction génératrice∑
(K,M
k,m )

RKSMrksm F
(
K,M
k,m

)
,

où les F
(
K,M
k,m

)
sont eux-mêmes des fonctions génératrices de multimots

signés (cf. (4.2)), peut s’exprimer comme fonction génératrice de multi-
permutations signées. Ce résultat repose sur un codage des mots signés
par des permutations signées, codage que nous décrivons dans ce para-
graphe et le suivant.

Si ε est un mot-xy fixé, notons Mot(ε; k,m) l’ensemble de tous les
mots b, de même longueur que ε, tels que les lettres de bε|x (resp. de bε|y)
sont des entiers positifs au plus égaux à k (resp. à m). Enfin, désignons
par MDα(k′) l’ensemble des mots croissants λ, de longueur α, dont toutes
les lettres sont au plus égales à k′. Autrement dit, λ ∈ MDα(k′) ssi λ =
λ(1)λ(2) . . . λ(α) et 0 ≤ λ(1) ≤ · · · ≤ λ(α) ≤ k′.

Il résulte de (2.7) que l’on a

(6.1)
∑
k′≥0

rk′ ∑
λ∈MDα(k′)

p‖λ‖ = eα
p (r) =

1
(r; p)α+1

.

Proposition 6.1. Le mot ε étant donné, ainsi que les entiers posi-
tifs k et m, il existe une bijection qui envoie tout mot b ∈ Mot(ε; k,m) sur
un quintuplet (k′,m′, σ, λ, θ) satisfaisant les relations:

(i) σ ∈ PC(ε); k = k′ + icodesσε|x; m = m′ + icodesσε|y;
(ii) λ ∈ MDα(k′), θ ∈ MDβ(m′), où α = `(ε|x) et β = `(ε|β);
(iii) ‖bε|x‖ = icomajσε|x + ‖λ‖; ‖bε|y‖ = icomajσε|y + ‖θ‖.
(iv) i est une ε-montée de b ssi i est une ε-descente de σ.

La bijection repose sur une méthode de réarrangement mise au point
par MacMahon (voir [An76, chap. 3]), souvent appelée MacMahon Ver-
fahren, qu’il faut chaque fois adapter au problème sous-jacent (voir [Fo95],
[ClFo95], [FoZe95], [FoKr95]). Une extension de cette méthode, plus ap-
propriée pour l’étude des ensembles partiellement ordonnés (“posets”),
a été mise au point par Stanley et ses élèves (voir [St72], [Re93]) dans
l’algèbre des P -ω-partitions.

Nous décrivons la construction de cette bijection à l’aide d’un exem-
ple. Dans celui-ci, on prend d’abord:

n = 9; k = 9; m = 8; ε = xx y y y y x xx,

de sorte que α = 5 et β = 4. Soit, de plus, b = 95 4 0 0 6 9 1 0 ∈ Mot(ε; 9, 8).
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Première étape. Noter en gras (resp. en maigre) les lettres b(i) de b
telles que ε(i) = x (resp. telles que ε(i) = y). Numéroter ensuite 1 la plus
grande lettre maigre de b située la plus à droite, puis 2 la plus grande lettre
maigre de b située la plus à droite non encore numérotée, . . . , enfin β la
dernière lettre maigre non encore numérotée (donc la plus petite lettre
la plus à gauche). Continuer en numérotant β + 1 la la plus grande lettre
grasse la plus à droite, puis β+2 la plus grande lettre grasse la plus à droite
non encore numérotée, . . . , enfin β + α = n la dernière lettre grasse non
encore numérotée (donc la plus petite lettre grasse la plus à gauche). On
définit ainsi la permutation σ associée à b, qui est forcément compatible
avec ε.

Dans l’exemple

ε =
b =
σ =


1 2 3 4 5 6 7 8 9
x x y y y y x x x
9 5 4 0 0 6 9 1 0
6 7 2 4 3 1 5 8 9


Deuxième étape. Le icomaj-codage c pour (σ, ε) est ainsi défini: sous

la lettre (maigre) β de σ on écrit (en maigre) 0 et on pose c(β) = 0; sous
la lettre β − 1 on écrit (en maigre) c(β − 1) = c(β) = 0 ou c(β) + 1 = 1,
suivant que β − 1 est à la gauche ou à la droite de β; sous la lettre β − 2
on écrit (en maigre) c(β− 2) = c(β− 1) ou c(β− 1) + 1, suivant que β− 2
est à la gauche ou à la droite de β − 1, etc.

De même, sous la lettre (grasse) n de σ on écrit (en gras) 0 et on pose
c(n) = 0; sous la lettre n − 1 on écrit (en gras) c(n − 1) = c(n) = 0 ou
c(n) + 1 = 1, suivant que n− 1 est à la gauche ou à la droite de n; sous la
lettre n− 2 on écrit (en gras) c(n− 2) = c(n− 1) ou c(n− 1) + 1, suivant
que n− 2 est à la gauche ou à la droite de n− 1, etc.

Dans l’exemple, écrivons c(i) sous la lettre égale à i de σ, de sorte que
le mot effectivement écrit est c ◦ σ = c(σ(1))c(σ(2)) . . . c(σ(n)):

σ =
c ◦ σ =

(
6 7 2 4 3 1 5 8 9
3 2 1 0 0 1 3 1 0

)
.

Troisième étape. Faire la différence b− c ◦σ terme à terme, en notant
maigre ou gras la différence b(i)− c◦σ(i) suivant que les deux termes sont
eux-mêmes maigres ou gras. On obtient:

b =
c ◦ σ =

b− c ◦ σ =

9 5 4 0 0 6 9 1 0
3 2 1 0 0 1 3 1 0
6 3 3 0 0 5 6 0 0

 .

Le mot croissant λ (resp. θ) est simplement défini comme le réarrangement
croissant des lettres grasses (resp. des lettres maigres) du mot b− c◦σ. Ici

λ = 00366 et θ = 0 0 3 5.
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Enfin, on définit: k′ = k − icodesσε|x, m′ = m− icodesσε|y.
Ici

σε|x =
(
1 2 7 8 9
6 7 5 8 9

)
, σε|y =

(
3 4 5 6
2 4 3 1

)
,

σ−1
ε|x =

(
5 6 7 8 9
7 1 2 8 9

)
, σ−1

ε|y =
(

1 2 3 4
6 3 5 4

)
,

de sorte que icodesσε|x = 3, icomajσε|x = 2 + 3 + 4 = 9, icodesσε|y = 1,
icomajσε|y = 2. D’où

k′ = k − icodesσε|x = 9− 3 = 6,

m′ = m− icodesσε|y = 8− 1 = 7.

La bijection suivant la méthode de MacMahon ayant été adaptée déjà
à plusieurs occasions, nous pensons nous dispenser de démontrer le carac-
tère bijectif de l’application juste construite et de devoir démontrer les
propriétés (i) – (iv) de la Proposition 6.1. Nous voulons cependant vérifier
les données sur l’exemple courant et faire quelques commentaires.

(i) icodesσε|x = 3 (resp. icodesσε|y = 1) est la plus grande lettre
grasse (resp. la plus grande lettre maigre) de c ◦ σ.

(ii) Les mots λ et θ ont leurs lettres au plus égales respectivement à
k′ = 6 et à m′ = 7.

(iii) icomajσε|x = 9 (resp. icomajσε|y = 2) est encore la somme des let-
tres grasses (resp. maigres) de c◦σ. La propriété (iii) de la Proposition 6.1
est donc évidente.

(iv) Récrivons b et σ l’un au-dessous de l’autre, comme dans la première
étape, en indiquant les ε-montées pour b et les ε-descentes pour σ par le
symbole “•”:

b =
σ =

1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 5 • 4 0 • 0 • 6 9 1 0 •
6 7 • 2 4 • 3 • 1 5 8 9 •

 .

Il y a cöıncidence complète.

On rappelle que pour un mot b ∈ Mot(k,m) on a défini en (3.3)

ϕ(b; ε; p, q) = p‖bε|x‖q‖bε|y‖.

Pour une permutation σ posons
ψ(σ; ε; r, s, p, q) = ricodes σε|xsicodes σε|ypicomaj σε|xqicomaj σε|y .

La correspondance b 7→ (k′,m′, σ, λ, θ) de la Proposition 6.1 permet
d’écrire

rksmϕ(b; ε; p, q) = rksmp‖bε|x‖q‖bε|y‖

= rk′+icodes σε|xsm′+icodes σε|y

× picomaj σε|x+‖λ‖qicomaj σε|y+‖θ‖

= rk′
sm′

p‖λ‖q‖θ‖ψ(σ; ε; r, s, p, q).
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On en tire

(6.2)
∑

k≥0,m≥0

rksm
∑

b∈Mot(k,m)

ϕ(b; ε; p, q)

=
∑

k′≥0,
m′≥0

rk′
sm′ ∑

λ∈MDα(k′),
θ∈MDβ(m′)

p‖λ‖q‖θ‖
∑

σ∈PC(ε)

ψ(σ; ε; r, s, p, q)

= eα
p (r) eβ

q (s)
∑

σ∈PC(ε)

ψ(σ; ε; r, s, p, q),

à cause de (6.1).

7. La seconde bijection.

Il y a juste quelques modifications à apporter à la description de la
première bijection pour obtenir la construction de la seconde.

Proposition 7.1. Le mot ε étant donné, ainsi que des entiers posi-
tifs K et M , il existe une bijection qui envoie tout mot B ∈ Mot(ε;K,M)
sur un quintuplet (K ′,M ′,Σ,Λ,Θ) satisfaisant les propriétés suivantes:

(i) Σ ∈ PC(ε); K = K ′ + ides Σε|x; M = M ′ + ides Σε|y;
(ii) Λ ∈ MDα(K ′), Θ ∈ MDβ(M ′), où α = `(ε|x), β = `(ε|y);
(iii) ‖Bε|x‖ = imajΣε|x + ‖Λ‖; ‖Bε|y‖ = imajΣε|y + ‖Θ‖.
(iv) i est une ε-montée stricte de B ssi i est une ε-descente de Σ.

De même, nous donnons la construction de cette bijection à l’aide
d’un exemple. On prend le même mot ε, puis K = 8, M = 6, B =
47 1 0 4 6335 ∈ Mot(ε; 8, 6).

Dans la première et la deuxième étape, on définit Σ et C comme
σ et c dans la construction du paragraphe précédent, mais on remplace
partout “à droite” par “à gauche” et réciproquement. La troisième étape
est identique. On obtient

ε =
B =
Σ =

C ◦ Σ =
B − C ◦ Σ =


1 2 3 4 5 6 7 8 9
x x y y y y x x x
4 • 7 • 1 0 • 4 • 6 3 3 • 5 •
7 • 5 • 3 4 • 2 • 1 8 9 • 6 •
0 1 0 0 1 2 0 0 1
4 6 1 0 3 4 3 3 4

 ,

où l’on a indiqué aussi les ε-montées strictes pour B et les ε-descentes
pour Σ par le symbole “•,” celles-ci apparaissant aux mêmes places.

De même, les mots croissants Λ et Θ sont définis comme les réarran-
gements croissants des lettres grasses (resp. des lettres maigres) du mot
B − C ◦ Σ. Ici

Λ = 33446 et Θ = 0 1 3 4.
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Enfin, on définit: K ′ = K − ides Σε|x, M ′ = M − ides Σε|y.

On vérifie les propriétés suivantes.
(i) On a ides Σε|x = des Σ−1

ε|x = 1 et ides Σε|y = des Σ−1
ε|y = 2 et donc

K ′ = 8− 1 = 7 et M ′ = 6− 2 = 4.
(ii) Les mots croissants Λ et Θ ont leurs lettres au plus égales respec-

tivement à K ′ = 7 et à M ′ = 4.
(iii) On a imajΣε|x = maj Σ−1

ε|x = 2 et imajΣε|y = maj Σ−1
ε|y = 3. Enfin,

‖Bε|x‖ = 4+7+3+3+5 = 22 = 2+(6+4+4+3+3) = imajΣε|x + ‖Λ‖
et ‖Bε|y‖ = 1 + 0 + 4 + 6 = 11 = 3 + (4 + 3 + 1 + 0) = imajΣε|y + ‖Θ‖.

Pour chaque permutation Σ posons maintenant:

Ψ(Σ; ε;R,S, P,Q) = Rides Σε|xSides Σε|yP imaj Σε|xQimaj Σε|y .

Le même calcul que dans la section précédente, utilisant cette fois la Propo-
sition 7.1, conduit à

RKSMϕ(B; ε;P,Q) = RK′
SM ′

P ‖Λ‖Q‖Θ‖Ψ(Σ; ε;R,S, P,Q),
d’où l’on tire:
(7.1)

∑
K≥0,M≥0

RKSM
∑

B∈Mot(K,M)

ϕ(B; ε;P,Q)

= eα
P (R) eβ

Q(S)
∑

Σ∈PC(ε)

Ψ(Σ; ε;R,S, P,Q).

8. Le calcul de la première fonction génératrice.

Combinons maintenant le contenu des deux Propositions 6.1 et 7.1.
On suppose donnés, d’abord le mot ε, contenant α lettres x et β lettres y,
puis les suites d’entiers positifs

K = (K1,K2, . . . ,KL),
M = (M1,M2, . . . ,ML),

k = (k1, k2, . . . , kl),
m = (m1,m2, . . . ,ml).

En outre, on désigne par Multimot
(
ε;

(
K,M
k,m

))
l’ensemble des multimots

w = (B1, . . . , BL, b1, . . . , bl), tels que tout Bi est dans Mot(ε;Ki,Mi) et
tout bi est dans Mot(ε; ki,mi). On peut donc appliquer à chaque bi la
bijection de la Proposition 6.1 et à chaque Bi celle de la Proposition 7.1.
Notons σi (resp. Σi) la permutation compatible avec ε correspondant à bi
(resp. à Bi) par la première (resp. la seconde) bijection et posons

(8.1) Σ = (Σ1, . . . ,ΣL); σ = (σ1, . . . , σl);
Ψ(Σ, σ, ε) = Ψ(Σ1; ε;R1, S1, P1, Q1) . . .Ψ(ΣL; ε;RL, SL, PL, QL)

× ψ(σ1; ε; r1, s1, p1, q1) . . . ψ(σl; ε; rl, sl, pl, ql).
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Introduisons les huit statistiques multivariées idesx, idesy, imajx, imajx,
icodesx, icodesy, icomajx, icomajy comme:

Ridesx(Σ,ε) = R
ides Σ1 ε | x

1 . . . R
ides ΣL ε | x

L

· · · = · · ·
qicomajx(σ,ε) = q

icomaj σ1 ε | y

1 . . . q
icomaj σl ε | y

l

On peut encore écrire:

(8.2) Ψ(Σ, σ, ε) = Ridesx(Σ,ε)Sidesy(Σ,ε)Pimajx(Σ,ε)Qimajy(Σ,ε)

× ricodesx(σ,ε)sicodesy(σ,ε)picomajx(σ,ε)qicomajy(σ,ε)

D’autre part, les propriétés (iv) des deux Propositions 6.1 et 7.1 impliquent
que i est une ε-montée commune à chaque bj et une ε-montée stricte
commune à chaque Bj , si et seulement si i est une ε-descente commune à
chaque σj et à chaque Σj . Autrement dit, on a:

(8.3) rise(w, ε) = ddes(Σ, σ, ε).

D ’après (6.2) et (7.1) et les définitions de ϕ et Φ données en (3.3) et (3.4),
on en déduit

(8.4)
∑

(K,M
k,m )

RKSMrksm
∑

w∈Multimot
(
ε;(K,M

k,m )
) trise(w,ε)Φ(w, ε)

= eα
P(R) eβ

Q(S) eα
p(r) eβ

q(s)
∑
(Σ,σ)

tddes(Σ,σ,ε)X`(ε|x)Y `(ε|y)Ψ(Σ, σ, ε),

où la dernière sommation est sur toutes les suites de permutations (8.1),
compatibles avec ε.

Maintenant on peut sommer d’abord par rapport à tous les ε tels que
`(ε|x) = α et `(ε|y) = β, puis par rapport à α ≥ 0 et à β ≥ 0. Le membre
de gauche donne

(8.5)
∑

(K,M
k,m )

RKSMrksm
∑

(w,ε)∈MMS(K,M
k,m )

trise(w,ε)Φ(w, ε),

où la seconde sommation est étendue à tous les multimots signés (w, ε) de
MMS

(
K,M
k,m

)
.

Le membre de droite de (8.4) devient∑
α≥0, β≥0

eα
P(R) eβ

Q(S) eα
p(r) eβ

q(s)XαY βWα,β ,

où
Wα,β = Wα,β(t,R,S,P,Q, r, s,p,q) =

∑
(Σ,σ,ε) (comp.)

`(ε|x)=α, `(ε|y)=β

tddes(Σ,σ,ε)Ψ(Σ, σ, ε),

la sommation étant sur toutes les multipermutations signées compatibles
(Σ, σ, ε) telles que `(ε|x) = α et `(ε|y) = β.

Récrivons l’expression (8.5) à l’aide de la seconde identité de la Propo-
sition 4.1. On en déduit le résultat suivant.
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Théorème 8.1. La fonction génératrice factorielle des multipermu-
tations signées compatibles (Σ, σ, ε) par la suite de statistiques (voir (8.2))

(ddes, idesx, idesy, imajx, imajy, icodesx, icodesy, icomajx, icomajy),
est donnée par∑

(K,M
k,m )

RKSMrksm
(1− t)JK

k ((1− t)X;P,p)
−t+ JK

k ((1− t)X;P,p)JM
m ((1− t)Y ;Q,q)

=
∑

α≥0, β≥0

eα
P(R) eβ

Q(S) eα
p(r) eβ

q(s)XαY β
∑

(Σ,σ,ε) (comp.)
`(ε|x)=α, `(ε|y)=β

tddes(Σ,σ,ε)Ψ(Σ, σ, ε).

Si l’on fait X = 0 dans la précédente identité, on obtient

(8.6)
∑
(Mm)

SMsm
(1− t)

−t+ JM
m ((1− t)Y ;Q,q)

=
∑
β≥0

eβ
Q(S) eβ

q(s)Y β
∑
(Σ,σ)

tddes(Σ,σ)Ψ(Σ, σ).

La dernière sommation se fait cette fois sur toutes les multipermutations
(Σ, σ) de longueur β. La statistique ddes(Σ, σ) est le nombre de descentes
communes à toutes les permutations Σ1, . . . ,ΣL, σ1, . . . , σl. Enfin,

Ψ(Σ, σ) = Sides Σ sicodes σ Qimaj Σ qicomaj σ,

où, naturellement,

Sides Σ = Sides Σ1
1 . . . Sides ΣL

L ,

· · · = · · ·

qicomaj Σ = qicomaj σ1
1 . . . qicomaj σl

l .

L’identité (8.6) avec cette dernière interprétation globalise en une formule
toutes les identités obtenues par Fedou et Rawlings [FeRa94, FeRa95] dans
leur calcul de la statistique “ddes” sur les suites de permutations.

L’identité du Théorème 8.1 est l’analogue fini de la fonction géné-
ratrice factorielle des multipermutations signées: “analogue fini” voulant
dire que les fonction de Bessel sous-jacentes sont toutes à paramètres finis.
Si les paramètres ne sont plus finis, on ne peut plus considérer une série
en les paramètres

(
K,M
k,m

)
comme dans l’identité du Théorème 8.1. On part

alors de cette identité et on la multiplie successivement par (1−R1) et l’on
fait R = 1, . . . , puis par (1− RL) et l’on fait RL = 1, jusqu’à multiplier
par (1− sl) et faire sl = 1. On obtient l’identité

(8.7)
(1− t)J((1− t)X;P,p)

−t+ J((1− t)X;P,p)J((1− t)Y ;Q,q)

21



=
∑

α≥0, β≥0

1
(P;P)α

1
(Q;Q)β

1
(p;p)α

1
(q;q)β

×XαY β
∑

(Σ,σ,ε) (comp.)
`(ε|x)=α, `(ε|y)=β

tddes(Σ,σ,ε)Ψ′(Σ, σ, ε),

où le monôme Ψ′(Σ, σ, ε) est simplement la spécialisation de Ψ(Σ, σ, ε)
lorsque toutes les variables Ri, Si, ri, si sont égales à 1. Autrement dit,
avec les notations (8.2)

Ψ′(Σ, σ, ε) = Pimajx(Σ,ε)Qimajy(Σ,ε)picomajx(σ,ε)qicomajy(σ,ε).

Dans (8.7) la fonction génératrice sous-jacente est sur les seules mul-
tipermutations signées compatibles. On peut en déduire une expression
pour la fonction génératrice de toutes les multipermutations signées, en
réduisant le nombre des variables. Ceci fait l’objet du paragraphe suivant.

9. Fonction génératrice de toutes les multipermutations signées

Partons de (8.7) et prenons P = Q, p = q, c’est-à-dire P1 = Q1,
. . . , PL = QL, p1 = q1, . . . , pl = ql. Posons également pour chaque
multipermutation signée compatible (Σ, σ, ε)

imaj(Σ, ε) = imajx(Σ, ε) + imajy(Σ, ε)
icomaj(σ, ε) = icomajx(σ, ε) + icomajy(σ, ε),

soit imaj(Σi, ε) = imajΣi ε|x + imajΣi ε|y (i = 1, . . . , L) et icomaj(σi, ε) =
icomajΣi ε|x+icomajΣi ε|y (i = 1, . . . , l), ce qui est conforme à la définition
donnée au paragraphe 5, puisque toutes les permutations signées (Σi, ε)
et (σi, ε) considérées sont compatibles.

Conservant les seules variables Q1, . . . , QL, q1, . . . , ql, on voit que le
nouveau monôme Ψ′(Σ, σ, ε) est égal à

(9.1) Ψ′′(Σ, σ, ε) = Qimaj(Σ,ε)qicomaj(σ,ε).

Posons

Wα,β =
∑

(Σ,σ,ε) (comp.)
`(ε|x)=α, `(ε|y)=β

tddes(Σ,σ,ε)Qimaj(Σ,ε)qicomaj(σ,ε)

Une manipulation banale sur les q-séries permet alors de transformer le
membre de droite de l’identité (8.7) et d’écrire cette identité sous la forme

(9.2)
(1− t)J((1− t)X;Q,q)

−t+ J((1− t)X;Q,q)J((1− t)Y ;Q,q)

=
∑
n≥0

1
(Q;Q)n(q;q)n

W ′
n(X,Y, t,Q,q)

où l’expression
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(9.3) W ′
n(X,Y, t,Q,q) =

∑
0≤α≤n

XαY n−α

[
n

α

]
Q

[
n

α

]
q

Wα,n−α

est un polynôme à coefficients entiers positifs. On retrouve l’identité (1.1)
démontrée avec d’autres techniques dans notre premier article et pour une
autre suite de statistiques.

Théorème 9.1. Le polynôme W ′
n(X,Y, t,Q,q) apparaissant dans

(9.2) est le polynôme générateur des multipermutations signées (Σ, σ, ε) de
longueur n par le 5-vecteur (`(ε|x), `(ε|y),ddes, imaj, icomaj). En d’autres
termes,

W ′
n(X,Y, t,Q,q) =

∑
(Σ,σ,ε)

X`(ε|x)Y `(ε|y)tddes(Σ,σ,ε)Qimaj(Σ,ε)qicomaj(σ,ε),

où la somme est sur toutes les multipermutations signées (Σ, σ, ε) de
longueur n.

Nous ne reproduisons pas la démonstration. On peut la calquer de la
démonstration de la Proposition 2.1 de notre premier article.

Posons

(9.4) Wn(X,Y, t,Q,q)

=
∑

(Σ,σ,ε)

X`(ε|x)Y `(ε|y)tddes(Σ,σ,ε)Qinv(Σ,ε)qcoinv(σ,ε) .

Dans notre premier article nous avions démontré que l’identité (9.2) était
encore vraie si l’on remplaçait le polynôme W ′

n par Wn. Nous obtenions
ainsi une autre interprétation combinatoire du développement du rapport
des fonctions de Bessel apparaissant dans le membre de gauche de (9.2).
Dans le dernier paragraphe de cet article, nous donnons une démonstration
“bijective” de ce résultat.

10. L’interprétation en termes de nombre d’inversions

Il s’agit de démontrer que le polynôme Wn(X,Y, t,Q,q) défini dans
(9.4) et le polynômeW ′

n(X,Y, t,Q,q) apparaissant dans l’énoncé du Théo-
rème 9.1 sont identiques.

On pourrait partir de l’identité de la Proposition 4.1, et définir des
bijections analogues à celles qui ont été construites dans les sections 6 et 7
et établir que la fraction (9.2) est la fonction génératrice factorielle des
polynômes Wn. Nous préférons établir le résultat à l’aide d’une bijection
directe.

Proposition 10.1. Il existe une bijection Ψ : (Σ, σ, ε) 7→ (Σ′, σ′, ε′)
de l’ensemble des multipermutations signées de longueur n sur elle-même,
ayant les propriétés suivantes:

(i) `(ε|x) = `(ε′|x);
(ii) ddes(Σ, σ, ε) = ddes(Σ′, σ′, ε′);
(iii) imaj(Σ, ε) = inv(Σ′, ε′) et icomaj(σ, ε) = coinv(σ′, ε′).
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Démonstration. L’ingrédient principal de cette bijection est la seconde
transformation fondamentale. Nous ne rappelons pas sa construction, mais
renvoyons le lecteur au chapitre 10 du livre de Lothaire [Lo83]. Notons Γ
cette transformation. Par ailleurs, pour tout mot w = x1x2 . . . xm, où
les lettres appartiennent à un alphabet totalement ordonné, la ligne de
route “lignew” de w est définie comme l’ensemble des entiers i tels que
1 ≤ i ≤ m−1 et xi > xi+1, de sorte que “majw” est simplement la somme
des éléments de cette ligne de route.

Soit maintenant π une bijection d’un ensemble fini I d’entiers sur un
ensemble fini d’entiers. Posons

I = {i1 < i2 < · · · < ik}, π(I) = {j1 < j2 < · · · < jk},

et présentons π comme une matrice à deux lignes
(

i1 . . . ik
π(i1) . . . π(ik)

)
, où

les éléments de la première ligne sont rangés en ordre croissant. Notons i
l’opération qui consiste à envoyer toute bijection sur son inverse et con-
sidérons la châıne(

i1 . . . ik
π(i1) . . . π(ik)

)
i−→

(
j1 . . . jk

π−1(j1) . . . π−1(jk)

)
Γ−→

(
j1 . . . jk
y1 . . . yk

)
i−→

(
i1 . . . ik

π′(i1) . . . π′(ik)

)
,

qu’on va récrire:

π
i−→ π−1 Γ−→ Γ(π−1) i−→ π′.

Comme prouvé dans [FoSc78], Γ envoie le mot π−1(j1) . . . π−1(jk) sur un
réarrangement y1 . . . yk de ce mot. C’est la seconde ligne de la troisième
matrice ci-dessus. De plus, cette bijection Γ a la propriété:

maj
(
π−1(j1) . . . π−1(jk)

)
= inv

(
y1 . . . yk

)
,

ce qui entrâıne
(10.1) majπ−1 = inv π′ et comajπ−1 = coinv π′.

Comme prouvé dans [FoSc78], elle conserve, de plus, la ligne de route de
l’inverse. Par conséquent, la ligne de route de l’inverse de π−1 est égale à
la ligne de route de l’inverse de Γ(π−1), c’est-à-dire,

(10.2) ligneπ = ligneπ′.

Soit maintenant un triplet (Σ, σ, ε) = ((Σ1, . . . ,ΣL), (σ1, . . . , σl), ε).
On note I le sous-ensemble de [n ] des entiers i tels que ε(i) = x. On
pose, tout d’abord, ε′ = ε. Ensuite, on applique à la restriction à I et
à Ic de chaque permutation Σi, σi la transformation précédente π 7→ π′.
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On construit ainsi des permutations Σ′
i et σ′i, toutes définies par leurs

restrictions à I et à Ic.
Les trois propriétés (i), (ii), (iii) exigées sont bien satisfaites: la pro-

priété (i) est triviale; la propriété (ii) résulte de la propriété (10.2) de la
transformation π 7→ π′. Enfin, pour chaque permutation Σ de la suite Σ,
on a d’abord

inv(Σε|y,Σε|x) = inv(Σ′
ε|y,Σ

′
ε|x) et inv(σε|y, σε|x) = inv(σ′ε|y, σ

′
ε|x).

Ensuite, d’après (2.2),

imaj(Σ, ε) = majΣ−1
ε|x + majΣ−1

ε|y + inv(Σε|y,Σε|x)

= inv Σ′
ε|x + inv Σ′

ε|y + inv(Σ′
ε|y,Σ

′
ε|x) = inv(Σ′, ε) ;

icomaj(σ, ε) = comajσ−1
ε|x + comajσ−1

ε|y + inv(σε|y, σI)

= coinv σ′ε|x + coinv σ′ε|y + inv(σ′ε|y, σ
′
ε|x) = coinv(σ, ε).
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