L3 (S6) — Méthodes analytiques dans ’arithmétique.

Controle continu.
1 avril 2025

Année 2024-2025

Durée 1 heure. Utilisation des documents autorisée, mais pas encouragée.

Exercice 1.
Caractériser les nombres premiers p pour lesquels 1’équation

=7 modp
a une solution.

Exercice 2.

Calculer <%5> .
223

Exercice 3.

1s8in =4 mod .. .,
) 4 T Decomposer f(z) en combinaison linéaire de
0 sinon

Soit f(z) = {
a. caractéres additifs pg(z) = e>™*/7, k =o,...6.
b. caractéres multiplicatifs x;(z) définis par x;(3) = €*™*/%, I =o,...,5.
et multiplicatifs modulo 7.
Exercice 4.
Soit w = €*"*/3 et p > 3 un nombre premier
a. Calculer (2w + 1)2.

b. Calculer (2w + 1)? modulo p.

c. En déduire 'expression pour le symbole de Legendre (%”)



Correction :

7Y Z(oyeue(P) ) 2 sip=1 mody 1sip=1,2,4 mod7 | _
) 7] | —1 sip=3 mod4 —1 sip=3,56 mod7 N
_ 1 sip=1,3,9,19,25,27 mod 28

—1 sip=y5,11,13,15,17,23 mod 28

3
0. (345) _ (122 _ (2 ) (5L (223) = (40) = (2> <5) = (%) = _1. On a utiliss
223 223 223 223 61 61 61 61 5
que 223 =7 mod 8,61 =1 mod 4 et 61 =5 mod 8.
3a. f(z) = Y5 o pe "M Tpe(z).
3b. flz) =37, p%le_‘Wk/?’Xz(x)
da. 2w+ 1) =4w*+4w+4—3=—3carw*+w+1=o.
2w+1s8ip=1 mod 3

4b. Modulo pon a (2w+1)? = 2PwP+1P = 2wP+1 = i
2w+ 1=2(—w—1)+1=—2w—1s8ip=2 mod 3

1sip=1 mod 3

Ac. <%3) = (—3)P7)/2 = (2w+1)P"*. Donc (’f’) (2w+1) = (2w+1)?P. Alors (%ﬁ) = { Csip—2 mods



