Université de Strasbourg
L3 Mathématiques Appliquées 2025-2026
Equations Différentielles

CONTROLE CONTINU 18 MARS 2026

Durée : 1h. Aucun matériel électronique n’est autorisé.
Explicitez vos raisonnements, méme s’ils n’ont pas abouti.
Bon courage !

Exercice 1 Résoudre I'équation différentielle
xy +22+xy—y=0

pour z > 0.

Exercice 2

SoitA=(2

_9 3 ) une matrice.

a. Calculer le polynome caractéristique P(A) de A et déterminer ces racines.

b. Pour tout k € Z calculer les coefficients ay, et by tels que AF = a A + ;. Calculer ensuite la
matrice AF.

c. Calculer les fonctions «a(t) et G(t) telles que exp(At) = a(t)A + [(t). Calculer ensuite la
matrice exp(At).

Indication pour b et ¢ : Tout polyndéme (et comme conséquence toute fonction entiére, comme
I'exponentielle) S(\) peut étre écrit comme S(A) = Q(A)P(A) + R(A) ou R(A) est le reste de
la division euclidienne de S(A) par P(\) et donc R(\) = aA+b. Les coefficients a et b peuvent
étre trouvés a partir des équations S(A;) = R(\;) ol A, et Ay sont les racines de P(\). Ensuite
on peut calculer S(A) =aA +b.

d. Résoudre le systéme différentielle
x'=2x -y,
y' = -2z + 3y,
z(0) =1, y(0)=0.

e. Trouver des suites {x,} et y, qui satisfont le systéme de récurrence

Tn+l = an —Yn,
Yn+1 = _2=Tn + Syna
To = 1, Yo = 0.

Exercice 3 On considére I’équation différentielle
" +azx" +bxr =0
a. Trouver toutes les solution de la forme x(t) = M, ou A est une nombre complexe.

b. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que toutes les solutions soient
bornées.



Correction :

la : Résoudrons d’abord ’équation sans second membre (pour z > 0) :
2y +axy-y=0= yg =%—1zlny=1nx—x+0zy=0xe‘x.

Donc on cherche la solution de la forme y = C(x)x~'e*. Substituant dans I’équation initiale

2b. Ak:OékA-l-ﬁkﬁ{

W=

on obtient z(C'ze® + Ce® — Cre ) + Cx?e® — Cre* + 22 =0 = C'a2e* + 22 = 0= C'e* + 1 =
=>(C'=z=e*=>C=-e*+D=y=-x+ Dxe™.
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3b. Le fonctions e+ sont bornées si Rel+ = 0 et donc seulement si Re(A, + A ) =-a=0.Sib=0
il v a une solution z(¢) = t non-bornée. Si b < 0 les solutions z,(t) = e*V=* sont non-bornées. Si

b> 0 les deux solutions x, (t) = e*V? et donc toutes les solutions sont bornées.
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