Année 2024-2025
L3 (S6) — Méthodes analytiques dans ’arithmétique.

Controle continu.
1 avril 2026
Durée 1 heure. Utilisation des documents autorisée, mais pas encouragée.

Exercice 1.
Exprimer la somme

¢~
k=0
(ot ¢? =1, ¢ # 1) en termes de sommes de Gauss 7(x) = > 7_. x(k

Exercice 2.
Caractériser les nombres premiers impairs p pour lesquels I’équation

z°+x+1=0 modp
a une solution.

Exercice 3.

Calculer <Mg> .
373

Exercice 4.
Soient p un nombre premier et n un diviseur de p —1 et a € (Z/pZ)*

a. Montrer que ’équation 2" = a # o mod p a une solution si et seulement si o= =1 mod p.
b. Combien de racines peut avoir 1’équaton z™ = a.
c. Pour a € Z/pZ soit N(a) le nombre de solution de I’équation z” = a mod p. Montrer que

> xla)

x| xm=¢
Exercice 4!
Soit w = €*™*/3 et p > 3 un nombre premier
a. Calculer (2w + 1)2.
b. Calculer (2w + 1)? modulo p.

c. En déduire l'expression pour le symbole de Legendre (%”)



Correction :
1.

S = (1+ (2)) =Y ¢+ (;ﬁ) ¢ = 7(x)
k=1

k=0 k=0 k=0

ou x(z) = (%)
2.
z2+z+ 1= (z—1/2)*+ 3/4 donc ’équation est soluble si —3/4 est un carré modulo p.

B 2 0 sip=omod 3
<3/4> = (—1)lp2)/2 <3> <2> = <p> = 1 sip=1mod3
p P/ \P 3 —1 sip=-2mod3
Donc 1’équation a deux solution modulo p si p =1 mod 3 et une solution si p = 3.
(- () (] )= ()= (- () (2)-(2)--0) -
373 373 373 373 19 19 19 19 3 3
On a utilisé que 373 = 1 mod 4 et 19 = 3 mod 4.

4a. Soit g un générateur du groupe Z/pZ et soit a = g¥ et £ = g' ou k,1 € Z/(p— 1)Z. Donc 1'équation
peut étre réécrit comme g™l = g* équivalente & nl = k mod (p — 1) qui a solutions si et seulement si k&

. —1 (p—1) — e . . . ..

est divisible par n. Donc a™= = gk et @ est divisible par (p — 1) si et seulement si n divise k.
. .. ) . k kipoa ktnoa)(poa) . .

4b. Si n divise k£ il y a n solutions : gﬁ,g E yeor g "= Si a = o le nombre de racines et

évidemment 1.
4c. Il y a exactement n caractéres tels que x™ = 1 (car le groupe de caractéres est isomorphe a (Z/pZ)
et ’équation " = 1 A une solution). Si x™ = € et si a = z" évidemment x(a) = x(z") = x"(a) = 1.
Donc ) ,~_. Xx(a) =n.

Sia # 1 il existe un caractére x, tel que Xo(a%) # 1. Donc le caractére x, = XSTl est tel que
x? =€ et x,(a) # 1. Donc 0 = (x.(a) — 1) Zx\x":eX(a’) et donc ZX|ansx(a) =o.
da. (2w+1)? =4w*+4w+4—3=—3carw’+w+1=o.
2w+1s8ip=1 mod 3

4'b. Modulo pon a (2w+1)? = 2PwP+1P = 2wP+1 = )
2w*+1=2(—w—1)+1=-—2w—1s8ip=2 mod 3

1sip=1 mod 3

4'c. (_?3) = (—3)P*)/2 = (2w+1)P*. Donc (_TF) (2w+1) = (2w+1)P. Alors (?) - { —1sip=2 mod 3’



