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Exercice 1.

On considère l’intégrale ∫ c+i∞
c−i∞ �(s− 1)xs

ds

s

avec c 2 R.

a. Montrer l’existence de c0 2 R tel que l’intégrale converge pour tout c > c0.

b. Calculer l’intégrale pour c > c0.

Exercice 2.
La fonction zêta de Hurwitz est la fonction de deux variables s; r définie par la série

�(s; r) =
∑
n�1

1

(n+ r)s

avec s complexe et r rationnel.

a. On fixe une valeur de r. Discuter sur quel domaine la fonction z 7→ �(s; r) est définie et holomorphe.

b. Pour s de partie réelle > 1, calculer �(s; k=N) où k 2 0; : : : ; N−1 en termes des fonctions L(�; s) =∑
n�1 �(n)=n

s associées aux caractères de Dirichlet modulo N .

c. Calculer le résidu Res
1

�(s; q)ds.

Exercice 3.
Soit �(n) un caractère multiplicatif modulo N et L(�; s) sa série de Dirichlet. Montrer que la différence

lnL(�; s) −
∑

p premier

�(p)

ps

possède un prolongement holomorphe dans un voisinage de s = 1.



Correction :
1.

1

2�i

∫ c+i∞
c−i∞ �(s− 1)xs

ds

s
=

∞∑
n=1

n

2�i

∫ c+i∞
c−i∞

�
x

n

�s ds
s

=

{ ∑bxc
n=1 n si x =2 Z

(
∑x

n=1 n) −
n
2
si x 2 Z

=

=

{
bxc(bxc+ 1)=2 si x =2 Z

bxc2=2 si x 2 Z
:

2a.
����� 1

(n+ r)s

����� = (n + r)−<es <

����� 1

(n+ dre)s

����� si <es > 0. Dont la série
∑∞

n=1
1

(n+r)s
converge car la série∑∞

n=1
1
ns

converge uniformément sur les compactes lorsque <es > 1. De même elle diverge si <es < 1

.

2b. Rappelons que
∑

� �(k)�(n) =

{
�(N) si n � k mod N

0 sinon
: Donc

�(s; k=N) =
∑
n

1

(n+ k=N)s
= N s

∑
n

1

(Nn+ k)s
=

N s

�(N)

∑
n

∑
� �(k)�(n)

ns
=
∑
�

N s�(k)

�(N)
L(s; �)

2c.
Res
1

�(s; k=N)ds =
∑
�

�(k)

�(N)
Res
1

N sL(s; �)ds =
�0(k)

�(N)

�(N)

N
�(N) = 1:

3. Le produit d’Euler pour L(�; s) s’écrit comme

L(�; s) =
∏
p

 
1−

�(p)

ps

!−1

lnL(�; s) −
∑ �(p)

ps
= −
∑
p

ln
 
1−

�(p)

ps

!
−

�(p)

ps
=

∞∑
k=2

1

k

∑
p

�(p)k

pks

Cette série est dominée par

∞∑
k=2

1

k

∑
n

1

nks
<

∞∑
k=2

1

k

∑
n

1

nks
<

∞∑
k=2

1

k(ks− 1)

et converge vers une fonction bornée pour <e s > 1=2.
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