Année 2024-2025
L3 (S6) — Analyse complexe.

Controle continu. Parcours magistére.
05 mai 2025
Durée 2 heures. Utilisation des documents autorisée, mais pas encouragée.

Exercice 1.
Calculer les intégrales
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Exercice 2.
Trouver la série de Taylor de la fonction réciproque de la fonction

flz) =2z—25.
Exercice 3.

Soient f et g deux fonctions a singularités isolées définies sur un domaine {2 et soit -y : [0, 27] — 2
un chemin fermé disjoint des singularités et des zéros de f et g. On notera {f, g}, € C* le nombre
complexe non-nul donné par ’expression

1
{f, 9}y = exp < J (In fdlng — lng('Y(O))dlnf))
271 J,
a. Montrer que {f, g} est invariant par déformation du chemin ainsi qu’il ne dépend pas du choix de
la branche de logarithme. Indication : Calculer la dérivée de l'intégrale par rapport a (o).

Montrer que {f, gh{g, f}y = 1.

Montrer que {f1f2; g}'y = {f17 g}'y{fm g}'y-
Calculer {a, b},, {a, 2},, {2, 2}, ol a, b sont constantes et y un petit cercle autour de zéro.

© & o T

Soient f(z) = arz® + ar. 2" + ... et g(2) = b2' + b, 2" + ... deux polynomes. Calculer {f, g},
ou v est un petit cercle autour de zéro.

f. Soient f(2) =a]](z — ;) et g(2) = b]][(2 — ;) un polynéme deux polynémes et soit v deux
polyndmes de degré k et [ respectivement et v un chemin simple tel que les racines de f sont a
'intérieur de 7y et les racines de g — a l'extérieur. Calculer {f, g},.

g* Montrer que {f,g9}, =151 f +g = 1.



Correction :
la:Sip>oona

(o] o0

d °° d - [° d .
J eegr s — J eegr + ez’””J eegr s — (1—€e*"P)['(p).
. z T z

L’intégrale converge pour tout p car 'intégrale ffo e *zP*dzx converge pour tout p alors par le théoréme
des zéros isolés elle est égale & (1 — e2™P)I"(p) pour tout p.

1b : Noterons
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I:J nT dx
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Soit y(R) le chemin composé de v, (R) = [0, R], 7_(R) = [—R, o] et -, le demi-cercle de rayon R dans
le demi-plan supérieure. Alors
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1c : D’abord observons que

: 1, . . 1 , :
sin®z = 2(3 sinz — s1n3zx) = zﬁm(ge” —e¥? —2) =

= ij(g + 31z — gmz —1— 31T + gmz —24+0(z%)) =0m (Z 4+ O(:z:3)>

Soit v, = [r, R], 7, le demi-cercle de rayon R dans le demi-plan supérieur, v, = [—R,—7] et 7, le
demi-cercle de rayon r dans le demi-plan supérieur.
00 gin3 03 i3
J s md:z: = lim 1J el dr = — lim 1J s ﬂEdar: =
o 3 }-{:;go 2 Y3U71 z 15:))80 2 Jyuy, 3
1 e* —e3* —2 1+0(z
=— lim JmJ 3—d:z: — lim Jmsl[ ;()da: =
R—o0 2 3 7—0 8 T
Y2 Ya
= —3jmJ e “de' = g
8 - 8

2 : Par la formule de Blirmann-Lagrange la série de Taylor de la fonction réciproque

9(z) =2+ b2 +b23 4 -
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3a :

b
<88a + ;}) L(ln fdlng —Ing(a)dln f)|,—p =
= (In f(b)g'(b)/g(b) —Ing(a)f'(b)/f(b) —In f(a)g'(a)/g(a) +1ng(a)f'(a)/ f(a))les = O.

Donc 'intégrale ne dépend pas de point a = y(0) = v(1).
Pour simplifier les formules noterons f, = f(v(0)) et g, = g(v(0)).

exp <1J (In f + 2mi)dIng —lngodlnf)> ={f,g}yexp < szdlng) ={f, 9}y
2m1 ), 2m

exp (1 [ n fatng — (ng, + amilidin ) = (5, ahexp 2, [ ~amidin ) = (10
271 v e

donc f, g ne dépend du choix de la branche de logarithme.
3b: Soit k=2 [dinf, I =2 [ding. Alors

{f, 9049, fly = exp (;TJ (Infdlng +Ingdln f — lngodlnf—lnfodlng> =
Y

= exp <1J (d(ln flng) —Ilng.dIn f — lnfodlng> =
27 ),

= exp <271m,((1n fo +2mik)(In g, + 2mil) —In fyIn g, — 2mikIng, — 27l In fo)) =
= exp(2mikl) =
3c:

(ofar )y = exp J In f,fudlng — Ingedln f,f, =

5y

—ep L J (fidlng —Ingedln f.) + (fodlng —Ingedln fo) = (fr, ghylfr ghy
Y

3d : Observons que {f, g}y = 1 si f et g sont holomorphe et ne s’annulent pas a l'intérieur du chemin
v. Effectivement, les formes In fdIln g et dIn f sont holomorphe a l'intérieur de +y.

Donc {a, b}, = 1.

Calculons maintenant pour v un cercle autour de 0 et f holomorphe et sans zéros a I'intérieur de vy

d d
{f,z}y =exp % L lnff = exp %2W1Roes1nf?z = f(o)
Ici on a utilisé que L dln f = o.

Donc {a, 2z}, = a.

Et finalement

{z,2}, = expljlnzdlnz—zodlnz—
2m1 [,

= exp %(lnz0 +27m2)% /2 — (Inz,)?/2 —Inz,(In 2, + 272) + (Inz,)* =

= exp(m) = —1.



Donc {z, 2}, = —1
3e : Soit f = f(z)/axz" et § = g(z)/biz". Elles sont holomorphes et ne s’annule pas a l'intérieur de 7.

{f, g}y = {ax2" F, 012§}, = {ax, b}, ar, 2"} {ax, G142, bz, 2}51{2,57}7{]?, bl Af, 20 f, 8}y =
={ax, 2}, {z, b}z, 2} = (—1)¥alb,*.

3f : Observons que {z — pj,2 — Ai}y = A\; — p; et {b,{ — A;} = b. Donc

g, 1=0][(z—m)a] J(z—=2)} =0* ] [(A — 1))



