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Introduction

Les questions sur le groupe
conforme d’une variété
pseudo-riemannienne

Une métrique pseudo-riemannienne sur une variété M (que I’on suppose
(') est la donnée d’un champ lisse de formes quadratiques non dégénérées
de signature (p,q) sur M. Etant donnée une telle métrique g, on peut
considérer sa classe conforme, c’est a dire ’ensemble des métriques pseudo-
riemanniennes de la forme €¢”g ol o décrit toutes les fonctions C*° de M
dans R. La donnée d’une classe conforme de métriques définit ce qu’on ap-
pelle une structure conforme pseudo-riemannienne sur M. Nous allons
nous intéresser tout particulierement au groupe des transformations de M
qui préservent une telle structure, que I’on appelle groupe conforme. 1l est
constitué des difféomorphismes ¢ de M tels que pour toute métrique g dans
la classe conforme, il existe une fonction o de classe C™ telle que ¢*g = €%g.

En dimension supérieure ou égale a 3, les structures conformes pseudo-
riemanniennes sont un exemple de structures géométriques rigides. Ces
divers résultats de rigidité, qui sont bien connus (voir [St], [K], [R], [G]),
bien que leurs preuves le soient moins, sont le theme de nos deux premiers
chapitres. Nous en proposons une approche élémentaire, et nous donnons
en particulier une démonstration du

Théoréme 2.1 (Rigidité des structures conformes.)

Soit M une variété de dimension n > 3 munie d’une slruclure pseudo-
riemannienne conforme. Soit X1(M) le fibré des 1-jets de méltriques de la
classe conforme.

Alors la structure conforme de M définit naturellement sur X1(M) une
distribution horizontale (de sous-espaces transverses auz fibres) ainsi qu’une
méltrique pseudo-riemannienne g}, .

En particulier, tout difféomorphisme conforme entre deux variétés M et
N induit une isométrie de (X' (M), g3,) sur (X'(N),gN) qui préserve les
distributions horizontales.



Dans [D’AG], G.D’Ambra et M.Gromov font remarquer que générique-
ment, le groupe de symétries d’une structure géométrique rigide 8 sur M
est trivial. Aussi, le fait, pour une variété M (que 'on suppose compacte),
d’admettre une structure 8§ ayant un “gros” groupe de symétries (par ex-
emple un groupe non compact), semble étre un phénomene suffisamment
exceptionnel pour que 'on puisse “classifier” a la fois M et 8. Ce principe
trouve une tres belle illustration dans I’étude des structures riemanniennes
conformes a travers le

Théoréme 0.1 (Ferrand-Obata [Ob] [Fe2] [Fe3]).

Si une variété compacte M de dimension n > 2 est munie d’une structure
conforme riemannienne 8 pour laquelle le groupe conforme est non com-
pact, alors M est la sphére S™ et la structure 8 est la structure conforme
canonique.

Les démonstrations de J.Ferrand et M.Obata sont tout a fait indépen-
dantes. Alors que le premier auteur utilise des méthode analytiques pour
construire des invariants conformes globaux, le second choisit une approche
dynamique (voir l'article de J.Lafontaine dans [KP]). Toutefois, la preuve
d’Obata présente le défaut de n’établir le théoréeme que pour la composante
neutre du groupe conforme (ce qui élimine a priori le cas d’un groupe con-
forme discret et essentiel). Au chapitre 3 de cette theése, nous proposons une
preuve nouvelle, entierement dynamique du théoréme de Ferrand-Obata,
publiée en collaboration avec C.Tarquini dans [FT]. Cette démonstration
inclut une généralisation aux feuilletages transversalement conformes.

Les méthodes développées par J.Ferrand lui ont permis d’étendre le théoreme
0.1 au cadre des variétés non compactes, en imposant au groupe conforme
une condition d’essentialité, définie comme suit:

Définition 0.2 (Structure essentielle).

Une structure conforme pseudo-riemannienne sur une variélé M est dile
essentielle si le groupe des transformations conformes ne préserve aucune
métrique de la classe conforme. On dil aussi dans ce cas que le groupe
conforme lui-méme est essentiel.

Sur une variété compacte, le groupe conforme est essentiel si et seulement
si il n’est pas compact. En effet, le groupe d’isométries d’une métrique
riemannienne sur une telle variété est compact par le théoreme d’Ascoli.
Réciproquement, si le groupe conforme est compact, il suffit de faire la
moyenne d’une métrique quelconque de la classe conforme relativement a la
mesure de Haar pour obtenir une métrique invariante. L’énoncé complet du
théoréme de Ferrand-Obata devient alors

Théoréme 0.3 (Ferrand [Fel]).

Soit M une variélé de dimension n > 2 munie d’une struclure conforme
riemannienne pour laquelle le groupe conforme est essentiel, alors

(i) Si M est compacte, M est la sphére S™ munie de la structure conforme
canonique.



(ii) Si M n’est pas compacte, M est l’espace R" muni de sa structure con-
forme canonique.

Dans le cadre riemannien, la simple hypothese d’essentialité du groupe

conforme détermine donc entierement la géométrie globale de la variété. La
question de savoir si ce phénomene persiste quand on considere des struc-
tures conformes pseudo-riemanniennes en général est a la fois le point de
départ et le fil directeur de cette these. Notre étude est consacrée au cas de
la signature (1,7 — 1), c’est-a-dire des structures lorentziennes conformes,
et on se limitera au cas des variétés compactes. La motivation de ce choix
est double. D’une part, les structures lorentziennes semblent a priori étre
celles qui se rapprochent le plus du contexte riemannien. D’autre part, leur
lien avec la physique leur confére un statut privilégié au sein des structures
pseudo-riemanniennes.
Commencons par noter qu’un certain nombre d’analogies existent entre le
cas riemannien et lorentzien. Il existe, en géométrie lorentzienne conforme,
un espace universel, muni d’une structure conforme canonique, qui joue un
role similaire & celui de la sphere S™ en riemannien. Cet espace s’appelle
I’univers d’Einstein : Ein,. Il doit son nom & son origine physique
puisqu’il fut introduit comme exemple de modéle cosmologique (voir par ex-
emple [HE] ou [Se] a ce sujet). D’un point de vue topologique, il s’agit d’un
quotient double du produit S! x S”~!. La structure conforme canonique est
celle associée a la métrique —dt? + g.qn, ot dt? est la métrique standard sur
le cercle S' et g.q,, la métrique canonique sufr\_sn_l. L’univers d’Einstein, ou
plus exactement son revétement universel Ein,, est I'espace dans lequel se
développent toutes les variétés lorentziennes conformément plates, c’est-
a-dire dont la géométrie est modelée localement sur Ein,. En particulier,
tous les espaces modeles lorentziens & courbure constante, Minkowski, de
Sitter et Anti-de Sitter, sont conformément équivalents a des ouverts ho-
mogenes de Ein,. Toutefois, un changement notable par rapport au cas
riemannien réside dans le fait que le produit S! x S”7! peut étre muni de
nombreuses structures conformément plates, non équivalentes a la structure
canonique. On peut parler de l’espace de Teichmiiller de ces structures.
Nous en ébauchons I’étude dans le chapitre 7, ol nous montrons en partic-
ulier:

Théoréme 7.1

Pour toute structure lorentzienne conformément plate sur S*xS"~t, Uapplication
développante associée est injective. Autrement dil, toute structure confor-
mément plate sur S! ></Si_1 est kleintenne, c’est-a-dire oblenue comme quo-
tient d’un ouvert de Ein, par un sous-groupe discret de transformations
conformes.

Outre la richesse de sa géométrie, I'univers d’Einstein se distingue par son
groupe de transformations conformes. Celui-ci, isomorphe a O(2,n), est le
plus gros possible pour une structure conforme lorentzienne sur une variété
de dimension n. De plus, ce groupe est essentiel, ce qui fait de 'univers
d’Einstein un bon candidat pour remplacer S™ dans 1’énoncé d’un éventuel
“théoreme de Ferrand-Obata lorentzien”. Ce résultat, brievement conjec-



turé dans [D’AG] serait:

Toute variété compacte munie d’une structure conforme lorentzienne es-
sentielle est, a revétement fini prés, conformément équivalente a ['univers
d’Einstein muni de sa structure canonique.

Un de nos résultats principaux va étre de montrer que cette généralisa-
tion du théoréeme de Ferrand-Obata est fausse : en lorentzien, I’hypothese
d’essentialité du groupe conforme ne prescrit plus la géométrie de la var-
iété, ni méme sa topologie. On peut méme dire qu’il existe une relative
abondance de structures conformes lorentziennes essentielles sur les variétés
compactes, comme le montre le

Théoréeme 0.4.

Pour tout entier n > 3 el toul entier ¢ > 1, la variété produit du cercle
St par la somme connexe de g copies de S' x S™™? peut étre munie d’une
infinité de structures conformes lorentziennes essentielles non équivalentes.
Toutes ces structures sont conformément plates.

Deux structures sont dites non-équivalentes s’il n’existe aucun difféomor-
phisme conforme entre elles.

Parlons a présent des difficultés qui caractérisent I’étude des structures
lorentziennes essentielles.

On peut commencer par souligner que sur les variétés compactes lorentzi-
ennes, la notion d’essentialité ne peut plus se formuler simplement en ter-
mes de non-compacité du groupe conforme. En effet, certaines variétés
compactes admettent des métriques lorentziennes pour lesquelles le groupe
d’isométries lui-méme est non compact, et de plus coincide avec le groupe
conforme. Ces variétés sont donc inessentielles, bien qu’ayant un groupe
conforme non compact.

Rappelons un moyen classique d’en construire. On munit le groupe PSLy(R)
de la métrique lorentzienne bi-invariante obtenue en translatant la forme de
Killing. Le groupe d’isométries et le groupe conforme de cette métrique sont
égaux au produit PSLy(R)x PSLy(R), agissant par multiplication a gauche
et & droite. On choisit alors un réseau cocompact I' dans PSLy(R) et on
considere le quotient PSLy(R)/I". C’est une variété lorentzienne compacte,

inessentielle, dont le groupe conforme est non compact puisqu’il contient
une copie de PSL;(R).

Précisons également que les techniques de J.Ferrand utilisées pour prouver
le théoreme 0.3 ne s’adaptent pas du tout au cadre lorentzien. Ceci mo-
tive une approche plus dynamique et moins analytique du probléeme, dans
Pesprit de celle proposée dans [FT], qui utilise de maniére cruciale la dy-
namique des éléments du groupe de Mobius. Cela nous a poussé a étudier
la dynamique des transformations conformes de 'univers d’Einstein, et a
constater que les motifs rencontrés sont bien plus variés que dans le cas de
la sphere. C’est ce qui rend particulierement délicate ’étude des structures
lorentziennes conformément plates. Ces considérations nous ont amené a



étudier les groupes kleiniens de Ein,, c’est-a-dire les sous-groupes dis-
crets de Conf(Ein,,) agissant proprement discontiniment sur un ouvert non
vide Q inclus dans Ein,,. Un bel exemple de tels groupes est donné par les
groupes de Schottky de Conf(Ein, ), que nous introduisons et étudions en
détails au chapitre 9. On montre en particulier qu’il existe pour ces groupes
une bonne notion d’ensemble limite, ce qui n’est en général pas le cas
pour un groupe kleinien quelconque de Conf(Ein,). Les groupes de Schot-
tky agissent proprement et cocompactement sur le complémentaire de leur
ensemble limite, ce qui permet de construire par quotient de vastes classes de
variétés compactes munies de structures conformément plates. C’est parmi
elles que nous avons obtenu les premiers exemples du théoreme 0.4.
L’abondance de ces exemples motive d’ailleurs la

Question 0.5. Les structures lorentziennes conformes essentielles sur les
variétés compacles sont-elles classifiables?

Avant de répondre a cette question, faisons quelques commentaires sur
une nouvelle difficulté, concernant cette fois la notion d’essentialité.
Nous avons défini la classe conforme d’une métrique g de classe C'°° sur une
variété M, comme I’ensemble des métriques de la forme e°¢ pour o dans
C*(M). En exigeant que les o soient seulement de classe C” (r € N), ou
méme L, on peut parler de la classe conforme C” (resp. L*°) de ¢g. Le
groupe conforme préserve chacune de ces classes ce qui permet de définir
différentes notions d’essentialité.
On continuera & dire que le groupe conforme est essentiel pour signifier
qu’il ne préserve aucune métrique de la classe conforme C°.
On dira qu’il est C"-essentiel s’il ne préserve aucune métrique de la classe
conforme C".
Enfin, on dira qu’il est fortement essentiel lorsqu’il ne préserve aucune
métrique de la classe conforme L*. Cette derniere condition est bien sir la
plus contraignante sur le groupe conforme.
La question 0.5 doit donc étre envisagée a priori pour chaque notion d’essentialité.
Mais ces différentes notions sont-elles distinctes en pratique? Autrement dit,
existe-t-il des variétés compactes munies de structures lorentziennes con-
formes qui soient C'*°-essentielles mais pas C%-essentielles?
Notons que dans le cas riemannien, la réponse est non, et c’est précisément
un corollaire du théoréme de Ferrand-Obata : si le groupe conforme est es-
sentiel, il s’agit du groupe de M&bius, qui est clairement fortement essentiel.
La condition la plus faible d’essentialité impliquant la plus forte, toutes sont
équivalentes.
Au chapitre 12, nous relions cette derniere question avec un probleme al-
gébrique abstrait que nous énoncons tout de suite. Considérons I' un réseau
cocompact de SL3(R), que l'on voit comme un sous-groupe du groupe
SLz(R) x R%, agissant affinement sur R?. On appelle Z! (T, R?) ’ensemble
des cocycles de I' dans R?2. A chaque « dans Z'(I', R?), on peut associer
une représentation p, de I' dans SLy(R) x R?, donnée simplement par
v — v+ u(y). On dit que u est un cobord si le groupe p,(I') fixe un
point de R?. Soit maintenant la suite exacte:

1R = SLy(R)x N = SLy(R)x R* = 1



ol N désigne le groupe de Heisenberg de dimension 3. On note 7, la pro-
jection de SLy(R) x N sur SLy(R) x R?. Nous montrerons au chapitre 12
le fait assez surprenant:

Sl existe des u de Z1 (', R?) qui ne sont pas des cobords, pour lesquels la
représentation p, se remonte en une représentation p, : I' — SLy(R) x N
(i.e Ta 0 py = pu), alors il existe des variétés compactes admettant des struc-
tures lorentziennes C'™°-essentielles qui ne sont pas C°-essentielles.

Revenons maintenant a la question 0.5. Nous montrons au chapitre 10
qu’il existe une vaste gamme de procédés a notre disposition pour constru-
ire des structures essentielles (et méme fortement essentielles) sur des var-
iétés compactes. Nous décrivons en particulier comment déformer des exem-
ples kleiniens pour obtenir des structures fortement essentielles qui présen-
tent un certain nombre de pathologies : leur application développante (au
sens des (Conf(Ein,), Ein,)-structures) n’est pas injective et leur groupe
d’holonomie est non discret. Ces derniers exemples rendent trés improbable
une classification globale compléte des structures lorentziennes conformes es-
sentielles sur les variétés compactes, méme sous ’hypothese plus restrictive
de forte essentialité, et plaident pour une réponse négative a la question 0.5.
Cela ne veut pas dire qu’on ne peut jamais rien décrire. A titre d’exemple,
le théoreme 11.1 permet de comprendre, en dimension 3, toutes les variétés
kleiniennes compactes admettant un flot de transformations conformes C?-
essentiel.

Malgré ’abondance évoquée précédemment, nous n’avons pas d’exemples
de structures essentielles sur des variétés compactes qui ne soient pas con-
formément plates (en revanche il existe des exemples non compacts, voir
[KR1] et [KR2]) . Ceci laisse conjecturer, comme cela I’a été dans [D’AG],
qu’il existe une généralisation locale au théoreme 0.1, que I’on peut énoncer
sous la forme

Conjecture 0.6 (Conjecture de Lichnerowicz généralisée).
Toute vari€té compacte munie d’une structure conforme lorentzienne essen-
tielle est conformément plate.

Une premiere facon d’aborder ce probleme consiste a faire des hypotheses
algébriques a priori sur le groupe conforme, dans ’esprit, par exemple, des
travaux de [BN]. Dans des travaux en cours en collaboration avec A.Zeghib,
nous obtenons le théoréme suivant:

Si un groupe semi-simple agil conformément el essentiellement sur une
variété compacte, alors cette variété est conformément plate.

Malgré ces résultats partiels, une preuve compléte de la conjecture 0.6,
qui devra prendre en compte le cas ol le groupe conforme se réduit a un
flot, et surtout le cas ou il est discret, semble un objectif encore tres ardu.

-~
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Partie 1

Généralités sur le groupe
conforme d’une variété
pseudo-riemannienne
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Chapitre 1

Une preuve conceptuelle du
théoreme de Liouville

1.1 Introduction

Le théoréme de Liouville est un résultat fondamental de géométrie conforme,
que ’on peut énoncer comme suit:

Théoréme 1.1 (Liouville). Une application conforme entre ouverts de R"
(n > 3) est oblenue comme restriction d’une composée de similitudes el
d’inversions.

On obtient comme corollaire que tout difféomorphisme conforme entre
deux ouverts de la sphére S™ est la restriction d’un (unique) difféomorphisme
conforme global de S™. Ce théoréme peut se voir comme une manifestation
d’un phénomene général que nous étudierons en détails au chapitre suivant:
la rigidité des applications conformes en dimension supérieure ou égale a
trois. On dispose de nombreuses démonstrations du théoréeme de Liouville
(voir entre autres [Sp] [J] ou [M]) et, dans la plupart des cas, elles s’articulent
en deux parties. On commence par montrer que si un difféomorphisme entre
ouverts de R™ est conforme, il envoie localement les (n-1)-sphéres sur des
(n-1)-spheres. Une fois ce fait établi, on conclut de fagon classique grace a
un lemme di & Mobius.

Lemme 1.2 (Mobius). Si une application f entre deuz ouverts U et V de
R™ envoie localement les (n-1)-sphéres de U sur des (n-1)-spheéres de V,
alors [ est la restriction a U d’une composée de similitudes el d’inversions.

Nous renvoyons a [Sp] (volume 3, p 310) pour une preuve de ce lemme.
Précisons que le coeur de la démonstration du théoreme de Liouville ré-
side vraiment dans la premiere étape, consistant a prouver qu’un difféomor-
phisme conforme envoie localement les (n-1) sphéres sur des (n-1) spheres.
Ce résultat est généralement obtenu par des calculs et il est difficile d’isoler
une raison conceptuelle pour laquelle il est vrai. Aussi se propose-t-on
de faire le lien entre cette propriété et un résultat profond mais a priori
sans rapport : 'invariance conforme des géodésiques isotropes en géométrie
pseudo-riemannienne ou riemannienne complexe.
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1.2 Invariance conforme des géodésiques isotropes

Rappelons qu’une métrique pseudo-riemannienne g sur une variété M est
la donnée d’une forme quadratique non dégénérée de signature (p,q) sur
chaque espace tangent a M. Nous supposons par la suite que g n’est pas
riemannienne, c’est-a-dire que ni p ni ¢ ne sont nuls.

Une géodésique ¢ — ¢(t) pour la métrique ¢ est qualifiée d’isotrope si pour
tout ¢ ol c(t) est défini, on a g.)(c'(t),¢'(t)) = 0. Sil'on se donne une
métrique ¢’ dans la classe conforme de g (c’est a dire ¢’ = €”¢ pour o une
fonction de M dans R de méme régularité que g), les géodésiques de ¢’ et
de g n’ont en général aucun rapport. Néanmoins, on peut montrer le:

Théoréme 1.3. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne, alors les géodé-
stques isotropes sont les mémes, en tant que lieur géométriques, pour toutes
les métriques de la classe conforme de g.

Remarquons que ce théoreme ne dit pas que les géodésiques isotropes
sont les mémes en tant que courbes paramétrées.

Preuve : Nous rappelons sommairement comment on peut voir le flot géodé-
sique sur une variété comme un flot hamiltonien (le lecteur souhaitant plus
de détails peut se référer a [AM]). Tout d’abord, la donnée d’une métrique
pseudo-riemannienne g sur M fournit une identification canonique entre
T*M et TM, de sorte que T'M est canoniquement muni d’une forme sym-
plectique w. Ala métrique g, on associe un Hamiltonien H sur T'M donné
par H(z,u) = g,(u,u). La forme w permet de définir un gradient sym-
plectique X qui vérifie d; ) H( ) = w ) (X, ). Les trajectoires du flot ot
associé a X sont exactement celles du flot géodésique sur T M.

On considére une métrique ¢’ de la classe conforme de g et on note H'
I’hamiltonien qui lui est associé. Le lieu ou H s’annule est une hypersurface
singuliere Y qui coincide avec le lieu d’annulation de H' puisque g et ¢’ sont
dans la méme classe conforme. Notons que les points ou g est réguliere sont
exactement le complémentaire dans g de la section nulle. Notons également
que Y est laissée invariante par I’action des flots ¢! et ¢'*. Maintenant,
on remarque qu’en un point z ou Yo est réguliere, les vecteurs X (z) et
X'(z) sont tous deux orthogonaux, pour la forme w, a I’espace tangent en
z a Yg. Comme w est non dégénérée et que T, est de codimension 1
dans T, M, c’est qu’ils sont colinéaires. On en conclut que X et X' sont
toujours colinéaires sur ¥ puisqu’ils le sont sur un ouvert dense de ¥y. Par
conséquent, les trajectoires des flots ¢! et ¢'* sur X sont identiques en tant
que lieux géométriques, ce qui acheve la preuve. O

En fait, on peut étendre ce théoréeme a d’autres cadres. Considérons
par exemple une variété complexe M munie d’une métrique riemannienne
holomorphe g (c’est-a-dire d’un champ holomorphe de formes quadratiques
complexes non dégénérées sur M). On peut définir la classe conforme de g
comme l’ensemble des métriques de la forme Ag avec A une fonction holo-
morphe de M dans C qui ne s’annule pas. 1l existe de méme une notion de
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géodésiques pour la métrique g, qui seront des courbes a paramétre complexe

z > ¢(z). On définit les géodésiques isotropes comme précédemment. Avec

ces définitions, la démonstration du théoreme 1.3 s’adapte au cadre complexe

et on peut affirmer que les géodésiques isotropes de toutes les métriques de

la classe conforme de g sont identiques, en tant que lieux géométriques.
On peut maintenant énoncer le

Corollaire 1.4. Une application conforme entre deux variétés pseudo-rieman-
niennes (resp.entre deux variétés complexes munies d’une structure rieman-
nienne holomorphe) M et N envoie les géodésiques isotropes de M sur les
géodésiques isotropes de N .

1.3 Une application: le théoreme de Liouville dans
le cas analytique

Nous allons maintenant appliquer la propriété d’invariance conforme des
géodésiques isotropes au cadre riemannien. Cela semble un petit peu incon-
gru puisque dans ce cas, bien sir, il n’y a pas de courbes isotropes. Néan-
moins, lorsque la variété considérée est analytique, un bon moyen d’en faire
apparaitre est de tout complexifier. Aussi commencons-nous par quelques
rappels sur la complexification.

Soit ¢ = (z1,...,2,) un point de R™ et B(z,r) la boule euclidienne

ouverte de centre z et de rayon r. On appelle B(z,r) la boule ouverte de
C” de centre z et de rayon r. Considérons une série

) S S

1=0 a1+...+an=1

qui converge pour tout (z1,...,z,) de B(a,r).
Alors la série

D D

1=0 a1+...+an=1

converge pour tout (21, ..., z,) de B(a,r).

Maintenant, si f est une application analytique définie sur un ouvert
connexe U/ de R™ & valeurs dans R, on peut la complexifier sur des boules de
rayon assez petit dans U. Cela permet de définir correctement une extension
globale f de f & un ouvert U de C™ contenant U.

Lorsque f est une application analytique a valeurs dans un espace vec-
toriel de dimension finie, on peut également la complexifier en appliquant
le procédé précédant a chaque fonction coordonnée (I'ouvert U nest a pri-
ori pas le méme pour toutes les fonctions coordonnées mais comme elles
sont en nombre fini, on peut en trouver un commun). Ainsi, n’importe quel
tenseur (métrique pseudo-riemannienne, structure conforme, structure sym-
plectique) défini sur un ouvert de R™ peut se complexifier en un tenseur
holomorphe sur un ouvert de C”. Par analyticité, certaines propriétés se
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conservent lors de la complexification. Par exemple toute application con-
forme analytique f de (U, g) dans (V,¢’) se complexifie en f conforme et
holomorphe de ((7,?]) dans (V,g}’).

Nous allons a présent montrer la proposition suivante, qui donne directe-
ment le théoreme de Liouville grace au lemme de Mobius.

roposition 1.5. Pour n > 3, une application f conforme et anal tique
entre deuz ouverts U et V de (R™, gean) (9ean désigne ici la métrique eu-
clidienne) envoie localement les (n-1)-sphéres de U sur les (n-1)-spheéres de

V.

Preuve : L’application f est analytique donc on peut la complexifier en
f de U sur V. De méme, la metrlque canonique restreinte a U et a V
se complexifie en §.q, sur UetV (c’est en fait la restriction a ces deux
ouverts de la forme quadrathue complexe z7 + ... + z2). Le corollaire 1.4
permet d’affirmer que f envoie les géodésiques isotropes de (U Jean) sur les
géodésiques isotropes de (V, Gean)- Or les géodésiques pour la métrique §eqn
sont les droites complexes affines de C”, c’est-a-dire les courbes z — a + bz
avec a et b dans C”. Par conséquent, si ¢ = (ay, ..., a,) appartient a U et
b= (by,...,b,) est 'image de a par f, alors f doit envoyer l'intersection du
cone C, d’équation  "_, (z —a )* = 0 avec U sur Dintersection du céne
C d’équation  "_, (z —b )? =0 avec V.

On note, pour tout ,a =a; + az eton prend z = (zy,...,2,) un point
de C, R”". Ce point doit vérifier "_, (z —a )2 = 0, ce qui se traduit
par deux conditions.

La premiere s’écrit  "_; (z — &y )2 = "_, a3 etindique que z appartient

a la (n-1)-sphere de centre p, = (ajy, ..., a1,) et de rayon (a3, + ... + a2n)
Lasecondes’écrit  "_, az (z —a;y ) = 0et dit que z appartient a I’hyperplan
affine passant par p, et orthogonal a la direction (a1, ..., az,). Ainsi C, R”

L
est une (n-2)-sphére centrée en p, et de rayon (a3, + ... +a3,) . Comme a

est dans U, le point p, appartient & U. En faisant décrire & (a2, + ... + a3,) g
un petit intervalle autour de 0, on obtient toutes les (n-2)-sphéres centrées
en p, de rayon suffisament petit.

Ceci montre qu’il existe un voisinage de p, tel que toute (n-2)-sphére con-
tenue dans ce voisinage est envoyée par f sur une (n-2)-sphere de V. On
montre alors aisément que f envoie également les (n-1)-sphéres suffisamment
petites de U sur des (n-1)-spheres. O

Remarque 1.6. ans le cas n = 2 la démonstration est mise en défaut
puisque Cy  R? est en général réduit a deuz points.
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Chapitre

Les structures
pseudo-riemanniennes
conformes en tant que
structures géomeétriques
rigides a 'ordre

2.1 Introduction

Comme nous l'avons dit au chapitre précédent, le théoreme de Liouville
en géométrie riemannienne conforme constitue un premier exemple d’un
phénomene général : la rigidité des applications conformes entre variétés
pseudo-riemanniennes de dimension supérieure ou égale a 3. Ce phénomeéne
de rigidité est bien connu des géometres et les résultats énoncés dans ce
chapitre ne prétendent & aucune originalité (voir par exemple [K] [G] [R]),
si ce n’est peut étre dans leur présentation que nous nous sommes efforcés
de rendre la plus élémentaire possible. Nous nous proposons donc d’établir
les deux théoréemes suivants:

Théoréme 2.1 (Rigidité des structures conformes). Soit M une var-
i€lé de dimension n > 3 munie d’une structure pseudo-riemannienne con-
forme. Soit X1(M) le fibré des 1-jets de métriques de la classe conforme.

Alors la structure conforme de M définit naturellement sur X1(M) une
distribution horizontale (de sous-espaces transverses auz fibres) ainsi qu’une
métrique pseudo-riemannienne g} ;.

En particulier, tout difféomorphisme conforme entre deux variétés M et
N induit une isométrie de (X' (M), g3,) sur (X'(N),gx) qui préserve les
distributions horizontales.

Théoréme 2.2 (Rigidité locale des applications conformes). Soient
M et N deux variétés pseudo-riemanniennes connezxes de dimension supérieure
ou égale a 3. Soient [ el g deux applications conformes de M dans N. Si
[ et g ont méme 2-jet en un point x de M, alors elles co'ncident sur M.
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Comme on peut s’y attendre, certaines des propriétés de la structure con-
forme de M se lisent sur les caractéristiques géométriques du fibré X1(M).
Nous démontrerons par exemple que la platitude conforme d’une variété M
est équivalente a 'intégrabilité de la distribution horizontale naturellement
associée dans X!(M).

Enfin, nous prouverons une généralisation du théoreme de Liouville sur
les quadriques pseudo-riemanniennes standard.

2.2 onstruction des rés

Dans tout ce qui suit, on désignera par M et N deux variétés connexes, de
dimension > 3, munies d’une structure conforme pseudo-riemannienne.
Nous notons Conf °°(M) le pseudo-groupe des difféomorphismes conformes
entre ouverts de M.

221 Jet d’une application

Soit f une application d’un ouvert U de R™ dans un ouvert V de R? et z
un point de U. On appelle jet d’ordre r (ou r-jet) de f en z la troncature a
I’ordre r de son développement de Taylor en . Deux applications auront le
meéme jet d’ordre r en z si le développement de Taylor en z de leur différence
est nul jusqu’a 'ordre r.

Soit f une application entre deux variétés M et N et z un point de
M. La propriété avoir le méme r-jet en z est une relation d’équivalence
préservée par les applications de changement de carte. Il y a donc un sens
a parler du r-jet de f en z et on le notera [.(f).

222 Fibrés des - ets de métriques

Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension n. La signature
de g est (p,n — p). On appelle X"(M) (simplement noté X" s’il n’y a
pas d’ambiguité) le fibré des r-jets de métriques de la classe conforme de
g. Comme toute métrique de la classe conforme de g est de la forme €%g,
si (U, ¢) est une carte de M, alors la partie de X" qui se projette sur U
s’identifie au fibré des r-jets de fonctions de U dans R. Cette identification
n’est pas canonique (elle dépend du choix de g), ce qui fait que les fibres de
X" ont une structure affine et non vectorielle.

asr =20
Se donner le 0-jet d’une métrique en z revient a connaitre la valeur de
o(z). Les fibres de X° sont donc difféomorphes & R.
asr =1
Les fibres de X! sont difféomorphes a R**! puisque le 1-jet d’une métrique

en z est donné par o(z) et d,o.

asr =2
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nn 1
Les fibres de X ? s’identifient 3 R*H1 7 puisque le 2-jet d’une métrique
en z est donné par o(z), d,o et d2o.

r

22 Action du groupe conforme sur

Si ¢ est un difféomorphisme conforme entre ouverts de M, alors ¢ induit
sur X" un difffomorphisme ¢, entre ouverts de X" donné par ¢,.( L(g)) =

T(Z)((qb_l)*(g)). De méme, si (M, g) et (N, g’) sont deux variétés pseudo-
riemanniennes et que ¢ est un difféomorphisme conforme d’un ouvert U de
M sur un ouvert V de N, alors ¢ induit un difféomorphisme ¢, de X" (U)

sur X" (V) par la méme formule que précédemment.

Remarque 2.3. emarquons que l'on a également une action naturelle de
R sur chaque fibre de X" donnée par . (g) = IL(e g) avec A € R. ette
action fait de X° un R-fibré principal au-dessus de M.

otation 2.4. Siu est un point de X", on note w(u) sa projection sur M.
‘autre part, on appelle u(z) sa projection sur X°. eci a un sens puisque
pour r , X7 fibre au-dessus de X .

2.3 émonstration des théoremes de rigidité.

2 1 uelques propriétés des sections de !

Les théoremes de rigidité que nous démontrons sont des théorémes locaux.
Aussi, lorsque nous parlons de sections de X!, nous entendons toujours sec-
tions locales. De méme, quand on parlera de g dans la classe conforme,
on sous-entendra en général une métrique g définie sur un ouvert U de M,
et qui est bien sir conformément équivalente aux métriques globales de la
classe conforme sur cet ouvert. On appelle alors , la section de U dans
X! qui & 2 associe !(g). De telles sections sont dites holonomes. Les
espaces holonomes sont définis comme les espaces tangents aux sections
holonomes. Le lemme suivant montre, entre autre, que tout espace holonome

est canoniquement muni d’une métrique pseudo-riemannienne.

Lemme 2.5. Soient @ dans M, u dans X} et  dans X? au-dessus de
u. Alors toutes les sections , de X1, pour g a ant  comme 2-jet en z,
ont méme espace tangent en u. e sous-espace de T, X', transverse a la
fibre X1, est noté H,. [ est muni canoniquement d’une méltrique pseudo-
riemannienne de signature (p,n — p) que on note gi’

Preuve : Soit g une métrique dans la classe . On remarque que d; , ne
fait intervenir que le 2-jet de g en = et donc ne dépend pas du choix de g
dans . Par conséquent, le sous-espace de T, (X*) défini par d, ,(T.M) ne
dépend que de et on le note H,. Il est transverse a la fibre X! puisque |

. . . s4. 1 ,
est une section et est canoniquement muni d’une métrique g,/ donnée par

g = (de g7 (ul2)). O
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Remarque 2.6. On vient en fait de monlrer qu’il  avail correspondance
biunivoque entre les sous-espace holonomes de dimension n de T, X" et les
éléments de X 2.

2 2 Sous-espace vertical en un point de !

Soit u dans X! et 2 = m(u). On remarque que sur la fibre X},

deux feuilletages transverses. Le premier, de codimension 1, est donné par
les fibres de X! au dessus de X?. Le second, de dimension 1, est donné par
les orbites de l'action de R sur X!. L’espace tangent en u & la fibre X},
que 'on appelle espace vertical en u et que 'on note V,,, s’identifie donc
naturellement a R w ou o est la fibre de u au-dessus de u(z). Nous
allons voir que la structure conforme de M munit naturellement , d’une
métrique. Pour cela, choisissons une métrique g, telle que !(g,) = u. Alors
. est Pensemble des !(g) oll ¢ = e“g, avec o(z) = 0. Un point de
est uniquement déterminé par la donnée de d,o. Insistons sur le fait que
ceci ne dépend pas du choix de g,. En effet, si 1(g)) = u, alors g = ¢ ¢/,
et on a dyo = dyo’. Il y a donc identification naturelle de , avec T} (M)
qui s’identifie a son tour, via u(z), & T,(M). On peut donc transporter
canoniquement u(z) en une métrique sur ,. Quant a la composante R de
I’espace vertical, on la munit de la métrique canonique. Le produit des deux
métriques précédentes fournit alors une métrique g}j sur V, = R u-

Cette métrique est naturelle, au sens ou elle ne dépend que de la structure
conforme de (M, g).

il existe

2 Sous-espace horizontal en un point de !

Nous allons & présent montrer qu’il existe en chaque u de X' un sous-espace
de T, X! transverse & V,,, naturellement défini par la structure conforme de
M. Par le lemme 2.5, cela revient & construire une section de X! dans X?,
naturelle elle aussi. L’existence de cette section nous est assurée par la

roposition 2.7. Soil u un point de X!. [ exislte, dans la fibre de X2
au-dessus de u, une unique classe (u) de métriques telle que si g a pour
2-jet  (u) en z, alors  cz(g) = 0.

Preuve : Si g et ¢’ sont deux métriques sur M avec g’ = €2?¢, on a la formule
(voir [Be] p59)

clg)= clg)—(n—2)( do—doodo)+ (Ao —(n—2) do ?)g.

Dans cette expression Ao désigne le Laplacien de o et do son Hessien
relativement & ¢g. On recherche des fonctions o telles que o(z) = 0,d,0 =0
(c’est la condition pour que g et ¢’ aient méme 1-jet en z) et ¢,.(g') = 0.
Cela s’écrit d’apres ’équation précédente:

cx(g)=(n—2) doy— Ao,gs.
On va lire cette équation dans une carte exponentielle autour de z. Dans
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une telle carte, le 1-jet de la métrique en 0 est celui de la métrique canonique
et la dérivation covariante en 0 est la dérivation usuelle. Si I’on note r; les
composantes du tenseur de Ricci dans cette carte, on obtient le systeme:

ri(0) = (n=3)2=(0) - _; =(0) 1 n.

ri (0) =(n—-2)77-(0) =

Lorsque n > 3, ce systeme détermine de maniere unique les —2—, c’est-
a~dire le 2-jet de o. O

D’apres le lemme 2.5, la section  détermine naturellement en chaque
point « de X! un sous-espace transverse H, muni d’une métrique pseudo
riemannienne g}j . La distribution obtenue sera appelée distribution hor-
izontale et nous la noterons H.

2 4 Théoréemes de rigidité

En chaque point u de X!, I'espace tangent se décompose en V,, H,. La
métrique g' = gb gl est alors une métrique pseudo-riemannienne sur
X' qui ne dépend que de la structure conforme de départ sur M. Ainsi
comme par définition, tout difféomorphisme conforme ¢ préserve la classe
conforme, son action ¢; sur X! préservera les distributions horizontales et
verticales ainsi que la métrique g'. Ceci démontre le théoréme 2.1.

Remarque 2.8. 57 M est munie d’une métrique de signature (p,q), alors
la métrique g* sera de signature (2p,2q+ 1).

On en déduit le théoréme 2.2 en remarquant tout d’abord qu’une appli-
cation conforme est un difféomorphisme local, ce qui permet de se ramener
au cas ou f et g sont des difféomorphismes et M un ouvert connexe. Il suffit
alors de démontrer qu’un difféomorphisme conforme ¢ d’un ouvert connexe
dans un autre ayant le méme 2-jet en un point que l'identité est I'identité.
Mais si ¢ a le méme jet d’ordre 2 que l'identité en un point = de M, alors
¢1 a le méme jet d’ordre 1 que I'identité en tout point de la fibre X1. On
est donc ramenés au résultat classique qui dit qu’une isométrie d’une variété
pseudo-riemannienne connexe ayant méme jet d’ordre 1 que I’identité en un
point est elle méme l'identité.

2. Le théoreme de Liouville sur les quadriques
standard pseudo riemanniennes

241 Dé nition des quadriques "

Nous décrivons ici une construction que nous referons en détails au chapitre
4 dans le cas p=1. Notons R?™ (0 p n) l'espace R" muni de la forme
quadratique canonique:
— P .o n n
T, =-— % it xz, dans R™.
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On note CP17+2 Je cone isotrope épointé de RPTL7 2,

Enfin, on appelle 7 : RP*17+2 3 R "+l |3 projection canonique sur
'espace projectif. Alors 7(CPT1"+2) est une sous-variété de dimension n
de R ™! que I'on note QP". La métrique canonique de RP+17+2 induit
une métrique dégénérée sur CPH17+2, La classe conforme de cette métrique
dégénérée est invariante par homothéties donc passe au quotient. Elle définit
alors sur QP™ une classe conforme de métriques pseudo-riemanniennes de
signature (p, ¢) que l'on appelle classe conforme canonique.

Remarque 2.9. ans le cas p = 0, Q"™ est la sphére riemannienne S™
munie de la structure conforme usuelle.

Topologiquement, la variété QP" est revétue, via un revétement double
par SP X S*7P,

On appelle M, (n) le groupe PO(p+ 1,7+ 1 — p). Comme la structure
conforme de QP est canoniquement construite a partir de la métrique sur
RPHLHZ ] est clair que M, (n) agit conformément sur QP™.

1 p,n

242 Action du groupe , sur

Nous supposons désormais que I’on s’est fixé p et ¢ et afin de ne pas alourdir
les notations, nous notons G a la place de M, (n). La propriété fondamentale
de I’action du groupe G sur le fibré X' (QP™) est donnée par la

roposition 2.10. Le groupe G agit transitivement sur X'(QP™) et pour
tout u dans X'(QP"), le stabilisateur de u dans G, noté G, s’identifie au
groupe O(p,n — p) des transformations linéaires de H, laissant g}j noari-
anle.

Preuve :

Soit M une variété pseudo-riemannienne et u un point de X !(M). Nous
notons Conf,[“(M) le pseudo-groupe des éléments de Conf *“(M) qui fixent u.
Tout élément de Conf,”°(M) laisse invariant le sous-espace H, en préservant
la forme quadratique g}/ et peut donc se voir comme un élément de O(p, n—
p). On montre alors le lemme général suivant:

Lemme 2.11. Soit ( ,g) une variété pseudo-riemannienne de signature
(p,n — p) et w un point de XY(M). Alors le pseudo-groupe onf°(M)
s’injecte dans O(p,n — p).

Preuve :
Supposons qu’un élément ¢ de Conf (M) agisse trivialement sur H,.
On note z = 7(u) et on choisit g une métrique de la classe conforme avec
¢z(g) = 0. Comme ¢ € Conf,?*(M), les métriques g et (¢~')"g ont méme
1—jet en . Comme elles ont toutes deux leur tenseur de Ricci nul en z,
on déduit de la proposition 2.7 qu’elles ont en fait méme 2—jet en z. On
en conclut que d; , = d; ( 1) g D’autre part, nous savons que ¢y 0 , =
( 1) g0° ¢. Ceci implique dy,¢10d; 3 =d, ( 1) g© d,¢. Mais ’action de
d,¢1 en restriction a H,, est triviale et par conséquent d;, ; =d, god$¢,
ce qui entraine d ¢ = d. On vérifie qu’alors, ¢, agit trivialement sur toute
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la fibre contenant w. On conclut que ¢; a méme 1-jet en u que l'identité
et comme c’est une isométrie pout la métrique g', cela signifie que c’est
I’identité. O

On choisit u dans X!(QP™) et on considere I’application f qui va de
G dans X1(QP™) et qui, & un élément g de G, associe le point g.u. La
différentielle de f en I'identité a pour noyau l'algebre de Lie de G,,. Comme
d’apres le lemme précédent, la dimension de ce noyau est majorée par %n(n—
1), on obtient que le rang de la différentielle de f est supérieur a n, donc est
n. Ceci prouve que 'orbite de u est ouverte. On peut faire ce raisonnement
pour tout u dans X1(QP™), et par connexité de X1(QP™), on obtient que
I’action de G est transitive. 0

24 Distribution horizontale de ! ?”»

Nous montrons a présent:

roposition 2.12. La distribution horizontale sur le fibré X (QP™) est in-
tégrable.

Preuve : Considérons ’application suivante:

—. RP" —y RPpHLnt2

z— (14+ z,2 ,22,1- z,z).

L’image de RP™ par ~ est contenue dans CPt1:m+2 et I’application mo ™,
que l'on note , réalise un difféomorphisme conforme de RP™ sur QP P,
ol P est I'image par m de 'hyperplan 21 4+ 2,49 = 0.

Lorsque p = 0, I’application est la projection stéréographique de R™ dans
S™ p.

La métrique §eqn, = ( _1)*gc,m est plate sur QP'" P et est dans la classe
conforme canonique. Ainsi, , ,(QP” P) est une sous-variété horizontale

de X'(QP") que l'on note . Maintenant, par transitivité de I'action de
G sur X1(QP™), il est clair que chaque point de X1(QP") sera inclus dans
I'image de  par un élément de G. U

244 Preuve du théoréeme de Liouville

Nous nous proposons a présent de démontrer le

Théoréme 2.13 (Liouville). Sin >3, U et V sont deux ouverts connezxes
de QP" et [ est une application conforme de U dans V de classe C' |, alors
[ est la restriction ¢ U d’un unique élément [ de G.

Preuve : Comme G agit transitivement sur X!, il existe un  de G tel que

of fixe un point u de X*'. Comme G, = O(p,n — p), quitte & composer a
nouveau par un élément de G, on peut supposer que a le méme 1-jet en
u que l'identité. Mais alors le théoreme de rigidité locale 2.2 nous dit que
(of) =d .Dot f=("Y cequidémontrele théoréme 2.13. O
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2. ariétés pseudo riemanniennes conformément
plates

Définition 2.14. Une variété pseudo-riemannienne (M, g) de dimension n
et de signature (p,q) est dite conformément plate si pour chaque point z de
M, il existe un ouvert U, contenant x qui soil conformément difféomorphe
a un ouvert de RP".

Par exemple, les quadriques QP'™ sont conformément plates.
Le but de cette section est de relier la platitude conforme de M & des
propriétés géométriques de X1,

2 1 Platitude conforme et intégrabilité de

Nous avons montré précédemment que pour les quadriques pseudo-riemanniennes
standard, la distribution H était intégrable. Le théoréme suivant nous dit
que localement, c’est le seul cas ou ce phénomene se produit.

Théoréme 2.15. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de dimen-
sion n > 3 et de signature (p,q). Alors (M, g) est conformément plate si et
seulement si la distribution H est intégrable.

Preuve : Supposons que (M, g) soit conformément plate. Soit go une métrique
de la classe conforme qui soit plate sur un ouvert U de M. Alors , (U) est
une feuille intégrale de H. Comme (M, g) est conformément plate, (X!, g1)
est localement isométrique & (X1(QP™),gl,,). Or d’apreés la section précé-
dente, le pseudo-groupe C' nf,.(QP™), qui n’est autre que M,(n) d’apres le
théoréeme de Liouville, agit transitivement sur X1(QP™). Par conséquent, le
pseudo-groupe C' nf,.(M) agit lui aussi transitivement sur X*(M). Ainsi,
si par un point de X1(M), il passe une feuille intégrale, il en passe par tous
les points, ce qui montre que H est intégrable.

Réciproquement, supposons que la distribution H soit intégrable. Toute
feuille intégrale est transverse aux fibres de X! et fournit donc une section

: U = XYU). Les espaces tangents a (U) sont tous holonomes (les

espaces horizontaux sont holonomes par définition). Il n’est pas difficile
de vérifier qu’alors, est elleeméme holonome et s’écrit donc , pour une
métrique g Ricci-plate sur 'ouvert U. On se fixe zg dans U et ug dans Xéo.
La fibre de X' au-dessus de wugp(zo) est de dimension n et par chacun de
ses points, il passe une feuille intégrale. Il existe donc wuy, ..., u, n jets de
cette fibre avec u; — ug linéairement indépendants et des métriques g! = e g
définies sur U pour t € [— + ] telles que:

() 1(g1) = t(us — o) + o

() clgh)=0surU.

L’équation de la proposition 2.7 appliquée & ¢! et g s’écrit alors:
2
(n=2)( dyof = dyo} 0 dy0}) = ((A0})z = (n = 2) duo} 7)gs
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et ce pour tout z de U.
On remarque que oY = 0 et que par conséquent d,o! o d,o! tout comme
dyo! % ne font intervenir que des termes d’ordre 2 en ¢. Il vient alors

(n=2) de— (o) =(A—  0))ge.

Posons X;(z) = ( —t(tzo)of)gg.
Quitte a rétrécir U, les champs X; sont linéairement indépendants sur U.
Etant donné que L. ¢ =2 df,ona

g 't(t:o)aZ n—2( t(t:O)UZ)g g

ou ; est une fonction définie sur U.

Les champs X; sont donc des champs de Killing conformes. D’autre part,
sachant que pour tout champ de vecteurs sur U on a:

L g(, )=2¢9(, X;)etondéduit X;,= ;

Cela entraine d’une part

et d’autre part

() g, 2)=0-n) .

Mais comme g est Ricci-plate sur U, on voit par ( ) que ; est constante sur
cet ouvert. On déduit alors de I’égalité ( ) que ( ,Z)X; est nul pour tout
. Les X; étant linéairement indépendants, ils génerent I’espace tangent et
donc =0 sur U. La variété M est alors conformément plate. O

2 2 Caractérisation tensorielle de la platitude conforme

Sur une variété pseudo-riemannienne, il existe un tenseur de type (1,3), le
tenseur de Weyl, qui s’annule si et seulement si la variété est conformément
plate. Nous allons a présent construire naturellement, & partir des distribu-
tions horizontales et verticales de X'(M), une variante de ce tenseur, dont
I’annulation caractérise la platitude conforme de M. C’est I'objet de la

roposition 2.16. Soit ' X! le fibré des vecteurs horizontaux de TX' el
T X! celui des vecteurs verticauz. [ existe un tenseur antis métrique
de T X' xT X' a valeurs dans T X' qui soil invariant par Uaction de
C nf(M) sur X'. e plus ce tenseur est nul si et seulement si la variété
M est conformément plate.

Preuve : Considérons ’application qui a tout couple de champs horizontaux
(X, ) associe la composante verticale de [X, ]. Si f et g sont deux appli-

cations de M dans R, la formule [fX,¢9 | = fg[X, |4+ f(X.9) —¢g( ./)X
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montre que V([fX,g |) = fgV([X, ]). L’application considérée définit
donc un tenseur antisymétrique de 77 X' x T X' dans 7" X' que 'on ap-
pelle . Si ¢ € C nf(M), comme ¢, préserve les distributions horizontales
et verticales on a (¢1)* = . D’autre part, il est clair que  s’annule
si et seulement si H est involutive, c’est-a-dire intégrable par le théoréme
de Frobenius, ce qui équivaut & M conformément plate par la proposition
précédente. O

Rappelons que par le lemme 2.11, si u est un point de X!, le pseudo-
groupe Conf,/°(M) s’injecte dans O(p,n — p). On a alors la

roposition 2.17. Si pour tout u dans X', onf?°(M) s’identifie a O(p, n—
p), alors M est conformément plate.

Preuve : Soient Xy, Xy, ..., X;; n champs de vecteurs horizontaux orthonor-
més définis sur un voisinage de u € X'. Comme par hypothese Conf, (M)
s’identifie a O(p, n—p), pour tout entier dans 1..n il existe ¢ € Conf/°(M)

tel que en w on ait ¢, (X ) = X pour = et ¢,(X;) = —X;. Mais alors
on a pour tout dans 1l..n : ,(X;, ) =— 4(X;, ) . Le tenseur est
donc identiquement nul et on conclut par la proposition 2.16. (|

Soit z un point de M. Alors les champs de Killing conformes locaux
définis au voisinage de z forment une algébre de Lie que 'on note (z).
On appelle d  ;(Conf °°(M)) la dimension de cette algebre (dimension qui
peut éventuellement varier avec le choix de z).

roposition 2.18. Au voisinage de tout © de M, on a la majoration
d ( onf(M)) d (Mpy(n)). e plus, il a égalité pour toul x si et
seulement si M est conformément plate.

Preuve : Soit u € X' et = m(u). Les champs de vecteurs de (z) four-
nissent des champs de Killing sur X! (il suffit de regarder ’action des flots
associés sur X1) définis sur un voisinage de u et qui constituent une al-
gebre de Lie !(u) de méme dimension que (z). On considéere main-
tenant I’application linéaire qui va de 1(u) dans T, X' qui & un champ
de vecteur associe sa valeur en u. La dimension du noyau de cette applica-
tion est d  Conf°(M). On obtient donc I'égalité d ( '(u)) = 2n+ 1+
d (Conf(M)), cest-a~dired (Conf??(M)) =2n+14+d (Conf*(M)).
Le terme de droite est majoré par la dimension de M, (n) et on a égalité si et
seulement si d (Conf)(M))=d O(p,n— p). On conclut par la propo-
sition 2.17. g

2 Cas de complétude de !

Au vu de ce qui précede, on peut se demander si certaines propriétés con-
formes de la variété M se lisent sur les propriétés géométriques de la métrique
g'. Par exemple, que signifie la complétude de g' pour la variété M? Nous
n’avons pas de réponse générale a cette question mais nous pouvons néan-
moins prouver la
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roposition 2.19. Soit (M, g) une variété riemannienne conformément
plate. Alors la variété (X1(M),g') est compléte si et seulement si M est
conformément équivalente a la sphere S™.

Preuve : Notons tout d’abord que (X'(S™),gl,,) est complete (car ho-
mogene). D’autre part, M étant supposée conformément plate, il existe
une application développante de M dans S™ qui est un difféomorphisme
conforme local. 1l induit une isométrie locale ; de X'(M) sur X(S").
Or une isométrie locale entre deux variétés riemanniennes compléetes est un
revétement. On conclut alors que 1 est une isométrie globale, car X'(S™)

est simplement connexe, et que finalement M est conformément équivalente
a S”. O

Question 2.20. On peut se demander si ce résultat reste vrai sans I'h pothése
de platitude conforme sur la variété M.

2. éodésiques onformes

Nous allons voir que la rigidité des applications conformes en dimension > 3
se traduit aussi par l'invariance, sous ’action du groupe conforme, d’une
famille de courbes dépendant d’un nombre fini de parameétres (voir aussi [S],
[Fed] pour le cas riemannien). Pour définir ces courbes, nous revenons sur la
notion de géodésiques définies par rapport a une distribution de sous-espaces.

Soit (N, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension n et H une
distribution de sous-espaces de dimension p. On note  la connexion de
Levi-Civita associée a la métrique g.

roposition 2.21. Soient z dans N et dans H,.

Sotent X1....X,, n champs de vecteurs orthogonauzx définis sur un voisi-
nage U de z el tels qu’en chaque point de U, ces champs engendrent ’espace
tangent et les p premiers d’entre eux engendrent ['espace H,..

Alors le s steme différentiel suivant admet une unique courbe v(t) solu-
tion.

(1) g (', Xi) =0 purn+tl 2n + 1.

(2) g (t( v, Xi) =0 purl n.

7(0) =

7'(0) =
Preuve : On se place dans une carte. On note z...... x, des coordonnées
locales de N. Les coordonnées des vecteurs X; sont notées X}1...... /. Enfin,
onpose (' X) = "_, ,X.

Le systeme s’écrit donc:

Maz'= " AX, 1 n.

@A+ " fAA=0 1 n.

C’est un systeme ordinaire d’équations différentielles. Il existe une unique
solution si I’on se fixe les conditions initiales 2{...29 AY....A2. O
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Les courbes qui vérifient localement le systeme précédent sont appelées
géodésiques relativement a la distribution H.
Lorsque N est le fibré X' et H la distribution des espaces horizontaux, les
géodésiques relativement a H seront appelées géodésiques horizontales.
Les projections sur M de ces courbes paramétrées sont appelées géodésiques
conformes.
La donnée d’un point u de X! et d’un vecteur de T (vyM détermine une
unique géodésique conforme de M. D’autre part, il est clair qu’une appli-
cation conforme envoie géodésique conforme sur géodésique conforme. On
obtient ainsi une famille de courbes & 2n+ 1 parameétres (n est la dimension
de la variété considérée) invariante par le groupe conforme.

Exemple 2.22. ans le cas de la sphére S™, les courbes oblenues sont les
cercles.
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Partie 11

Le cas riemannien une
preuve d namique du
théoreme de errand- bata
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Chapitre

utour du théoreme de
errand- bata

Le texte qui suit est la version intégrale de I'article [F'T], écrit en collabo-
ration avec Cédric Tarquini, qui est "auteur de la version “feuilletée” de ce
théoreme (voir aussi [T]).

Résumé
Le but de cet article est de donner une nouvelle démonstration du théoreme
de Ferrand Obata dans le cas d’une variété compacte en utilisant des méth-
odes dynamiques. Celles-ci nous permettront de généraliser ce théoréme aux
cas des feuilletages transversalement conformes de codimension supérieure
a trois et ayant pour seules fonctions basiques les fonctions constantes.

Abstract
The aim of this article is to give a new dynamical proof of the Ferrand Obata
theorem when the manifold is compact. This will give us a generalisation
of this theorem to transversally conformal foliations of codimension greater
than three and constant basic functions.

3.1 Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. On sait qu’alors son groupe
d’isométries est également compact. Qu’en est-il de son groupe conforme?
Le cas de la sphére nous montre que celui-ci peut ne pas étre compact. En
fait, on montre que lorsque Conf(M) est compact, il agit comme groupe
d’isométries pour une métrique de la classe conforme de g. On dit dans
ce cas qu’il est inessentiel. Dans le cas contraire, c’est-a-dire si le groupe
conforme ne peut s’inclure dans le groupe d’isométries d’une métrique de
la classe conforme de ¢, on dit qu’il est essentiel. Notons bien que pour
une variété compacte, le groupe conforme est essentiel si et seulement si
il est non compact. La question de savoir quelles variétés ont un groupe
conforme essentiel, connue sous le nom de “conjecture de Lichnerowicz”, a
suscité de nombreux travaux aboutissant a des résultats partiels (Obata a
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traité le cas de la composante neutre Confy(M) du groupe conforme d’une
variété compacte. Voir [KP] p 93 103 pour une démonstration simplifiée de
ce cas due a J.Lafontaine). La réponse compléte a cette conjecture nous est
donnée par le

Théoréme 3.1. ( el €2 ) Soit (M, g) une variété de dimensionn 2.
Le groupe onf(M) est essentiel si et seulement si M est conformément
équivalente a "™ ou ™.

On doit a Jacqueline Ferrand la preuve compléte de ce théoreme (une
preuve avait été proposée auparavant par Alekseevskii mais elle s’est avérée
inexacte). Sa démonstration nécessite toutefois la construction d’invariants
conformes globaux, méme dans le cas compact. Dans cet article, nous nous
proposons de redémontrer de maniéere simple ce théoreme dans le cas com-
pact par des méthodes exclusivement dynamiques. Une partie de ces méth-
odes nous permettra également d’obtenir un analogue du théoréme 3.1 pour
certains feuilletages sous la forme du

Théoréme 3.2. Soit (M, ) une variété compacte munie d’un feuilletage
transversalement conforme et de codimention supérieure a 3. St loules les
fonctions basiques de  sont constantes, alors:

soit  esl riemannien,
soil  esl transversalement  obius.

Ce théoreme est une premiere réponse a la question plus générale:

Question : Si un feuilletage transversalement conforme n’est pas rieman-
nien, alors il est transversalement Mobius.

3.2 réliminaires

Dans cet article toutes les variétés sont de classe *°.

Soient (M, g) et (N, ) deux variétés riemanniennes, un difféomorphisme
conforme local de (M, g) dans (N, ) est un difféfomorphisme f d’un ouvert
U de M dans un ouvert V de N vérifiant f* = e”g ou o est une application
définie sur U a valeurs réelles.

Dans la suite nous fixerons une variété riemannienne (M, ¢) et nous nous
intéresserons a ’ensemble des difféomorphismes conformes locaux. Nous le
noterons Conf(M, g) ,. ou Conf(M) .. s’il n’y a pas d’ambigiité sur g.

La classe conforme d’une métrique ¢ est I’ensemble des métriques de la
forme €?¢ ou o est une fonction de °°(M), nous la noterons (g). Ainsi le
groupe des difféomorphismes conformes de (M, g), qui sont les éléments de
Conf(M, g) .. définis sur M tout entier, sont encore les difféomorphismes f
qui préservent (g) i.e. tels que f*g appartient a (g).

Définition 3.3. La variété (M™, g) est conformément plate si en tout point
de M il existe un voisinage ouvert U conformément équivalent a un ou-
vert V de ™ munie de la mélrique euclidienne, c’est a dire s’il existe un
difféomorphisme conforme de (U, g) sur (V,euc ).
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Exemples

Toutes les variétés de dimension 2 sont conformément plates.

Pour n 2, * ™ et " munies de leur métriques standards sont

conformément plates.

Désormais les variétés seront de dimension supérieure a 3, car sous cette
condition il existe un tenseur qui mesure la platitude conforme. En dimen-
sion supérieure a 4 ce tenseur est appelé le tenseur de Weyl (noté )

f X ( [ ] 3 56 57 [ ]
65 75

M . o= J

3.3 Le point de vue local

Définition 3.4. m g M
m f m g g m m c
i M A [ c c* M += z2>
c m ’ A ’
3 3 X
roposition 3.5. S ( ,g) m m
g c [ mm A x M
m m g (¢’ - -
) g M.
P
3 g g7
z U, g u, ,
x C*
¢ M . ¢*g = ¥y
g @ = e 20 g
= g9 M c
M O
Remarque 3.6. c m M 3, M

m g = S,9( S Se )-



3. pplication a la démontration du théoreme

3.1
X
[ ]
roposition 3.7. S M,g m cm ¢ . A
c
() M
() M ~ cm c.
roposition 3.8. S M,g m LA -
c
() M :
() M g m M.
35
3
roposition 3.9. S M,g m cm c
c [ mm , g M cm c.
P M
U
M
M
M
= xzelU x,
d
Jii
X I @
f f
I
I
Ji
U Ji
U Ji
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