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Principe de la réduction d’ordre
Hypothèse
Dans la suite on va considérer qu’on a construit Φ ou G a partir de données (u1, ....,um)

Objectif
Etre rapidement capable de calcule une solution spatiale ou temporelle pour un nouveau
paramètre µ. Pour cela
• On calcule û(µ) ou û(t,µ)
• On décompresse avec Φ ou G

Comment calculer la solution dans l’espace réduit ?

Solution
Construire un modèle réduit en petite dimension dont û(µ) ou û(t,µ) sont solutions.

Offline/Online
La construction du modèle peut être couteuse et est faite une seule fois. On parle de la phase
offline. Le modèle réduit peut être résolu un nombre important de fois. On parle de phase
online. La phase online doit être très peu couteuse.
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Méthode de projection I
Idée
Comme pour les méthodes numérique on restreint/projette les équations sur l’espace
d’approximation.

• On considère {
r(x)u(x) + a∂xu− d∂xxu = f (x)
u(x = 0) = ul, u(x = L) = ur

• Après discrétisation spatial le problème se réécrit
r(v, rh, fh,µ) := Rhv+ aDhv− dDhhv− fh := LR,a,µv− fh = 0

avec r : Rn×Rn×Rn×D → Rn correspond au résidu de notre problème en grande dimension.
• On définit notre espace d’approximation Linéaire:

VK =
{
ũ(µ) = uref +Φû(µ), û(µ) ∈ RK}

Projection de Gakerkin moindre carrés
Il s’agit de la solution du problème:

û = argmin
ṽ∈VK

‖ r(ṽ,Rh, fh,µ) ‖22= argmin
v̂∈RK

‖ r(uref +ΦK v̂,Rh, fh,µ) ‖22
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Méthode de projection II
Solution de LS Galerkin
La solution de la minimisation du résidu sur Vn est donnée par:

(LR,a,µΦK)
t(LR,a,µΦK)û = (LR,a,µΦK)

t(fh − LR,a,µuref )

• Demonstration:
I On chercher a minimiser le problème:

h(v̂) =‖ LR,a,µΦK v̂− (fh − LR,a,µ(uref )) ‖22
I On développe:

h(v̂) = 〈LR,a,µΦK v̂, LR,a,µΦK v̂〉− 2〈LR,a,µΦK v̂, fh − LR,a,µuref 〉+ ‖ fh − LR,a,µuref ‖22
I On calcul le gradient

∂h(v̂)
∂v̂ = 2Φt

KLtR,a,µLR,a,µΦK v̂− 2Φt
KLtR,a,µ(fh − LR,a,µuref )

I On résout maintenant ∂h(v̂∗)
∂v̂∗ = 0. On obtient donc

2(LR,a,µΦK)
tLR,a,µΦK v̂? − 2(LR,a,µΦK)

t(fh − LR,a,µ(uref )) = 0

donc:
(LR,a,µΦK)

t(LR,a,µΦK)v̂? = (LR,a,µΦK)
t(fh − LR,a,µ(uref ))

• Si la dépendance aux paramètres est affine on peut pré-calculer les matrices. Dans le cas
général on aura besoin d’hyper-réduction (cours ROM).
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Méthode de projection III

• Le schéma peut réécrit sous forme énergétique;

minu rv(u,Rh, fh,µ) := minu〈LR,a,µu,u〉− 〈fh,u〉

Solution de Galerkin
La solution de la minimisation du résidu sur VK est donnée par:

û = minṽ∈VK (〈LR,a,µṽ, ṽ〉− 〈fh, ṽ〉)

équivalent à

û = minv̂∈VK (〈LR,a,µ(uref +Φv̂(µ)), (uref +Φv̂(µ))〉− 〈fh, (uref +Φv̂(µ))〉)

• On retrouve la forme des élément finis standard.

• On est entrain d’appliquer les méthode de Ritz Galerkin et Galerkin moindre carré à l’espace
réduit.
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Méthode de projection IV

Solution de Galerkin
La solution de la minimisation de l’énergie sur VK est donnée par:

(Φt
KLR,a,µΦK)û = Φt

K(fh − LR,a,µuref )

• Demonstration:
I On chercher a minimiser le problème:

h(v̂) = 〈LR,a,µ(ΦK v̂+ uref ),ΦK v̂〉− 〈fh,ΦK v̂〉
I On réécrit cela:

h(v̂) = 〈LR,a,µΦK v̂,ΦK v̂〉− 〈fh − LR,a,µuref ,ΦK v̂〉

h(v̂) = 〈Φt
KLR,a,µΦK v̂, v̂〉− 〈Φt

k(fh − LR,a,µuref ), v̂〉

On calcul le gradient qui donne

∂h(v̂∗)
∂v̂∗ = Φt

KLR,a,µΦK v̂∗ −Φt
k(fh − LR,a,µuref )

I En cherchant à l’annuler on conclut la preuve.
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Méthode de projection pour décodeur non linéaire
• Dans le cadre nonlinéaire on peut aussi proposer une projection de Galerkin et Galerkin
moindre carrés. On va détailler le cas de la Galerkin moindre carrés.

Projection de Gakerkin moindre carrés

On se fixe l’espace d’approximation nonlinéaire:

WK =
{
ũ(µ) = (û(µ)), û(µ) ∈ RK}

Il s’agit de la solution du problème:
û = argmin

ṽ∈WK
‖ r(ṽ,Rh, fh,µ) ‖22= argmin

v̂∈RK
‖ r(G(v̂),Rh, fh,µ) ‖22

Solution de LS Galerkin dans le cas nonlinéaire
La solution de la minimisation du résidu sur WK est calculé par un algorithme de
Levenberg–Marquardt de la forme:

ûk+1 = ûk + δû
avec

((LR,a,µ(∂ûkG))
t(LR,a,µ(∂ûkG)) + λId)δû = (LR,a,µ(∂ûkG))

tfh
• L’encodeur peut permettre d’encoder une condition initiale physique.
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Méthode de projection I
• On peut aussi procéder a une projection de Galerkin dans le cas temporel (Ex Neural
Galerkin).

• On va considérer ici: 
∂tρ+ ∂xf (ρ) = 1

Re ∂xxρ

ρ(0, x) = ρ(x, α)
ρ(t, x = 0) = rl, ρ(t, x = L) = rr

• Comme précédemment on introduit le résidu:

r(dudt ,u, t;µ) :=
du
dt − f(x, t;µ) = 0, u(0;µ) = u0(µ)

Projection de Galerkin
La projection de Galerkin est donnée par la solution du problème

˙̃u = argmin
d
dt ṽ∈VK

‖r( ddt ṽ, ṽ, t;µ)‖
2
2

Ce problème est équivalent à
˙̂u = argmin

v̂∈RK
‖r(ΦK

d
dt v̂, ṽ, t;µ)‖

2
2

avec
û(0;µ) = û0(µ) = ΦT

K(u0(µ) − uref ).
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Méthode de projection II
Solution de l’approche de LS Galerkin
La solution du problème de minimisation précédent est donnée par:

dû
dt = ΦT

Kf(uref +ΦK û, t;µ), û(0;µ) = û0(µ)

• On chercher a minimiser le problème:

h(v̂) =‖ ΦK v̂− f
(
uref +ΦK v̂, t;µ

)
‖22

• On développe:

h(v̂) = v̂TΦT
KΦK v̂− 2v̂TΦT

K f
(
uref +ΦK v̂, t;µ

)
+ f

(
uref +ΦK v̂, t;µ

)T f(uref +ΦK v̂, t;µ
)

• On calcul le gradient
∂h(v̂)
∂v̂ = 2Φt

KΦK v̂− 2Φt
K f
(
uref +ΦK v̂, t;µ

)
• On résout maintenant ∂h(v̂∗)

∂v̂∗ = 0. Pour cela on utilise le fait queΦ est orthogonale, ce qui donne comme solution

0 = v̂∗ −Φt
K f
(
uref +ΦK v̂∗, t;µ

)
• Il existe des variantes ou on minimise le résidu du schéma. On parle de méthode de Petrov-
Galerkin.
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Méthode de projection pour décodeur non linéaire

• On peut procéder de façon similaire pour un espace réduit nonlinéaire.

Méthode de Galerkin nonlinéaire
La projection de Galerkin nonlinéaire est donnée par la solution du problème

˙̃u = argmin
ṽ∈WK

‖r(ṽ, ũ, t;µ)‖22

qui est équivalent à:
˙̂u = argmin

v̂∈∈RK
‖r
(
Jg(û)

dû
dt ,uref + G(û), t;µ

)
‖22

avec Jg la Jacobienne de G et

WK =
{
ṽ(t,µ) = uref + G(v̂(t,µ)), v̂ ∈ RK}

avec û(0;µ) = E(u0(µ)).
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Méthode de projection pour décodeur non linéaire II
Solution de Galerkin nonlinéaire
La solution de l’équation de la projection de Galerkin nonlinéaire est donnée par:

dû
dt = Jg(û)+f(uref + G(û), t;µ), û(0;µ) = û0(µ)

avec le pseudo-inverse Jg(û)+ = (Jg(û)tJg(û))−1Jg(û)t.

• On chercher a minimiser le problème:

h(v̂) =‖ Jg(v̂)v̂− f
(
uref + G(v̂), t;µ

)
‖22

• On développe:

h(v̂) = v̂T Jg(v̂)T Jg(x̂)v̂− 2v̂T Jg(v̂)T f
(
uref + G(v̂), t;µ

)
+ f

(
xref + G(v̂), t;µ

)T f(uref + G(v̂), t;µ
)

• On calcul le gradient
∂h(v̂)
∂v̂ = 2Jg(v̂)T Jg(v̂)v̂? − 2Jg(v̂)T f

(
uref + G(v̂), t;µ

)
• On résout maintenant∂h(v̂

∗)
∂v̂∗ = 0. Pour cela on inverse Jg(v̂∗)T Jg(v̂∗) ce qui donne

0 = v̂∗ − (Jg(v̂∗)T Jg(v̂∗))−1Jg(v̂∗)T f
(
uref + G(v̂∗), t;µ

)
ce qui conclut la preuve.
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La projection de Galerkin est t’elle suffisante ?

• Suite a notre réduction de modèle on dot résoudre

dû
dt = ΦT

Kf(uref +ΦK û, t;µ)

ou
dû
dt = Jg(û)+f(uref + G(û), t;µ), û(0;µ) = û0(µ)

• Pour évaluer le flux de l’équation on doit repasser par la grande dimension. Le cout va donc
rester trop important. En effet: ΦK û ≈ O(nK), Φt

Kf ≈ O(nK) et f(ũ) ≈ O
(
n2
)
.

• Cas particulier :
du(t)
dt = Au(t) + B(u⊗ u) + C(u⊗ u⊗ u)

avec des matrices A ∈ Mn,n, B ∈ Mn,n2 et C ∈ Mn,n3 . Dans le cas le modèle réduit est donné
par

dû(t)
dt = Âû+ B̂(û⊗ û) + Ĉ(û⊗ û⊗ û)

avec Â = ΦT
KAΦK , B̂ = ΦT

KB(ΦK ⊗ΦK) et Ĉ = ΦT
KC(ΦK ⊗ΦK ⊗ΦK)
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Gappy POD I
Hyper-réduction
Il s’agit d’une seconde phase pour obtenir un modèle réduit dont le coût d’évaluation est en
O(Kp).

• On va traiter d’abord le cas de la réduction linéaire.

Gappy POD
La méthode Gappy-POD est la première approche pour estimer une nonlinéarité en dimension
réduite en évitant un calcul coûteux

• On commence par construire une matrice de Snapshots nonlinéarité:

Xf = [f(u(t0,µ1)), ....., f(u(tNt ,µNµ))]

• On peut appliquer une POD à ces nouveaux snapshots qui est solution du problème de ré-
gression

min
Φ
f
K∈Rn×K

∥∥∥Xf −Φ
f
KΦ

t,f
K Xf

∥∥∥2
F
, sous contrainte Φ

t,f
K Φ

f
K = Id
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Gappy POD II

• Maintenant on va donner une matrice d’échantillonnage Z =
[
ei1 , ...eil

]
∈ Mn,l(R). Cette

matrice à pour rôle de sélectionner l indices du vecteur qu’elle multiplie.
• L’idée de la méthode Gappy-POD est de trouver la représentation dans l’espace réduit d’un
vecteur fx qui minimise l’erreur de reconstruction seulement sur certains indices. On a:

f̂ = argmin
a∈Rl

‖ Zt(Φf
ka− fx) ‖22

• Il s’agit d’un problème de type moindre carré donc la solution est donnée par:
(ZtΦf

K)
t(ZtΦf

K )̂f = (ZtΦf
K)
tZtfx

(Φf ,t
K ZZtΦ

f
K )̂f = Φ

f ,t
K ZZtfx

• La nonlinearité réduite ici est donc estimée

f̂ = (Φf ,t
K ZZtΦ

f
K)

−1Φ
f ,t
K ZZtfx

• En grande dimension on obtient l’approximation

f̃ = Φt
K(Φ

f ,t
K ZZtΦ

f
K)

−1Φ
f ,t
K ZZtfx

• On obtient donc la formule d’hyper réduction qui estime la nonlinearité de la méthode de
Galerkin.

Emmanuel Franck | Cours 11: Réduction de modèles, construction des modèles réduits | Cours SciML 2 15/27



Gappy POD III
Hyperduction Gappy-POD
Le vecteur nonlinéaire de dimension K du modèle réduit est estimé par le terme:

Φt
Kf(uref +ΦK û) ≈ Φt

K

(
ZtΦf

K

)+

Ztf(uref +ΦK û)

avec A+ = (AtA)−1A le pseudo-inverse de Penrose.

• Il reste une dépendance en O(n) a l’intérieur de la nonlinéarité.
• On peut, à ce moment-là, différencier plusieurs cas:

I Le cas ou f(u) = (f(u1), ...., f(un))t . C’est typiquement le genre de non-linéarité qu’on obtient lorsqu’on discré-
tise une source nonlinéaire. Ici on peut remarquer que si on applique une méthode POD Gappy à f, on a:

Ztf
(
uref +ΦK û

)
= u

(
Zt(uref +ΦK û)

)
On a donc, dans ce cas, une complexité en O(lK) pour estimer la non-linéarité.

I Le cas ou f(u) = Bfl avec ll(u) = (f(u1), ...., f(un))t . Exemple: une discrétisation centrée d’un terme du type
∂
p
xg(ρ). Dans ce cas on réécrit la réduction sous la forme:

Φt
kBfloc(uref +Φkû(t),µ) = B̂Φt

kfloc(uref +Φkû(t),µ)

avec B̂ = Φt
kBΦk et on applique la stratégie du cas précédent à floc . On a dans ce cas une estimation de la

nonlinéarité en O(lK3).
I Cas plus général: On effectue que les calculs qui seront utile pour les lignes sélectionnées par Z.
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DEIM
DEIM
L’approche est similaire. Au lieu d’imposer par régression la valeur aux points sélectionnés on va
le faire par interpolation.

• Cela veut dire que pour certains points (représentée par Z que une nonlinéarité approchée
f̃(u):

Zt f̃(u) = Ztf(u)

• On applique une POD au snapshots de la non-linéarité qui donne Φ
f
k. On a donc

ZtΦf
k f̂(u) = Ztf(u)

• avec l = K le nombre de points d’interpolation. Si on suppose que la matrice est inversible.
On obtient

f̂ = (ZtΦf
K)

−1Ztf(u)
et donc

f̃ = Φ
f
k(Z

tΦ
f
K)

−1Ztf(u)

• On va maintenant appliquer cela à notre non-linéarité Φt
Kf(uref +ΦK û).
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DEIM II
Hyper-réduction DEIM
Le vecteur nonlinéaire de dimension K du modèle est estimé par

Φt
Kf(uref +ΦK û) ≈ Φt

KΠof(uref +ΦK û)
avec Z ∈ MK,l(R), Πo = Φ

f
k(ZtΦ

f
K)

−1Zt la matrice qu’on appelle le le projecteur oblique. Le terme
Φt
KΦ

f
k(ZtΦ

f
K)

−1 est pré-calculé et stocké.

• Idée pour construire Z: On va faire une approche gloutonne. Le premier indice sera choisi
pour minimiser l’erreur de reconstruction du premier mode de Φf puis le second indice pour
reconstruire au mieux le second mode, etc.

• Algorithme:
I On initialise la base : Φf = [φ1] .
I On initialise la matrice des indices: Z = [ei1 ] avec i1 = argmax

i∈{1,...,n}
| (φ1)i |

I Pour l = 2 et l 6 K:
• On calcul l’interpolation du vecteurφl en résolvant

ZtΦf s = Ztφl

• On calcul le résidu sur l’interpolation deφl

il = argmax
i∈{1,...,l}

| φi
l −Φf s |

I On a Z = [ei1 , ...eil ] et on incrémente la baseΦf = [φ1, ..,φl]
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DEIM III
• Exemple de DEIM

DEIM général
Soit une fonction f : V ∈ Rd → Rn. On se donne des vecteurs de Rn Φ = (φ, ...,φK) linéairement
indépendant. Pour un point u ∈ V l’approximation DEIM est donnée par

fa(x) = Πof(x), Πo = Φ(ZtΦ)−1Zt

et Z = (ei1 , ..., eiK ). On a

‖ f− fa ‖26‖ (ZtΦ)−1 ‖2‖ (Id −ΦΦt)f ‖26
(1+ 2n)K−1

‖ Φ1 ‖∞ ‖ (Id −ΦΦt)f ‖2
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Fermeture I
• POD: dans ces régimes nonlinéaires la décroissance des valeurs propres est lentes. En
prenant peu de modes on tronque donc une partie de la physique non négligeable. On se
trouve dans le régime dit sous-résolu.

• Exemple: On suppose que nos données s’explique avec 3 modes.
x ≈ x̂1(t)φ1 + x̂2(t)φ2 + x̂3(t)φ3

avec un modèle qui décrit la propagation en temps qui est obtenu par projection de
Galerkin: 

dx̂1(t)
dt = F1(x̂1, x̂2, x̂3)

dx̂2(t)
dt = F2(x̂1, x̂2, x̂3)

dx̂3(t)
dt = F3(x̂1, x̂2, x̂3)

• Maintenant on tronque en gardant 2 modes. Le modèle le plus complet pour les décrire est
tout naturellement {

dx̂1(t)
dt = F1(x̂1, x̂2, x̂3)

dx̂2(t)
dt = F2(x̂1, x̂2, x̂3)

Il est même exact si on connaît x̂3(t). Pour le moment le modèle n’est pas résolvable, car on
ne connaît pas x̂3(t).
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Fermeture II
Notion de fermeture
Une fermeture pour le modèle précédent est une relation du type

x̂3(t) ≈ τ(x̂1(t), x̂2(t))

• Une projection de Galerkin revient à{
x̂1(t)
dt = F1(x̂1, x̂2, 0)
x̂2(t)
dt = F2(x̂1, x̂2, 0)

• Soit le modèle complet
du(t)
dt = f(u(t))

• et que une méthode de projection donne le modèle réduit:
dû(t)
dt = f̂(û(t))

• La construction d’une fermeture revient à chercher τ() tel que le modèle suivant
dûc(t)
dt = f̂(ûc(t)) + τ(ûc(t))

soit plus précis que le modèle réduit.
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Fermeture III
Fermeture idéale
Soit le modèle du(t)

dt = f(u(t)). Soit la projection de Galerkin:

dû(t)
dt = Φt

Kf(ΦK û(t))

Alors une fermeture est un terme τ(û(t)) qu’on ajoute pour obtenir l’équation suivante

dû(t)
dt = Φt

Kf(ΦK û(t)) + τ(û(t))

Elle est dite idéale si
τ(û(t)) = Φt

K(f(u(t)) − f(ΦK û(t)))

• Pour l’équation de Burgers le modèle réduit fermé s’écrit:
d ˆu(t)
dt = B̂(û⊗ x̂) + 1

Re
L̂û+ C(û)

• La fermeture consiste souvent à ajouter de la viscosité C(u) = νDL̂u. Exemples:

Dkk =
(
k
K

)p

, Dkk = χk>M

avec k le numéro du mode.
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Modèles réduits et apprentissage d’EDO
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Hyper-réduction et apprentissage
• Pour la réduction nonlinéaire on peut aussi construire une hyper-réduction de type Gappy. Il
s’agit de construction difficile qu’on ne traitera pas ici.

• Autre solution: L’apprentissage.
• On va ici considérer une réduction nonlinéaire. Le cas linéaire s’obtient avec G(û) = ΦK û

Hyper-réduction par apprentissage
On considère le modèle

dû
dt = Jg(û)+f(uref + G(û), t;µ),

On appelle hyper-réduction par apprentissage de modèle la résolution suivante

min
θ

m∑
i=1

‖ Jg(ûi)+f(uref + G(ûi), ti;µi) − f̂θ(ûi) ‖22

avec ûi = E(ui) et E l’encodeur associé.

• On peut utiliser des modèles paramétriques comme des réseaux de neurones ou des mod-
èles de type Sindy.
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Fermeture et apprentissage
• On peut construire la fermeture par apprentissage. En pratique c’est utile en cas de réduc-
tion linéaire. Les méthodes de réduction nonlinéaire évite en général ses difficultés.

Fermeture par apprentissage de modèle
. On considère le modèle

dû
dt = φt

Kf(uref + φK(û), t;µ),

On appelle hyper-réduction par apprentissage de modèle la résolution suivante

min
θ

m∑
i=1

‖ Φt
K(f(ui) − f(uref +ΦK ûi)) − τ(ûi) ‖22

avec ûi = E(ui) et E l’encodeur associé.

Fermeture par apprentissage de trajectoire
On appelle hyper-réduction par apprentissage de trajectoires la résolution suivante

min
θ

m∑
i=1

‖ Φtui+k − ûi+k ‖22

sous la contrainte ûi+k = S ◦ ... ◦ S(ûi, τθ) avec S le schéma. On retrouve l’apprentissage d’EDO
par DpO.Emmanuel Franck | Cours 11: Réduction de modèles, construction des modèles réduits | Cours SciML 2 25/27



Apprentissage de modèles
• Plus généralement on peux apprendre le modèle que ce soit en linéaire ou nonlinéaire.
• On perd les garanties théoriques type DEIM mais on apprend un modèle potentiellement
plus efficace (il contient l’hyper-réduction et la fermeture).

Modèle réduit par apprentissage de modèle
On appelle réduction par apprentissage de modèle la résolution suivante

min
θ

m∑
i=1

‖ (
dû
dt )i − Jg(ûi)+fθ(ûi ‖22

avec ûi = E(ui), E l’encodeur associé et ( dûdt )i estimée à partir des données.

Modèle réduit par apprentissage de trajectoire
On appelle réduction par apprentissage de trajectoires la résolution suivante

min
θ

m∑
i=1

‖ E(ui+k) − ûi+k ‖22, ou min
θ

m∑
i=1

‖ ui+k − D(ûi+k) ‖22

sous la contrainte ûi+k = Sθ ◦ ... ◦ Sθ(ûi) avec S le schéma. Apprentissage d’EDO par DpO.

• En basse dimension on peut apprendre l’EDO, le flot, par des réseaux, des modèles Sindy etc.
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Apprentissage de bout en bout
• Pour plus de simplicité en cas de décodeur nonlinéaire on va souvent apprendre le modèle.

Entrainement ”end-to-end”
consiste à effectuer l’apprentissage du modèle réduit, de l’encodeur et du décodeur en même
temps. On peut mettre des fonctions de coût sur la partie AE, sur la dynamique latente ou sur
l’ensemble

• Exemple d’entrainement global:
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