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Lecons 152, 158, 171, 219, 229, 253(, 150, 160, 191, 203, 215)

Ref : [Oraux X-ENS Algebre 3] 3.37

On munit R™ de sa structure euclidienne usuelle. On note respectivement Q, QT et QT les ensembles
des formes quadratiques, quadratiques semi-définies positives, et quadratiques définies postives sur R™.
On note By, pour ¢ € Q7T la boule unité fermée de q :

B, :={z e R", ¢q(z) <1}.

Théoréme 1 Soit K un compact d’intérieur non vide de R™. Il existe une unique ellipsoide de volume
minimal, centrée en 0, contenant K.

Démonstration.

Comme les ellipsoides sont exactement les boules unité des formes quadratiques définies positives, ce
probléme revient & trouver un élément ¢ de Q1+ tel que B, soit de volume minimal parmi les boules
unités des éléments de Q1+ contenant K.

Etape 1. Volume de la boule unité et reformulation.
Soit ¢ € Q**. On calcule pour commencer le volume de By, que l'on note V,. On se donne une
n n
base orthonormée (e, ..,e,) de R™ dans laquelle g(z) = Zaixf, pour tout x = Z%’@i, avec ar, .., dn

i=1 i=1
strictement positifs. On note D(q) = ay..a, le déterminant de ¢ dans n’importe quelle base orthonormée

de R™. On a alors
/ dxq..dx,
Bq

= / dzry..dx,
a1z 4. +anz2 <1

dty..dt t;
= Lon par changement de variable z; = —

2+.+12 /D(q) Vai
Vo
D(q)

ou Vj désigne le volume de la boule unité pour la norme euclidienne. Ainsi, montrer le théoréme revient
A montrer qu’il existe une forme quadratique ¢ € @ qui maximise le déterminant parmi celles dont la
boule unité contient K.

Vq

Etape 2. Restriction a un convexre compact non vide.

On munit @ de la norme N définie par

Vge Q N(q):= sup |q(z)|.

llzll<1

On pose alors A = {g€ QT, Vo € K g(z) <1}. On va chercher & maximiser le déterminant sur ce
domaine.
— A est convexe car si g et ¢’ sont dans A, et A € [0, 1], A\g+ (1 — A)¢’ est semi-définie positive, et on
apour x € K
A(x)+(1=N¢(x) <A+1-A=1

— Soit (¢n)n>0 une suite d’éléments de A convergeant vers g € Q. Alors pour € R™, on a

lan (@) — (@) < N(gn — q) [lz]*.

On en déduit que g, (x) converge vers g(x). Mais comme g,, est définie, cette suite est positive, donc
q(z) est positive, ce qui signifie que ¢ est semi-définie positive. De plus, si  est dans K, la suite
(gn())n>0 est aussi majorée par 1, donc la limite aussi. Cela signifie que ¢ € A. Ainsi, A est fermé
dans Q.
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— Comme K est d’intérieur non vide!, on peut se donner a € K et r > 0 tels que la boule B(a,r)
soit incluse dans K. Soit ¢ € A. Si ||z|| < r, alors g(a +x) < 1 car a + = € B(a,r). De plus,
¢(a) = ¢(—a) < 1. On a alors

Va@) = Valz +a—a) < v/ala+ ) +/g(~a) <2

par inégalité de Minkowski. Ainsi, ¢(z) < 4. On en déduit que si |jz|| <1, on a

(@) = al2) = Sa(r) < .

<

4
Donc N(g) < — et A est bornée.
T

— Comme K est compact, il est inclus dans la boule fermée B(0, M), pour un certain M > 0, et donc
2
]
M2’
On a donc montré que A est un convexe compact non vide de Q2.

si g(x) = q est dans A. Donc A est non vide.

Etape 3. Stricte convezité logarithmique du déterminant.

Lemme 2 Soit 4, B € S;/T(R) et A € (0,1). Alors on a

det(AA + (1 — \)B) > det(A)* det(B)'~*

)

avec égalité si et seulement si A = B.

Démonstration. Comme A € S;FT(R) et B € S;F(R) C S, (R), on peut appliquer le théoréme de pseudo-
réduction simultanée : il existe P € GL,(R) telle que A =! PP et une famille de réels (d;)1<i<, tels que
B =tPDP, ot D = diag(d;). Comme B € S;7*(R) les d; sont tous positifs strictement *. On a alors pour
Ae[0,1]

{ det(A)* det(B)'=* = det(P)?* det(P)> ) det(D)'—* = det(P)? det(D)*—*
det(AA + (1 — X\)B) = det(P)?det(A] + (1 — \)D)

On a alors

det(AM + (1 - M\)B

) > det(A)* det(B)'~
= det(A + (1 —

A
) ) > det(D)!=*
A

— H/\+(1—)\)di2<ﬁd,»>
— iln(A +(1=Nd;)>(1-=N\) iln(dl

i=1
Or la derniére ligne est vraie par concavité du logarithme. De plus, 'inégalité est stricte si et seulement
si I'un des d; est différent de 1 (par stricte concavité du logarithme), ce qui est équivalent & dire que

A+ B. O

FEtape 4. Mazimisation du déterminant sur A.

Comme l'application déterminant est continue, I’application

O — R
qg +~— D(q)

est continue sur le compact non vide A. Elle admet donc un maximum, en un point ¢y € A. De plus,

A contient comme on ’a vu la forme , qui est définie positive. Donc D(qo) est strictement positif,

et go € QT T. 1l existe donc un ellipso'l'de de volume minimal contenant K. Montrons qu’il est unique.

1. C’est le seul endroit ou ’on a besoin de cette hypothese.
2. Q est un espace vectoriel de dimension finie, donc ses compacts sont les fermés bornés.
3. Tout d’abord, ne pas confondre les d; avec les valeurs propres de B, P n’est pas orthogonale. Le résultat se montre
en fixant par ’absurde un d; négatif. On se donne X = P~ 1e;. On a alors
XBX ='e;De; =d; <0,

ce qui est absurde puisque B est définie positive.
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On se donne ¢ € A un autre maximum de D, on suppose par I’absurde que ¢ # ¢o. On note S, et Sg,
les matrices respectives de ¢ et gy dans la base canonique de R™ (qui sont donc symétriques définies
positives). Par stricte concavité logarithmique du déterminant, on a

D (qJ;%) — det (S’JJ;Sq) > \/det(S,) det(S;,) = v/D(a0)? = Dlo),

ce qui contredit la maximalité de D(qg). Donc Dellipsoide obtenue est bien unique. ([l

On peut privilégier ’étape 1 ou ’étape 3 suivant la lecon : la marche a suivre est globalement de
démontrer I'étape 1 dans les legons d’algebre et 1’étape 3 dans les legons d’analyse. Si celui-ci ne figure
pas dans le plan, il peut étre bon de préciser que I’on admet le théoreme de pseudo-réduction simultanée
pour la démonstration de I’étape 3.
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