Controle continu #1 de Probabilités

Troisiéme année de la Licence de Mathématiques
Parcours “Mathématiques Appliquées” et “Actuariat”
Semestre 6 — Année 2024 - 2025

Durée : 1h30. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Exercice 1 — Soit U : (2, F,P) — (R, B(R) une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Pour
k € N\ {0}, on introduit la variable aléatoire

k
Vi = Ziﬂ](iq)/k,i/k](m-

i=1
1) Quelle est I'expression de 'espérance conditionnelle E(V}, | U) ? La variable aléatoire Vj, est une

fonction mesurable de U donc elle est o(U)-mesurable. Ainsi, E(V | U) = V.

2) Montrer I’égalité entre les événements {Vi =i} et {U €](i — 1)/k,i/k]}.
C’est évident car pour que Vj soit égal a i, il faut que le iéme terme de la somme soit non nul
donc que U €](i — 1)/k,i/k].

3) Déterminer la loi de Vj, et calculer E(V}).
La variable aléatoire Vj, prend ses valeurs dans I’ensemble {1,...,k}. Pour tout ¢ € {1,...,k},
onaP(Vy=1i)=PU €](i — 1)/k,i/k]) = 1/k. Ainsi,

E(Vi) =

i=1

Ck(k+1) k41
2% 2

T .

4) Montrer que pour tout j € {1,...,k} on a E(U | {V, = j}) = (25 — 1)/(2k).

On a
1
EU | {Vk =13 :7_/ UdIP’:k/U]I . e (U)dP
W=D = 5= |, | Ul magm(©)
ilk k ; 25 —1
B _F 213/k 4]
_k/(j—l)/kUdu_Q[uhjl)/k_ 2k

5) Donner 'expression de la variable aléatoire E(U | Vj) ainsi que sa loi.
D’aprés le cours,

: . 2V, — 1
E(U | Vi) =Y EB(U [ {Vi = i) ve=jy = o
j=1
6) Quelle est la valeur de E[E(U | V4)] ?
Ona GE(Vy) — 1
BEU | )] = = — = 1/2=E(®)

Exercice 2 — Soit (X,Y) : (Q,F,P) — (R? B(R?) un vecteur aléatoire de loi absolument continue
admettant pour densité

f(X,Y)(‘rvy) :C]IA(CE,y),
avec A= {(z,y) ER? [0 <2 <2y <1}



1) Représenter ’ensemble A.
C’est ’'ensemble des points du rectangle [0, 1] X [0, 1/2] compris au-dessus de la droite d’équation
y =2/2. On a donc

Ia(z,y) = T 11(®)z/2,1/21(¥) = Tjo,1/2)(¥)][0,24] (%)

2) Quelle est la valeur de c. Justifier votre réponse.
Pour que la densité soit positive, il faut que ¢ > 0. De plus,

1/2 2y

1/2
J I A A
R2 ' 0 0 0 4

Il faut donc prendre ¢ = 4 pour que f(x y) soit une densité.

3) Donner 'expression de la densité de X ainsi que celle de Y.
La densité de X est

1/2
Ix(z) = /Rf(x,y) (w,y)dy = 4l 1)(z) //2 dr = 2(1 — x)ljy 1)(x).

La densité de Y est

2y
fr(y) = / Fox (@, y)de = 4. 1 (3) / de = 8ylo.1/21(y).
R 0

4) Calculer l'espérance de X.
On a

E(X):/Rxfx(x)d:cz/o 2x(1—x)da::1—§:§.

5) Donner 'expression de la variable aléatoire E(Y | X).
D’aprés le cours, on sait que E(Y | X) = h(X) avec, pour tout = € [0, 1],

h(z) = /R U Fy1x—a(y)dy,

ou
Al 2,172 (y) 2
. = 2 = I[ .
Jyx=2(¥) ) T le/2.1/2) (v)
Ainsi,
1/2 1 1/2 1— a2 1+
hz) = —— | 2ydy = —— [4?]/% = - .
@) =13 I W] i1—2) 1

6) En déduire que E(Y) = (1 + E(X))/4.
Il suffit de remarquer que

1+ E(X)
EY)=EEY | X)] = —1
Exercice 3 — Soient X7, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de paramétre

p €]0,1[. Onpose S, = X1+ -+ X, et T,, =S, — X;.



1) Quelle est la loi de T),. Justifier votre réponse.
OnaT, = Xy 4+ -+ X, donc T), suit une loi binomiale de parameétres n — 1 et p comme somme
de n — 1 variables aléatoires de loi de Bernoulli de paramétre p.

2) Montrer que (presque-siirement) X1l10y(S,) = 0 et que X113y (Sn) = Iy (X1)lx—13(Ty) pour
tout k € {1,...,n}.
Tout d’abord, si I'indicatrice vaut 1 alors S,, = 0 et donc X; = 0. Ainsi, X1]I{O}(Sn) = 0. De
plus, pour k € {1,...,n}

H{k}(sn) = ]I{Xlzo,Tn:k-} + H{Xlzl,Tn,:k—l}

Donc
Xalgpy (Sn) = 0 x Iix,—o, 1=y + 1 X Iix —1,1=k—1) = Lix, =1, 7 =k—1}-

3) Donner 'expression de la variable aléatoire E(X; | S),).

D’aprés le cours, on a
n

E(X1 | Sn) =Y E(X1|Sn = k), —py-
k=0
Or, E(X; | S, = 0) = 0 car si S, = 0, on a nécessairement que X; = 0. De plus pour
k€ {l,...,n}, en utilisant la question 2),

1 1
B 182 =0 = g5 [ X = g, = J, Monmlin P

CPXi=1,T,=k-1) &k

P(S, = k) T on’

Ainsi,

n

Ly Sh
E(X1 | Sn) =Y ~Iis,—1} = =,
k=0



