Controéle continu #1 de Probabilités

Troisieme année de la double Licence Mathématiques et Economie
Année 2023 - 2024

Durée : 1h30. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Questions de cours —
1) Dounner la définition de la convergence en probabilité.
2) Donner la définition de la convergence presque-sire.

3) Soit (€2, F) un espace probabilisé¢ et soit (A, )nen une suite d’événements.
Donner la définition de I’événement limA,,.

Exercice 1 — Pour tout n > 1, on note Xq,---,X,, des variables aléatoires
définies sur le méme espace probabilisé (Q, F,P) que 'on supposera indépen-
dantes et de méme loi Px (i.e., pour tout A € B(R), P(X; € A) =--- =P(X,, €

A) = Px(A)). On suppose qu’il existe m € R tel que Px (] — oo, m]) = 1 et,
pour tout € > 0,
Px (] —oo,m —¢]) =:r(e) < 1.

On pose enfin M,, := max(X1q, -+, X,).
1) Soit € > 0. Donner, en fonction de r(e) et de n, 'expression de la proba-
bilité P(|M,, — m| > ).
2) Donner 'expression (en fonction de r(¢)) de

> P(M, —m|>e).

n>1

3) Qu’en déduisez-vous quant a la convergence presque-siire de la suite (M,,) ?
(justifier votre réponse)

Exercice 2 — Pour tout n € N\ {0}, on considére la variable aléatoire réelle
Xn : (,F,P) = (R,B(R)) telle que P(X,, <t) =0sit<0et P(X, <t) =
[t/(1+t)]™ pour tout ¢ > 0.

1) Montrer (sans utiliser la question suivante) que 1/X,, converge en proba-
bilité vers 0



2) Donner 'expression de la somme
o0
D P11/ X > €),
n=1

et montrer que 1/X,, converge presque-siirement vers 0.

Exercice 3 — Soit (X,), n > 1 une suite de variables aléatoires définies sur le
méme espace probabilisé (2, F,P). On suppose que pour tout n > 1,

0 sit<l1,
P<X"§t):{ 1—t % sit>1

ou (6,), n > 1 est une suite de réels positifs avec 6,, — oo lorsque n — oo.

1) Montrer que X, L lorsque n — oo.

2) Si 0,, = 2n, donner ’expression, en fonction de ¢, de

> P(X, -1 >e).

n>1

En déduire que X, L | lorsque n — oo.

Exercice 4 — Soit (X,,), n > 1 une suite de variables aléatoires définies sur
le méme espace probabilisé (Q, F,P) telle que pour tout n > 1, P(X,, = —1) =
1—1/n? et P(X,, =n? —1) =1/n%

1) Calculer l'espérance et la variance de X,.
2) Montrer que pour tout € > 0 et n > 1,
1
P(Xn > — 1) = E]I]Q,nq(é‘).
3) En utilisant le résultat de la question 2), montrer que X, .

4) Montrer que X,, 2% —1.



