Controéle continu #1 de Probabilités

Troisieme année de la double Licence Mathématiques et Economie

Correction
Exercice 1 — Pour tout n > 1, on note X1, ---,X,, des variables aléatoires
définies sur le méme espace probabilisé (2, F,P) que 'on supposera indépen-
dantes et de méme loi Px (i.e., pour tout A € B(R), P(X; € A) =--- =P(X,, €

A) = Px(A)). On suppose qu’il existe m € R tel que Px(] — co,m]) = 1 et,
pour tout € > 0,
Px (] —oo,m—e¢]) =:r(e) < L.

On pose enfin M,, := max(Xq, -+, X,).

1) Soit € > 0. Donner, en fonction de r(¢) et de n, 'expression de la proba-
bilité P(|M,, — m| > ¢€).
Tout d’abord, remarquons que P(M,, < m) = [P(X; < m)]" = [Px(] —
oo, m])]" = 1. Ainsi,

P(|M, —m|>¢e) =P(M, <m—¢)=[r(e)]™

2) Donner 'expression (en fonction de r(¢)) de
> P(M, —m| >e).
n>1

On a d’aprés la question précédente que

> B(My—m| > &)= D [r(e)" = 1(25) < .

n>1 n>1

3) Qu’en déduisez-vous quant a la convergence presque-sire de la suite (M,,) ?
(justifier votre réponse)
11 suffit d’utiliser le corollaire du Lemme de Borel-Cantelli et le résultat de
la question 2) pour montrer que (M,,) converge presque-siirement vers m.

Exercice 2 — Pour tout n € N\ {0}, on considére la variable aléatoire réelle
Xn : (,F,P) = (R,B(R)) telle que P(X,, <t) =0sit <0et P(X, <t) =
[t/(1 4 t)]™ pour tout ¢t > 0.



1) Montrer (sans utiliser la question suivante) que 1/X,, converge en proba-
bilité vers 0.
Soit € > 0. On a :

, et "
P('l/Xn‘ >€):P(Xn<€ 1): <1—i—5_1) —>0,

lorsque n — oo puisque e 71 /(14 e71) €]0, 1.

2) Donner 'expression de la somme

oo

SOB([1/X| > ),

et montrer que 1/X,, converge presque-stirement vers 0.
D’aprés la question précédente,

n=1 n=1

D’aprés le point i) du lemme de Borel-Cantelli, on en déduit que 1/X,
converge presque-siirement vers 0.

Exercice 3 — Soit (X,), n > 1 une suite de variables aléatoires définies sur le
méme espace probabilisé (2, F,[P). On suppose que pour tout n > 1,

0 sit<l1,
P(X"St):{ 1—t sit>1

ot (0,), n > 1 est une suite de réels positifs avec 6,, — oo lorsque n — oco.

1) Montrer que X, ] lorsque n — oo.
Soit € > 0,

P(X,—1]>e)=1-P(X, <1+e)=(1+e)% -0,
ce qui prouve la convergence en probabilité.
2) Si 0,, = 2n, donner 'expression, en fonction de ¢, de
> P(X, -1 >e).
n>1
On a pour tout € > 0,

P(|X, — 1] >¢) = 1+a*2nzw<oo.
Z(I | )Z( )

_ -2
n>1 n>1 1 (1 +€)



3) En déduire que X,, 2% 1 lorsque n — .
C’est une application directe du corollaire du Lemme de Borel-Cantelli.

Exercice 4 — Soit (X,,), n > 1 une suite de variables aléatoires définies sur
le méme espace probabilisé (Q, F,P) telle que pour tout n > 1, P(X,, = —1) =
1—1/n% et P(X,, =n?—1) =1/n%

1) Calculer 'espérance et la variance de X,,.
Pour l'espérance, on a

E(Xn)=-1x(1-1/n%)+(n*—-1) x 1/n*=0.
On a donc

Var(X,) =E(X2) = (-1)* x (1 —1/n?) + (n* = 1)* x 1/n* =n? — 1.

2) Montrer que pour tout £ > 0 et n > 1,

1
P(Xn >&e— 1) = EH}O,nQ[(E)-

Remarquons que sie —1>n? —1 (c’est-a~dire si € > n2) alors nécessaire-
ment, {X,, >e—1}=0. Si0<e < n?

P(X, >ec—1)=P(X,, =n*—1) =1/n?
ce qui montre le résultat annoncé.

3) En utilisant le résultat de la question 2), montrer que X, Ly
Soit € > 0,
P(|X,+1]>¢)=P(X, >e—1) =0,

en ayant remarqué que X,, +1 > 0.

4) Montrer que X,, 2% —1.
Pour tout € > 0,

ZP(|XH+1|>€)SZ%<OO.

n>1 n>1

D’aprés le corollaire du lemme de Borel-Cantelli, on a le résultat annoncé.



