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Correction

Exercice 1 — Soit la variable aléatoire X : (2, F,P) — (E,P(E)) avec E =

{-2,

—1,1,2}. La loi de X est telle que pour tout i € E, Px({i}) = 1/4. On

pose enfin Y := | X]|.

D

Donner la loi de la variable aléatoire Y.
La variable aléatoire Y prend les valeurs 1 et 2 avec une méme probabilité
de 1/2.

Calculer les espérances de X et Y.
OnaE(X)=0.25x(—24(—1)+1+2) = 0. D’aprés la premiére question,
E(Y)=2x(1/2)+1x(1/2) =3/2.

Donner les événements A € F et B € F tels que o(Y) = 0({4, B}).
La variable aléatoire Y ne prenant que les deux valeurs 1 ou 2, on a
oY) =c({Y1({1}),Y1({2})}). On a donc

A=Y ({1} = X '({~L1}) et B= Y ({2}) = X '({-2,2}).

Donner les valeurs des réels a et 3 pour lesquels on a I'égalité Xy _qy =
Oé]I{X=_1} + 6H{X=1} .
Ona X]I{yzl} = XH{X:—l}u{X:l}- Ainsi, Xﬂ{yzl} = _]I{X:—l}‘HI{X:l}
et donc = —a=1.

Montrer que E(X | Y) est la variable aléatoire égale & E(X) presque—
stirement.
La variable aléatoire Y étant discréte,

E(X | Y) = E(X | {Y = 1})H{1}(Y) +E(X | {Y = 2})1[{2}(Y),

avec 1
EX[{Y =1}) = —— | XIjy_dP.
(1Y = 1)) = ey [ Xl

En utilisant la question précédente,

B(X | {y =1} = DX = DB = )



De la méme facon, on a

E(X [{Y =2}) =2

Ainsi, E(X | Y) =0 = E(X).

6) Donner I'expression de la variable aléatoire E(X? | Y).
Comme pour la question précédente,

E(X?|Y) =E(X? [ {Y =1} (V) + E(X? [{Y = 2})[5(Y),

avec

E(X%|{y =1}) = P(lel)/ﬂxﬁ{yzl}dp
=2P(X =1) +P(X = -1)) = 1.
De la méme fagon, on a
E(X? [ {Y =2}) =8(P(X =2) +P(X = —-2)) = 4.

Ainsi, E(X | V) = I3y (Y) + 4L (V).

Exercice 2 — Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et définies
sur le méme espace probabilisé (Q, F,P). La loi de X est une loi géométrique
de parameétre p €0, 1] et la loi de Y une loi géométrique de paramétre g €]0, 1.
On rappelle que pour tout k € N\ {0}, P(X = k) = p(1 — p)*~L. On pose enfin
Z = min(X,Y).

1) Pour (i, k) € Z?, donner I'expression (en fonction de p et ¢) de la proba-
bilité m;  := P({X =i} N {Z = k}). Pour ce faire, vous devrez distinguer
lescasit < k,i=keti>k.

Tout d’abord, sii < 0ou k < 0, on a évidemment que 7; ;, = 0. On se place
donc dans lecasoui >1letk>1. Sii<k,ona{X=i}n{Z=k}=10
car on a nécessairement Z < X. Sii =k, alors {X =i}nN{Z =k} ={X =
i} N{Y >4}, Enfin,sii >k {X =i} nN{Z =k} ={X =i} n{Y = k}.
On en déduit que, pour (i,k) € (N'\ {0})2,
0 sii <k,
Tk =13 PX=9)PY >i) sii=k,
P(X =)P(Y = k) sii> k.

Or,sik=1i>1,

P(X = i)P(Y > i) = p(1 — p)"* ZQ(l —q) P =p(l-pt1-q "



Sii >k, |
En conclusion, pour (i,k) € (N\ {0})2,

0 sii<k,
mr=4 p(l—p)t1—-q ' sii=k,
pg(1 —p) Y1 —g)F 1 sii>k.

2) En déduire 'expression de la probabilité P(Z = k) et ainsi que Z suit une
loi géométrique dont vous préciserez le parameétre (noté r €]0, 1] dans la
suite).

OnaP(Z=k)=0sik<1. Pourk>1,

P(Z=k)=> mr=p1-p) " (1-¢" "+ > pg1-p'(1-g""
ik i=k+1

=p(1=p)" 1=+ gl - )T (1 - p)f
=(1-p) 1= (pt+ql—p).
En posant r = p+¢q(l —p),onal—r = (1—-p)(1—q) et donc P(Z =

k) = 7(1 —7)*=1. On a donc montré que Z suit une loi géométrique de
parametre r = p + q — pq.

Soit « € N'\ {0}. Dans la suite, on considére la variable aléatoire V; := I x—_;.

3) Quelle est la loi de V; ? Donner son espérance.
La variable aléatoire V; suit une loi de Bernoulli de paramétre P(X =) =
p(1— p)i_1 qui correspond également & son espérance.

4) Donner I'expression de la fonction mesurable h : {1,...,i} — R telle que
E(V; | Z) = h(Z). Vous pourrez donner cette expression en fonction de r
et des probabilités {m; x; k € N\ {0}}.
La variable aléatoire Z étant discréte, on a

E(Vi| 2) =Y E(Vi|{Z = kD)) (2).
E>1

Or,

Tk

1
E(Vi[{Z=Fk}) = m/gﬂ{)(:i}ﬂ{z:k}dp RIS =
On a donc, pour k € {1,...,i}

hk) = — Tk pa(l=p)h/r sl <k <d,
(=)t L p/r sik=i.



Exercice 3 — Soit (X,Y) : (Q, F,P) — (R? B(R?) un vecteur aléatoire de loi
absolument continue admettant pour densité

foewy(@y) = cayla(z,y),
avec A= {(z,y) eR? |1 <z <2et /2 <ay<1}.

1) Représenter ensemble A.
L’ensemble A est inclus dans le rectangle [1,2] x [1/2,1]. C’est la partie
située sous la courbe de la fonction f(x) =1/x.

2) Quelle est la valeur de c. Justifier votre réponse.
Pour que la fonction soit une densité, il faut tout d’abord que ¢ > 0. Il
faut ensuite que

/ f(X,Y)(l”y)dmdy:l-
]RQ
Or, en remarquant que
A={(z,y) eR*|1<z<2et1/2<y <1/}
={(z,y) eR?|1<z<1/yet1/2<y<1}

on a

) Loyt ! 11 5
z°yla(z, y)dedy = y/ x dxdy:/ y(—) dy = —.
/R2 ( 172 J1 1/2 3y* 3 24

11 faut donc prendre ¢ = 24/5.

3) Donner lexpression de la densité de Y.
On a

—1

Y c
fY(Z/) = C/ CUZQHA(JT,y)dCU = CyH[1/2,1] (y)/ 2’dr = gy(y_?’—l)ﬂ[l/m] (y)
R 1

4) Donner lexpression de la variable aléatoire E(X | Y).
Pour tout y € [1/2,1], la densité conditionnelle de X sachant Y = y est

2%y
fx|y=y(7) = 3mﬂ[1yy*](5€)~

Ainsi E(X | Y) = h(Y) avec,

4 v 3yly=t—1) 31—y
Y / Bip = YW - ) Y
1 4 y-vy dy—y



