Controéle continu #2 de Probabilités

Troisieme année de la Licence de Mathématiques
Correction

Exercice préliminaire — Il suffit de faire une intégration par parties. On a

o0 o0
/ ze *dx = [ —me_”]zc +/ e Ydr =ae”*+e %

Exercice 1 —
1) Evidemment, sit <0, f~1(] — o0,#]) = 0. Sit =0,
FH) = 00,0)) = {x €R| f(z) <0} =] — 00,2].
Si t €]0,be™2],
F7H(1 = 00, #]) =] = 00,2] U [In(b/t), o[-

Enfin, si ¢t > be™2, f~!(] — 00,t]) = R. On a donc que pout tout t € R,
f71(] — o0,1]) € B(R) ce qui nous assure que f est mesurable.

2) Pour étre une densité, la fonction f doit étre positive et d’intégrale égale
a 1. Il faut donc prendre b > 0 et de telle sorte que

/ be™ Tjg o[ (z)dx = 1.

Or,
/ bexp(—)lg oof(z)dz = b/ exp(—xz)dz = be 2.
2

— 00

11 faut donc prendre b = 2.

3) On a

3
Px(]2,3]) = b/2 exp(—z)dr =ble > —e ) =1—e"

De plus, la loi de X étant a densité on a Px({2}) = 0.

4) Comme X prend des valeurs positives, on peut calculer son intégrale. On a

/QXdIP:/RdeP’X(x):/_O;xf(x)dx

b/ ze Tdx = 3be™? =3
2

E(X)



5) L’ensemble E des valeurs prises par la fonction Y est £ = {2,3,--- }.
6) 1l suffit de vérifier que pour tout k € E, Y1 ({k}) € F. Or,
k) ={weQ| X(w) e[k k+1[} =Xk k+1]) € F,
puisque X est une variable aléatoire.

7) L’ensemble E étant dénombrable, la variable aléatoire Y est une variable
aléatoire discréte. Sa loi est donc entiérement déterminée par les valeurs
Py ({k}) avec k € E. Or, en utilisant la réponse a la question précédente,

k+1
Py({k)) = Px(lkk+1]) = b/k S
= bleF—eF )= (1 —e ek

8) On a
/dep = /Eykz_z v ({k})dor(y kZQk:]P’y {k})
= b(l—e" ch*k b(l —e™ Zkefk—ofl
k>0
_ be*2(2—e*1) _ 2 —e !
1—et 1—e!
9) On a
1 2 1—et
P(2,3) = Px(23)+ 2Py(2,3) =~ + 2Pr((3))
_ 1 fge’1 n %b(l e e = 1 Se’1 (1421
De la méme facon,
Po((2)) = 0+ 2By ({8)) = 21— e = 22
10) On a
7 2 L 22—et)  7T—be!
E(Z) = 3E(X) + ZE(Y) =1+ 50D~ 3 30T

Exercice 2 —

1) Une fonction de répartition est une fonction croissante, continue a droite
de limite 0 en —oo et 1 en +o00. La fonction F' ci-dessus vérifie clairement
ces propriétés. C’est donc bien une fonction de répartition.



2) OnaPx(]—o0,1]) = F(1) =1/3,

PX(] — 00, 1[) = xligl_ F(Q?) — i
De plus,
1 1 1
Px([L,3/2)) = F(3/2) ~Px(| ~o0,1) = 5 — 7 = 15
et

Px(]1,3/2]) = F(3/2) — F(1) = % - % 0.

3) La valeur de « est ici donnée par la somme des probabilités des singletons
c’est-a-dire par la somme de la hauteurs des sauts aux points de discon-
tinuité de F. Les points de discontinuité sont 1 et 2, on a donc k = 2

et
(LN (2oL s
*=\ 371 3°3) 12737 12

On en déduit facilement que

11 1. _4
=y~ 59”2 5
Enfin,
1 12 [e” 2
f(ac) = 1= aF/<x) = 7 (Zle]l]_oo’l] (.T) + 33;2]1]2700[(‘%)) .

4) Si X(w) > 2alors | X (w)| =2 > X(w)]jz oo[(X(w)) = 2. Si X(w) < 2 alors
[ X ()| 2 X(w)z2,00((X (w)) = 0.
5) De la question précédente, on déduit que E(].X|) > E(XTj (X)) Or
B(XIpn(X) = [ Xlf(O)P = [ b ()P (0
Q R

k
= aZz‘pi]I]Q,oo[(i)+(17a)/x]l]2,oo[(x)f(x)dx
i=1 R

O—i—/:o;;dx:?[ln(x)}:o:oo.

Ainsi, E(|X|) = +00 et donc X n’est pas intégrable.



Exercice 3 —

1) 1l suffit de remarquer que p(@) = avi(0) + (1 — a)v2(@) = 0. De plus, si
(A)nen est une suite d’éléments disjoints de B(R), on a

u(UAn> - (UA) (1—a)n UA,L>
o Z vi(A,) +(1—a) Z va(An) = Z p(An)-

neN neN neN

Donc p est bien une mesure. De plus, u(R) = ary (R) 4+ (1 — a)a(R) = 1.

Zpi =1.

i€N

2) 1l faut que

Or,
ED SRS
i€EN i€EN v

On doit donc prendre ¢ = e~ . On vérifie également que

/ ce' g, oof(x)dz = / e Tdr =1.
—oo 0

3) Pour tout ¢ € R, la fonction de répartition de X au point ¢ est F(t) =
Px(] — o0,t]) = P(X <t). Ainsi, F(-1) =0,

1/2
F(1/2) = oa/l(]700,1/2])+(17a)1/2(]—00,1/2]):opoJr(l—a)/O e Tdx
= aelH(1-a)(1l-e1?).
Enfin,
F(1) = avi(] —o00,1]) + (1 — a)va(] — o0, 1]) = a(po +p1) + (1 - a)/o e “dx

= 20+ (1—a)(l—e).

4) On commence par remarquer que

]E(X]I]l,oo[(X)) = /XH]I,oo dIP /.’17]1]1 oo[ Cﬂpx( )
Q R

a/xﬂ]m( Y () + (1 —a)/xﬂ]l,oo[(x)dyz(x)
R
oS p / e (0)85(0) + (1= ) [ (o) ()

€N R

= 12 (1-a) /loo:ce_””dx.

z>2 !



Or,

i 1 1,
Zﬂzz(i—nlzzﬁ:e -1

et, d’apreés le résultat de I’exercice préliminaire,

o0
/ re Tdx = 271
1

On en déduit ensuite facilement le résultat attendu.

5) D’apres le cours, on sait que

1
E(X | A) = ——=E(XI4).
Or, P(A) = 1 - F(1) et Ty = Ij; o[(X). Ainsi, d’aprés les questions
précédentes,

a(l—e ) +2(1—a)e!

XA =l T =)




