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Exercice 1 — Soit (E,£) un espace mesurable

1) Donner la définition précise d’une fonction étagée positive g : (E,&) —
(RF, B(RY)).

2) Soit A C E. Compléter la phrase “la fonctionI4 : (E, &) — ({0,1}, P({0,1}))
est mesurable si et seulement si ...”

Exercice 2 — On note || := sup{n € Z; n < x} la partie entiére de x et on
introduit la fonction f : (R, B(R)) — (E,P(F)) définie pour tout z € R par
f(z) = [cos(z)]Tjp,2x) ().

1) Donner l'ensemble E des valeurs prises par la fonction f.

2) Donner les ensembles f~1({0}) et f~*({1}). La fonction f est-elle mesurable ?
(justifier votre réponse).

3) La fonction f est-elle intégrable (au sens de Lebesgue) par rapport a la
mesure de Lebesgue A 7 Si oui, donner la valeur de cette intégrale.

Exercice 3 — Un sac contient n = 4 boules. Il y a n; = 2 boules blanches, les
2 boules restantes étant noires. On considére ’expérience aléatoire consistant &
tirer (sans remise) une boule du sac jusqu’a l'obtention d’une boule noire.

1) Proposer un espace probabilisé (2, P(€2),P) permettant de modéliser cette
expérience.

On introduit la fonction X : (2, P(Q),P) — (E,P(FE)) qui a tout w € £ associe
le nombre de tirages nécessaires.

2) Donner U'ensemble E des valeurs prises par X et montrer que X est une
variable aléatoire.

3) Donner la loi de X.
4) Si elle existe, donner espérance de X.

5) [Question bonus, a traiter a la fin!| Reprendre les questions précé-
dentes pour un nombre n > 2 quelconque de boules dans le sac avec
ny € {1,...,n — 1} boules blanches.



Exercice 4 — On introduit la fonction g : (R, B(R)) — ({-1,0,1},P({—1,0,1}))
définie par

1 si x>0,
g(z) =< 0 sixz =0,
-1 siz<O.

1) La fonction g est-elle mesurable ? Justifier correctement votre réponse.

On introduit la variable aléatoire X : (Q, F,P) — (R, B(R)) dont la loi Px est
telle que pour tout t € R,

Px(] — oo, t]) =P(X < t) = { ixf’@{j_tw Z i ; 8?

2) Pour tout t € R, donner les expressions des probabilités suivantes :
P(X] <1); P(g(X) = 1) et P{g(X) =1} Nn{|X[ < t}).

3) Montrer que X et g(X) sont deux variables aléatoires indépendantes.



