Controle continu #2 de Probabilités

Troisiéme année de la Licence de Mathématiques
Parcours “Mathématiques Appliquées” et “Actuariat”
Semestre 6 — Année 2024 - 2025

Durée : 1h30. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Questions de cours —
1) Enoncer clairement le corollaire du lemme de Borel-Cantelli.

2) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires définies sur ’espace probabilisé (2, F,P). Rappeler les
définitions des quatre types de convergences de la suite (X,,) vers une variable aléatoire X définie
sur (Q,F,P) vues en cours (en loi, presque-stire, en probabilité et dans LP). Vous préciserez
également les liens qui relient ces convergences.

Exercice 1 — Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle
de parameétre A > 0. On pose Y, := min(X;, ..., X,).

1) Quelle est la loi de la variable aléatoire nY,, ?

2) Montrer de deux fagons différentes que Y, .

)
3) En utilisant le corollaire du lemme de Borel-Cantelli, montrer que Y, 25%00.
4) La suite (Y;,),>1 converge t’elle vers 0 dans L' ?

)

5) On pose pour tout n > 1, Z,, = max(Xy,...,X,). Montrer que

en précisant la loi de la variable aléatoire Z.

Exercice 2 — On considére le sous-ensemble de R2
A= {(x,y)€R2|—1§x§1€t0§y§1—x2}.

1) Représenter I’ensemble A et calculer 'intégrale
/ Ia (2, y)dzdy.
R2

On considére le vecteur aléatoire (X,Y") de loi absolument continue de densité

foxy) (@, y) = cyla(z, y).

2) Quelle est la valeur de ¢ ? Pour vous aider éventuellement dans le calcul, vous pourrez montrer
dans un premier temps que pour tout k € N,

! 0 i k est pai
R — si k est pair,
) 2/(k+1) sik est impair.

3) Quelle est la densité de X ? Quelle est la valeur de son espérance ?

4) Donner lexpression de E(Y | X).



Exercice 3 — Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition

0 sit <O,
Ft) = { 1—exp(—t?) sit>0,

ou 6 > 0. On rappelle également que la fonction I'(+) est définie pour tout z > 0 par U'intégrale

T(z) = /O T exp(—t)dt.

1) Donner, en fonction de I'(:) expression de I’espérance et de la variance de X.

2) Montrer que la suite de variables aléatoires (X/vp)n>1, ol v, — 00 lorsque n — 0o, converge en
probabilité vers 0.

3) Montrer que si v, = n alors X/v, 2% 0. On admettra que pour tout a > 0 et b > 0,

Z exp(—an®) < oc.

n>1

4) Que peut-on dire sur la convergence presque-stre lorsque 6 < 1 et v, =In(n +2) ?



