Controle continu #2 de Probabilités 3

Troisieme année de la double Licence Mathématiques et Economie
Année 2022 - 2023

Durée : 1h30. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Exercice 1 — Soit X : (2, F,P) — (R, B(R)) une variable aléatoire de loi Px
définie pour A > 0 par

0 sit <1,
PXG_OO’t]):{ 1—t3 sit>1

1) Proposer une fonction f: R — [0, oo[ telle que
t
Px(-oot) = [ fla)da.

2) Pour tout i € {1,2} calculer la valeur de E(X?).
3) La variable aléatoire X admet-elle un moment d’ordre 3 ?

On considére a présent une variable aléatoire Y : (2, F,P) — (N,P(N)) in-
dépendante de X et de loi Py définie pour tout k € N par
2k
Py({k}) = S5

4) Calculer l'espérance de Y. On rappelle que pour tout z € R on a

5) On pose Z = min(2,Y’). Donner la loi de Z et calculer son espérance.

6) Montrer que XZ = I;o1(Y) + XI;13(Y) + X %I 0,13 (Y). Utiliser cette
égalité pour calculer E(X%).

Exercice 2 — Soient X; et X5 deux variables aléatoires définies sur le méme
espace probabilisé (€2, F,P) et a valeurs dans (Eq, P(E4)) et (Ea, P(E2)) respec-
tivement. On suppose que la loi de X; est définie pour tout k € N par

1

o
pi({k}) = B
La loi de X5 quant a elle est donnée pour k € {0,--- ,3} par
3



Pour « €]0, 1], on considére une variable aléatoire Y : (2, F,P) — (E, P(E)) de
loi Py = apy + (1 — a)us.

1) Quel est 'ensemble F des valeurs prises par la variable aléatoire Y ?

2) Veérifier que
3

Yok = me({k}) = 1.

kEN k=0
3) Quel est le nom de la loi de X; ? Méme question pour Xs.

4) Pour tout k € E, donner I’expression en fonction de o de Py ({k}).
5) Donner, en fonction de «, les expressions des probabilités suivantes :

Py (] — 00,0]), Py (] — 00,0]) et Py (]1/2, 00]).
6) Donner, en fonction de «, 'expression de E(Y').
7) Donner 'expression de Var(Y').
8) Vérifier que

Var(Y)—[aVar(X;) + (1 — ) Var(Xz)] = o[E(X1)—E(Y)]*+(1-a)[E(X2)—E(Y)]?.
9) En déduire que Var(Y) > aVar(X;) + (1 — a)Var(Xs).

On considére a présent la mesure vy définie sur (R, B(R)) par
(] =00, 1]) = (1 — exp(=t)) [jo 001 (£)-

10) Vérifier que

vi(] = o0, t]) = /] | P ()

/R tn (1),

12) Montrer que la fonction vy : B(R) — [0, 00| donnée par vo = apug + a1 —
a)ug + (1 — a)vy est une mesure de probabilité.

11) Calculer lintégrale

13) En utilisant les résultats précédents, donner I’expression de l'intégrale

/R tdvs(t).



Exercice 3 — On considére la variable aléatoire X : (2, F,P) — (R, B(R)) de
loi Px = ad; + (1 — a)p ou a0 €]0, 1], §1 est la mesure de Dirac au point 1 et u
est la mesure sur (R, B(R)) définie pour tout A € B(R) et pour tout § > 0 par

w(A) = /A % exp (—%) 0,00 () dz.

1) Donner 'expression de la fonction de répartition F' de X.

2) Trouver, de deux fagons différentes, I’expression de l’espérance de X.

)
)
3) Donner I'expression de la fonction de répartition G de X2.
4) Trouver, de deux fagons différentes, I'expression de E(X?).
)

5) En déduire ’expression de la variance de X.



