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Exercice 1 — On considére la fonction F(-) définie par

1)

0 six <0,
) 1/6 size[0,1],
Flx) =14 14 si z e [1,2],

1-3/2% siz>2.

La fonction F(-) est-elle une fonction de répartition ? Justifier votre
réponse.

11 suffit de faire la représentation graphique de F(-) et remarquer qu’elle
est croissante, continue & droite, de limite 0 en —oo et 1 en +oo.

On introduit la variable aléatoire X : (Q, F,P) — (R, B(R)).

2)

Montrer qu’il existe une loi absolument continue IF’E;), une loi discréte Pg?)

et a €]0,1] tels que Py = aIE”;) +(1- a)IF’g?). Vous préciserez la valeur
de «a, 'expression de IF’E?) et la densité de probabilité de IP’;).

La fonction F(-) présente un nombre au plus dénombrable de points de
discontinuité. La somme de la hauteur des sauts est 1 —a=1/6+ (1/4 —
1/6) = 1/4. Il 'y a deux points de discontinuité (0 et 1) conduisant a la loi

discréte ) ) ) ) )
P2 =~ (5 +—6 | = 260 + =01.
X =1 o\t % 300t 30

Enfin, la dérivée de F(-) est F'(z) = 62 *Ijp o((2). On vérifie enfin que

6 3 R
flx)dr = [ —27 "y (x)dx =8 x %dr = 1.
R R @ 2

Alnsi, Pg) est une loi absolument continue de densité f(-).

On note X; (resp. Xs) une variable aléatoire de loi IP’;) (resp. ]P’g?)).

Calculer E(X7) et E(X3).
On a

E(X;) = QdeIP:/RdePXI(x) :/]Rxf(ﬂc)da::8/2 rx x3de

_s {_1] 4
Ty

De plus, E(X3) =0x2/3+1x1/3=1/3.



4) Calculer I'espérance de X avec la méthode de votre choix.
Comme E(X) = oE(X1) + (1 — a)E(X3) on a directement que

1137
1

1
X —=—.
3 12

Exercice 2 — Soit f: R — R la fonction définie par

flx)=ca™* exp(—m_3)H[07m[(m),
ol ¢ est une constante positive.

1) Quelle valeur de ¢ doit-on prendre pour que f(-) soit une densité de prob-
abilité (aide : vous pourrez effectuer le changement de variable y = x73).
Comme ¢ > 0, la fonction f(-) est positive. Il reste donc a prendre ¢ pour
avoir l'intégrabilité a4 1. On a

/Rf(x)dx = C/OOO x4 exp(—z ) dx.

En posant y = 73, il vient

oo . 1 . oo
/ fx)dx = C/ y*/3 exp(—y) zy YV 3dy = E/ exp(—y)dy = =.
R 0 3 3 0

Il faut donc prendre ¢ = 3.

On introduit la variable aléatoire X : (Q, F,P) — (R, B(R)) de loi Px qui est
absolument continue de densité f(-). On rappelle que la fonction I'(-) est donnée
pour tout a > 0 par

T(a) = /000 2 exp(—x)dz.

2) Quelle intégrale faut-il calculer pour obtenir la valeur de E(X) ?
Il faut calculer

/]Ra:f(:z:)dx = /Oo 3z~ exp(—2%)dx.

0

3) Donner la valeur de E(X) en fonction de la fonction I'(-).

En posant y = 272,

E(X) = /OOO yexp(—y)y 3dy = /OOO y~ /3 exp(—y)dy = T(2/3).

On introduit la variable aléatoire E : (Q2, F,P) — (R, B(R)) de loi exponentielle
standard. On rappelle que la densité d’une loi exponentielle est donnée par

g(x) = exp(—2)l[p 0o[ (7).



4) Quelle est la fonction de répartition de £ 7 Calculer l'espérance de E.
La fonction de répartition de F est ¢ — 1—exp(—t) pour ¢ > 0. L’espérance
est égale a 1.

On pose Y := |E] ou |z| =sup{n € Z | n < z}. La loi de Y est notée Py et
est donnée par
Py = pidi.
ieN
5) Détailler les calculs conduisant a égalité p; = [1 — exp(—1)] exp(—i).
On a

i+1
pi=PY =i)=P(FE € [i,i+1]) = / exp(—x)dr = exp(—i) — exp(—i — 1)

= exp(—i)[1 — exp(—1)].

6) Quelle est la valeur de la somme des p; pour i € N ?
On doit nécessairement avoir que la somme vaut 1. On vérifie bien que

S exp(—i)[1 — exp(~1)] = [1 — exp(~ 1)}z =1

= 1 —exp(—1)
Pour tout r €]0, 1], on admettra que

Zirl = TESER

ieN

7) Donner la valeur de E(Y). Vous donnerez le résultat en fonction de
exp(—1).
11 suffit de savoir que

E(Y) =3 ipi = [1 — exp(=1)] S i exp(—i).

i€N ieN
En appliquant la formule avec r = exp(—1) on trouve

ep(-1) _ exp(-1)
(I —oxp(—1))?  1—exp(—1)°

E(Y) = [1 — exp(-1)]

8) Soit Z une variable aléatoire de loi Pz = (Px +Py)/2. Donner expression
de la fonction de répartition de Z.
Si on note Fz(-) la fonction de répartition de Z, on a Fz(t) =0sit <0
et pour t > 0,

Fz(t) = = (P(X < t) + P(Y <t)).

DN =



Or, pour t > 0, P(X <t) = exp(—t3) et

[t]
P(Y <) = pi = 1 — exp(—[t]) exp(1).
1=0

En conclusion, pour ¢t > 0,

1 [exp(ff:i) +1—exp(—|t]) exp(fl)] .

Fy(t) = 5

Exercice 3 — On munit l'espace mesurable (RT, B(R+)) de la mesure p(-)
définie pour tout 0 < a < b < oo par u(ja,b[) = b?> — a?. On admettra que u(-)
est bien une mesure et qu’elle est entiérement determmee par ses valeurs sur
C ={la,b], 0 < a <b< oo} On introduit la fonction g : Rt — R définie par

3

9= Z iH]ifl,i[-

i=1

1) Montrer que g est une fonction étagée positive.
La fonction ¢ est une somme finie. Les coeflicients «; = ¢ sont positifs.
Enfin, les ensembles A; =]i — 1,4[ sont disjoints.

2) Calculer la valeur de l'intégrale

I:/ gdp.
R+

Par définition de l'intégrale d’une fonction étagée positive,

3
I—Zz,u (Ji — 1,4]) :Zz 21—1)=1+6+15=22.
i=1

Pour tout ¢ > 0, soit v(+) lamesure sur (RT, B(R™")) définie pour tout A € B(R™)
par

v.(A) = c/Agdu.

On admettra que v.(-) est une mesure.

3) Quelle valeur ¢y de ¢ faut-il prendre pour que v.,(-) soit une mesure de
probabilité 7 Si vous n’avez pas répondu a la question 2), vous pouvez
donner le résultat en fonction de I.

11 faut bien stir que ¢o > 0 et que v, (RT) = 1. Or, v, (RT) = ¢oI. 1l faut
donc prendre ¢g = 1/1 =1/22.



4) Donner I'expression de la fonction F' : ¢t — v, (] —00,t]). Vous distinguerez
lescast < 0,t€ (0,1, t € [1,2[, t € [2,3[ et t > 3.
On a pour tout ¢

3
Veo (] = 00,1]) = Co/ gdp=coy_ip(Ji = 1,i[N] — oo, t]).

J—oout] i=1

Donc
0 sit <0,
cot? site[0,1],

Veo (] —00,t]) =< co(1+2x (12 —1)) sitell,2],

co(1+6+3x (12 —4)) site[2,3]
co(l1+64+15) =1 sit>3.



