Controéle continu #2 de Probabilités

Troisieme année de la double Licence Mathématiques et Economie
Année 2024 - 2025

Durée : 1h30. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Exercice préliminaire — Démontrer les égalités ci-dessous (vous aurez a les
utiliser dans la suite).

i) Soit r €]0, 1], montrer que
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(On admettra que l’on peut intervertir les signes somme et dérivée.)

ii) Par récurrence et a 'aide d’une intégration par partie, montrer que pour
tout k € N,

/ th exp(—t)dt = k!.
0

Exercice 1 — On effectue une suite infinie de lancers indépendants d’une piéce
dont la probabilité d’obtenir “face” est p €]0,1[. Cette expérience est modélisée
par un espace probabilisé (2, F,P) que l'on ne cherchera pas a décrire. Pour
n € N\ {0}, on introduit la variable aléatoire T, : (2, F,P) — (E,, P(E,)) ou
pour tout w € Q, T;,(w) correspond au numéro du lancer ou ’on a obtenu “face”
pour la n-iéme fois.

1) Donner ’ensemble E,, des réalisations possibles de la variable aléatoire T,.

2) Donner, en fonction de n et p, Pexpression des probabilités suivantes :
P(T, =n) et P(T, =n+1).

3) Déterminer la loi de la variable aléatoire T5.

4) On pose ¢ = 1 — p. Donner 'expression, en fonction de ¢, de I’espérance
de TQ.

Exercice 2 — Soit (2, F,P) un espace probabilisé et soit X : (2, F,P) —
(R, B(R)) une variable aléatoire de loi Px avec

e>/<p($) six < [*ln((5))a [
92/5 siz € [—~1n(5),0],
1 siz > 2.

1) Représentez graphiquement la fonction F.



2) Quel est le support de la loi de X 7 (autrement dit, quelles sont les valeurs
prises par la fonction X).

3) Ecrire la loi Px sous la forme anp +(1- a)IP’g?) ou « €]0, 1], ng) est une

)

loi discréte et ]P’g( est une loi & densité. Vous donnerez la valeur de a,

I’expression de Pg) ansi que la densité de la loi ]P’g?).

4) Calculer E(|X|). La variable aléatoire X est-elle intégrable 7 Si oui,
calculer E(X).

Exercice 3 — Soit X : (2, F,P) — (R,B(R)) une variable aléatoire de loi
Px = (2u1 + bus)/7 avec
M1 = Z 2_k(5k7
k=1

et, pour tout A € B(R),

,ug(A):/Aexp(—a:)ll[o,oo[(x)da:.

1) Calculer p;(R) et pua(R). En déduire que Pon a bien Px (R) = 1.
On note F' la fonction de répartition de X.
2) Quelle est la valeur de F'(t) lorsque ¢ < 0 ? Lorsque t € [0,1] ?

3) Soit j € N\ {0} et ¢t € [4,7 + 1[. Donner, en fonction de ¢ et j Pexpression
de F(t).

4) Calculer de deux maniéres différentes 'espérance E(X).

Exercice 4 — On considére la fonction mesurable f : (R, B(R)) — (R, B(R))
définie pour tout = € R par

f(x) = cexp(—vx)I[g 00 (7).
ol ¢ € R.

1) Donner la valeur de ¢ pour laquelle f est une densité. Si vous ne trouvez
pas cette valeur, vous pourrez continuer ’exercice en donnant vos résultats
en fonction de c.

Soit X : (Q,F,P) — (R,B(R)) une variable aléatoire de loi Px absolument
continue de densité f.

2) Donner 'expression de la fonction de répartition de X.

3) Calculer de deux fagons différentes ’espérance de X.



