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Correction

Exercice 1 — Pour n € N\ {0}, on considére une variable aléatoire X : (2, F,P) — (E,,P(E,)) avec
E,={0,1,...,n}. Laloi de X s’écrit

n n .
Px-_.zz:cn<i)iz 5“
1=0
ol ¢, > 0 et (7) est le coefficient binomial. On rappelle également la formule
n n . .
b n — /Lbnf'b.
(a +b) ; <Z>a

1) Donnez, en fonction de n, Pexpression de la constante multiplicative ¢,, assurant que Px (E,,) = 1.
Vous pourrez vérifier que P(X = 1) = Px({1}) = n2"~1/3".

Il faut que
Y en (7)21' = 1.
i

i=0

Or d’apres le rappel, en prenant a = 1/2 et b=1, on a

g <7Z> 9271 = (1+1/2)" = (3/2)".

Donc ¢, = (2/3)™. On vérifie bien que

2n71
n .
3n

DO | =

Py({1}) =P(X =1) = cn <”)

7

2) Apres vous étre assuré de son existence, calculez l'espérance de X.
Le support de la variable aléatoire X est F, donc X est en particulier une variable aléatoire
positive et inférieure a n. Donc E(|X|) = E(X) < n < co. La variable aléatoire X est donc bien
intégrable. On a en utilisant le rappel,

" /n " /n—1 ne, A fn—1 ne, (3\"' n
E(X)=c¢c,> il .|27"=ne, I P sl [ P Ay =,
= i) e S ()= 2 ()= (5) <

i=1

3) Quelle est la loi de la variable aléatoire Y = 2% ?
La variable aléatoire Y est évidemment discréte. Elle prend ses valeurs dans I'ensemble {2¢ | i €
{0,...,n}} avec

P(Y =20)=P(X =) = ¢, (?) 271,



4) Calculez Iespérance de Y. Vérifiez que E(Y) # 2E(X),
On a, en appliquant le rappel avec a = b =1,

E(Y) = ¢, é o (?) 27 =, En: C‘) =2, = <§>n

=0

Evidemment, (4/3)" # 2"/3,

Exercice 2 — Soit X : (2, F,P) — (R, B(R)) une variable aléatoire de loi Px telle que pour tout ¢t € R,

0 sit<l1,
In(t) sitel[l,3/2],

Fty={ 12 site[3/2.2],
In(t) sitel[2,5/2],
1 sit>5/2.

1) Représentez graphiquement la fonction F. A titre indicatif, on donne les valeurs approchées suiv-
antes : In(3/2) = 0.405, In(2) =~ 0.693 et In(5/2) ~ 0.916.
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2) Quelles sont les propriétés que doit vérifier F' pour étre une fonction de répartition ?
Une fonction de répartition est une fonction croissante, de limite 0 en —oo, 1 en 400 et continue
a droite.

3) Quelle est le support de la variable aléatoire X (c’est-a-dire ’ensemble des valeurs prises par X)) 7
Le support de X est 'ensemble |1,3/2] U [2,5/2].

4) Ecrivez la loi Px sous la forme odP’(;) +(1- a)IP’g?) ou vous préciserez la valeur de «, ’expression

de Pg) et la densité de la loi continue IP’S?).
On trouve pour commencer la valeur de a (qui est le coefficient devant la loi discréte) en sommant
la hauteur des sauts. On a donc

o= [Eom ()] - 3] [rm (2)] < w1 (2) - (2)
=1+ 3In(2) — In(3) — In(5) ~ 0, 3714.

La loi discrete est donc

Py = é (B —In (3)} 839 + [ln(2) - ;] 8 + [1 ~In (g)} 55/2> .



Enfin, la densité de }P’g?) est

1 1 1

f(t) = mF’(t) = mgﬂ]173/2[u]2,5/2[(t)'

5) Apreés vous étre assuré de son existence, calculez 'espérance de X de deux fagons différentes. On
rappelle qu’une primitive de In(¢) est t(In(t) — 1).
Tout d’abord, la variable aléatoire X est positive et inférieure a 5/2. Donc E(| X ) = E(X) < 5/2.
L’espérance existe donc bien.
Premiére méthode — On sait que E(X) = aRE(X®M) + (1 — )E(X®) ot X1 est une variable

aléatoire de loi IP’(;) et X@ | une variable aléatoire de loi Pg?). On a

aE(X M) :g B —In (2)} +2 [m(z) - ;] - g {1 —In (2)}
_24 21n(2) — 3o (3) 2 (;) ~ 0,7373.

4 2 2 2
De plus,
3/2 5/2
(1-a)E(X®) = / dt +/ dt = 1.
1 2

En conclusion,

13 3 3 ) )

Seconde méthode — La variable aléatoire X étant positive, on peut utiliser la formule

0o 1 3/2 2 5/2
]E(X):/O (1—F(t))dt:/o dt+/1 (1—1n(t))dt—|—/3/2 %dt+/2 (1— In(t))dt

3/2

_ [ t(In(t) — 1)}1 . [t(ln(t) - 1)}2/2 - 113 +21n(2) — gln <;> - gln <;> .

=] ©

Exercice 3 — Soit X : (,F,P) — (R,B(R)) une variable aléatoire de loi Py définie pour tout
A € B(R) par
1

2 4
= 0.5(A4) + -00(4) +/A

Px(A —
X( ) 343

2

1) En admettant que Px est une mesure, montrez que c’est une probabilité.
11 suffit de vérifier que Px(R) = 1. Or,

1 2 4 [~1 9 1 4f 210 1
IP>X(R)=f+f+f/1 R T

2) Donnez la valeur de « telle que Px = aIP’g? +(1- a)]P’g?) ol IP’S;) est une loi associée & une variable

aléatoire discrete et Pg?) est une loi continue. Quelle est la densité de Pg?) ?
Le support de la loi Pg) est {—2,0,2}. On a
1 2 2 1

a=Px({-2.02}) =P(X = -9+ P(X =0) +P(X =2) = = + = + 3z = 5.

Pour trouver la densité de F, on cherche la constance ¢ > 0 telle que

4



4 4 (1 2
2 P
/R3x3 1,00 (7)dz 3/1 xgd:c 3

Ainsi, ¢ = 3/2. La densité est donc

fa) ==

3) Donnez l'expression de la fonction de répartition de X et faites en une représentation graphique.
Les points pour lesquels il y a un changement dans ’expression de F' sont —2, 0, 1 et 2.
e Evidemment, si t < —2, F(t) = 0.
e De plus, si t € [-2,0[, F(t) = 1/15.
eSite 0,1, F(t) =1/15+2/15=1/5.

e Sitell2 ) )
1 4 1 4 xr— ot 1 2 1
””:5+[§$“:5+§P”*}=*+*P J

e Enfin, sit > 2,

F(t)=%+135+§{1 1}=1+g[1 1]
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Exercice 4 — Pour tout a > 2 et ¢ > 0, on considere la fonction

c

7]1[1,00[(5[)-

xa

fe(x) =

1) Quelle est la valeur ¢ pour laquelle f,, est une densité (justifiez votre réponse) ?
La valeur c¢q est telle que
o0
Co / % r = 1.
1

Or,

Donc ¢g =a — 1.



Soit X : (,F,P) — (R, B(R)) une variable aléatoire de loi continue Px de densité f,,.

2) Donnez l'expression de la fonction de répartition de X.
Posons F(t) = P(X <t). Evidemment, si t < 1, F(t) =0. Si¢ > 1l,on a

Flt) = (a—1) /1tx—ad:c — e,

3) La variable aléatoire X est-elle intégrable ? Si oui, calculez son espérance.
La variable aléatoire X étant positive, il suffit de montrer que E(X) < co. On a

xz_”'rO_a—l -
2—ali a—2°%

E(X) = (a—l)/looxl_“dx: (a—l)[

Donc X est intégrable et son espérance est (a — 1)/(a — 2).



