Controle continu #2 de Probabilités

Correction

Exercice 1 — Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires définies sur l'espace probabilisé (02, F,P).

1) Soit X une variable aléatoire définie sur I’espace probabilisé (€2, F,P). Rappeler la définition de
la convergence en loi de (X,,)nen vers X.
On dit que (X,)nen converge ne loi vers X si pour toute fonction continue et bornée g, on a

E(g(Xn)) = E(g(X)).

On suppose dans la suite de 'exercice que X est la variable aléatoire constante égale a a € R (i.e., pour
tout w € 2, X(w) = a) et que la suite (X,,)nen converge en loi vers X.

2) Quelle est la fonction de répartition de X 7
La fonction de répartition de X est F'(-) :=P(X <) avec F(z) =0siz <aet F(z) =1siz > a.

3) Pour € > 0, quelle est la limite, lorsque n — oo des probabilités P(X,, > a+¢) et P(X,, <a—¢) ?
Notons F), la fonction de répartition de X,,. On a P(X,, >a+¢)=1—F,(a+¢) > 0cara+¢
est un point de continuité de F' et que F'(a +¢) = 1. De méme, P(X,, <a—¢) < F,(a—¢) = 0.

4) En déduire que si X, £, X alors X, LS
Soit € > 0, on a

P(X, - X|>e)=P(X,,>a+¢e)+P(X, <a—¢) =0,
d’apreés la question précédente.

Exercice 2 — Soient X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi qu’une variable
aléatoire X de fonction de répartition

0 six <0,
F(z)=< z/2 sizel0,1],
1 six > 1.

1) Calculer I'espérance de X. On rappelle que si X est une variable aléatoire positive,

E(X) = /OOO (1— F(t)) dt.

En utilisant le rappel, on a

2) Quelle est la fonction de répartition de X, ,, := max(X1,...,X,) ?
Par indépendance des X; et en utilisant le fait qu’elles ont méme loi, on a

P(Xppn<z)=P (ﬁ {X; < :13}) = F"(x).

i=1

Ainsi
0 six <0,
P(X,n <z)=1 (x/2)" sizel0,1],
1 sixz > 1.



L’objectif des questions 3) a 6) est de montrer de différentes fagons que X, ,, R

3)

Montrer que (X, »)n>1 converge en loi vers la variable aléatoire constante égale & 1. Conclure
quant a la convergence en probabilité.

Il suffit de remarquer que lorsque x € [0,1[, on a (z/2)" — 0. Ainsi, lorsque z < 1, P(X,,,, <
x) — 0 et, quand z > 1, P(X,, ,, < x) — 1 ce qui montre la convergence en loi vers une variable
aléatoire constante égale a 1. En utilisant ’exercice précédent, on en déduit la convergence en
probabilité.

Donner en fonction de n les expressions de E(X,, ,,) et Var(X,, ,). Conclure quant & la convergence
en probabilité.
En utilisant le rappel, on a

1 ,
T\™ 1
E(Xnn) = / (1-(3) )ar=1- CESE
De plus, on a pour z € [0,1] que P(X? < z) = P(X, , < /) et donc

0 six <0,
P(X2, <z)={ 27"2(x/2)"? sixzel0,1],
1 six > 1.

En s’inspirant du calcul précédent, on en déduit que
1
(n/2+41)27°
En conclusion, E(X,, ) — 1 et Var(X, ) — 0 puisque E(X? ) — 1. En utilisant un résultat du
cours, on en déduit la convergence en probabilité vers 1.

E(X:,)=1-

n,n

En utilisant une inégalité de Markov, montrer que pour tout n > 1,

—n

P(|Xpp—1]>e) < —.
(Xnn =11>9) < 72

Conclure quant a la convergence en probabilité.
11 suffit d’utiliser I'inégalité de Markov avec le moment d’ordre 1 :
< E(‘Xn,n — 1|) _ 1- E(Xn,n)

P(|Xpn—1]>¢) < . . ,

puisque X, ,, < 1 presque sirement. En utilisant la question précédente, on en déduit le résultat.

Pour ¢ > 0, donner lexpression, en fonction de n et e, de la probabilité P(|X,,, — 1| > ¢).
Conclure quant a la convergence en probabilité.
Puisque X, ,, <1 presque stirement,

0 sie>1,

P(Xnn -1 ze) =P(Xpn<1-¢)= { {(1—e)/21  sieelo,1].

On remarque facilement que P(|X,, ., —1| > €) — 0 lorsque n — oo ce qui conclut la démonstration
de la convergence en probabilité.

Peut on affirmer que (X, »)n>1 converge presque-sirement vers 1 7
Pour € > 1,

ZP(|XM—1| >e) =0 < oo,

n>1

et pour € €]0, 1],

B 1-e\"_(1-¢/2 1-¢
ZP(IXn,n—1IZE)—Z( 2 ) Tt 1te ™

n>1 n>1

On en déduit la convergence presque-siire vers 1 en utilisant le corollaire du Lemme de Borel-
Cantelli.



Exercice 3 — Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire de loi absolument continue dont la densité est la fonction

foxen(@y) = %\/3 exp <—§ (2% — zy + yQ)) .

1) Montrer que 22 — zy + 4% = (x — g(y))? + 3y? /4 ou vous préciserez 1'expression de la fonction g(-).
On a
o —ay+y’ =3y’ fA =" —ay +yP /A= (v - y/2)%

Ainsi, g(y) = y/2.

Le reste de l'exercice peut étre effectué en donnant les résultats en fonction de g(-). On rappelle aussi
que la densité d'une loi normale de moyenne x et de variance o2 > 0 est

h(z; p, 0%) = m}% exp (—W) .

2) Quelle est la densité de Y. Quelle loi reconnaissez vous ?
La densité de Y est donnée par

fy(y> = /Rf<X7Y)($7y)dm = %\/3 /]ReXp <_§ (xg —xy + yQ)) dx
1

- Lo (%) [en (-5 @ -g)?) i

/Rh(m;g(y),3/4)dq: - ﬁ/ﬂ{exp (-W) do = 1.

Or, on sait que

Ainsi,

Donc Y suit une loi normale centrée et réduite .

3) Pour tout y € R, donner l'expression de la densité conditionnelle de X sachant Y = y. Quelle loi
reconnaissez vous 7
D’aprés le cours, la densité conditionnelle est donnée par

 fxy(y) 2 (=g _ -
Petyeyto) = DI 2oy (LI g,

On reconnait donc la loi normale de moyenne g(y) = y/2 et de variance 3/4.

4) Quelle est I'expression de espérance conditionnelle E(X | Y) ?
D’aprés la question précédente, on a directement que E(X |Y) =g(Y) =Y/2.

Exercice 4 — On consideére la variable aléatoire Y : (2, F,P) — (E, P(E)) avec E = {1/3,1/2,1}. La
loi de Y est donnée par P(Y = 1/i) = 1/i pour i € {2, 3}.

1) Donner les valeurs de P(Y = 1) et de E(Y').
On a évidemment que
P(Y =1)+P(Y =1/2) + P(Y = 1/3) = 1.

Ainsi, P(Y =1)=1-1/2—-1/3 =1/6. On en déduit que

Lol 11 1 19
272 373 36

B(Y) = ¢



Soient {X;, ¢ € {1,2,3}} des variables aléatoires de loi exponentielle de paramétre 1/i que l'on sup-
posera indépendantes de Y. On pose

7= iXi]I{Y =1/i}.

2) Quelles sont les valeurs prises par la variable Z ? Calculer l'espérance de Z.
La variable Z prend des valeurs positives. Par linéarité de ’espérance et en utilisant I'indépendance
entre les X; et Y, on a

& e . 1 1 1 113
E(Z) =Y E[X{Y =1/i}] = > E(X)P(Y =1/i) =1x GTZXyT3xg=2+c=F.
i=1 i=1
3) Donner 'expression de E(Z | Y).
D’aprés le cours,
3
E(Z|Y)= ZE(Z Y =1/)[{Y = 1/i}.
Or,
3
E(Z|Y =1/i) = @E ZXjH{Y =1/} I{y =1/i}
1 , .
= mn@: (X I{Y =1/i}] = B(X;) = i.
Ainsi,
> 1
E(Z|Y)=) i{y =1/i} = v
=1

4) En déduire que E(Z) = E(1/Y).
C’est évident puisque E[E(Z | V)] = E(Z).



