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CORRECTION

Exercice 1 — Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme
espace probabilisé (2, F,P). Pour tout n € N\ {0}, la fonction de répartition
de X,, est donnée par

0 siz <0,

Fn(m)ZP(Xnﬁx):{ 1—(n+1)"% siz>0.

1) Calculer lespérance de X,, de deux fagons différentes : i) en utilisant la
densité de X, et ii) en utilisant ’égalité

E(X,) = /000 P(X,, > x)dz.

Pour la premiére méthode, on a
fo(x) =In(n+ 1)(n + 1)*‘”11[0@[(:5).

Ainsi,
E(X,) = / 2 fn(x)de =1In(n + 1)/ x(n+1)""da
0 . 0
=In(n+ 1)/ zexp (—zln(n+ 1)) da.
0
En posant y = z1n(n + 1), il vient

BOX) = ot [ e (o) dy= o

In(n+1 n(n+1)

La seconde méthode donne

E(X,) = /000 P(X, > z)dx = /000 exp (—zIn(n+1)) de = m

2) Quelle est I'expression de la fonction de répartition de X2 ?
Siz <0, on a évidemment P(X2 < ) =0. Si x >0,

1/

P(X2<z)=P(X, <2/ =1-(n+1)



3) Calculer la variance de X,,.
On a

E(X?) = / (n+ 1)711/2 dz = / exp (—:(:1/2 In(n + 1)) dz.
0 0
En posant y = z'/2In(n + 1), on a E(X2) = 2/In*(n + 1).
Ainsi, Var(X,,) = 1/In*(n + 1).
4) Conclure quant & la convergence en probabilité de la suite (X,,)n>1.
Comme E(X,,) — 0 et E(Y,) — 0, 0on a X, 0.

5) Quel est le nom usuel de la loi de X, ?
Pour tout n > 1, la variable X,, suit une loi exponentielle de paramétre
In(n +1).

On suppose a présent que la suite (X,,),>1 est une suite de variables aléatoires
indépendantes, le fonction de répartition de X,, étant la fonction F;, donnée en
début d’énoncé.

6) Soit € €]0,1]. La série

> P(X, >e),

n>1

est-elle convergente 7
On a pour tout € €]0, 1],

1 1
EE:IPLXﬁ > 5)::j£: Ggigijg :ZEE:;;’::‘¥OO.
n>1 n>1 n>2

La série est donc divergente.

On rappelle la seconde partie du lemme de Borel-Cantelli. Si (A,,),>1 est une
suite d’événements indépendants et si la série de terme général P(A,,) diverge,
alors P(limA,,) = 1.

7) Déduire de la question précédente que pour tout € €]0, 1], on a
P(im{X,, >¢}) = 1.
11 suffit d’appliquer la seconde partie du lemme de Borel-Cantelli.

8) On note Q7 I'ensemble des rationnels strictement positifs. Montrer que

P{X, —0})=1-P [ |J m{X, >}

ecQ}

On rappelle que

P{X, —»0}) =P () lm{X,<e} | =P | () [m{X,>e)"
56@1 EGQ:



L’intersection des complémentaires étant égal au complémentaire de I'union,
on a

C

P{X, —0}) =P | ()] lm{X, <e} | =P U Im{x, > ¢} :
e€Qy e€Q?

qui est le résultat attendu.

9) En déduire que P({X,, — 0}) = 0. Conclure quant a la convergence
presque-sire de la suite (X,,),>1 vers 0.
Il suffit de remarquer que

1-P| | Tm{X, >e} | <1-P(lim{X, >1/2}) =0.
EEQ:_

La suite (X,,),>1 ne converge donc pas presque-siirement vers 0.

Exercice 2 — Soit F et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (Q, F,P) et indépendantes. On se place dans le cas ou la variable
aléatoire Y prend ses valeurs dans N. On pose enfin Z = [[p<y}y.

1) Montrer que pour tout k € N, E(Z | {Y = k}) est la valeur au point k de
la fonction de répartition de F.
Soit £ € N. Par définition

E(Z|{Y =k}) = m /Q Zlpy—py dP

1 PH{E <k}n{Y =k})

=— [ I —pdP =
P(Y = k) /Q {(BSYIN{Y=k} P(Y = k)
L’indépendance des variables aléatoire E et Y conduit a

P(E < k)P(Y = k)
P(Y = k)

E(Z [{Y =k}) = =P(E <k),

qui est le résultat annoncé.

2) Quelle est Pexpression de la fonction mesurable h : N — R telle que
E(Z|Y)=h(Y)?
1l suffit d’appliquer la formule du cours. On a

() =D P(E < i)l ().
i€eN

Autrement dit, h est la fonction de répartition de E.



3) En déduire I'expression de la suite (a)ren pour laquelle
PE<Y)=) a
kEN

On commence par remarquer que P(E <Y) = E(Z). De plus, E(Z) =
E(E(Z | Y)). De plus, d’aprés la question précédente, on sait que E(Z | V)
prend les valeurs h(k) pour k € N avec les probabilités associées P(Y = k).
Ainsi,
P(E<Y)=> hEPY =k)=> P(E<kPY =k).
keN keN
Pour tout k& € N, on a donc montré que a = P(E < k)P(Y = k).

Dans toute la suite, on suppose que la fonction de répartition de E est

0 six <0,

F($):P(E§x):{12$ siz > 0.

La variable aléatoire Y suit quant a elle une loi de Poisson de paramétre A > 0.

4) En utilisant les questions précédentes, donner 'expression de la fonction
mesurable g : [0, 00[— R telle que P(E <Y) = g(A).
D’aprés la réponse a la question 3),
Ly AP
PE<Y)=)» PE<kPY =k)=> (1-27%)e AH

keN keN

_ A A 1 _ /2
keN

On a donc g(-) =1 —e /2,

Soit (Ep)nen une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi commune la loi de E.
Soit (Y, )nen une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi commune une loi de
Poisson de parameétre 2. Les suites (E,)nen et (Y, )nen sont supposées indépen-
dantes.

On note S, le nombre d’indices ¢ dans ’ensemble {1,...,n} pour lesquels
lévénement {E; < Y;} est réalisé.

5) Etudier la convergence presque-siire de S, /n.
Il fallait remarquer que

Sn=>_Iip<vy-
i=1

Les variables aléatoires Z; := I, <y,) étant indépendantes, de méme loi
d’espérance finie, la loi des grands nombres nous assure que

1 _
ES” PS5 E(Lip<yy) =P(E<Y)=g(2)=1—¢".



Exercice 3 — Soit (X,Y) : (Q, F,P) — (R? B(R?)) un vecteur aléatoire de loi
P(x,y) qui admet pour densité la fonction

Foer(@y) = Xp(ym exp (;) La(2,),

otc>0et A={(z,y) € R?|0<x <y} Onnote fy la densité de Y.

1) Donner I'expression de fy (y) en fonction de c.
D’aprés le cours, on a

xp(—y? Y
fr(y) = /Rf(X,Y)(%y) do = C‘W(yy/Q)H[O’OO[(y)/O P <_§> o

/Oy exp <—z) de = y(1 —e ),

on trouve finalement

Puisque

2

ris) =elt = e esp (4 ) o0

2) Quelle valeur de ¢ > 0 faut-il prendre pour que f(x y) soit bien une fonc-
tion de densité ? On rappelle que pour tout o > 0,

& z2 m\ 1/2
/0 exp (_W> de =0 (§> .
Il faut que

[e’e) 2
/R2 foey(@,9) drdy:/Rfy(y) dyzc(l—e—l)/o exp <_y2) dy =1.

En utilisant le rappel il faut donc que ¢ = {/7(1 —e™1)/v/2} L.

3) Donner la fonction & : (R, B(R)) — (R, B(R)) telle que E(X]Y) = h(Y).
Pour tout y > 0, la densité conditionnelle est

povate) = Py (21000 / {0 ()}

1 1 T
= 1_76_15 exp (y> H[O,y] (I)

S Y x
h(y) = 17e*1§/0 Z exp (_y> dx.

En posant z = z/y, on trouve

1 —1
y(l—2e1)

yde =T )
/Ozexp( z)dz T

Ainsi,

h(y) = 1_o1



