Controéle continu #3 de Probabilités

Correction

Questions de cours —

1) Soit F un ensemble quelconque. Donner les propriétés vérifiées par une
tribu £ de parties de FE.

2) Soit (F, &) un espace mesurable. Quelles propriétés doit vérifier application
& — R pour étre une mesure ?

3) Soit (2, F,P) un espace probabilisé, .4 une sous-tribu de F et X : (2, F,P) —
(R, B(R)) une variable aléatoire intégrable. Donner la définition de I’espérance
conditionnelle de X sachant A.

Exercice 1 — Soient X1, X5,... des variables aléatoires indépendantes et de
méme loi de densité

f(x) = Aexp(=Az)ljg oo[(7),

avec A > 0. Soit N une variable aléatoire, indépendante des variables aléatoires
X1, Xs, ..., de loi binomiale de paramétres n € N\ {0} et p €]0,1[. Toutes les
variables aléatoires sont définies sur le méme espace probabilisé (2, F,P).

1) Donner I'expression, en fonction de n, p et A, de 'espérance de la variable
aléatoire N X;.
Correction : Les variables aléatoires N et X étant indépendantes, on a

E(NX:) = E(N)E(Xy).

1l reste a calculer

E(N) > kCEPF(1—p)F =np > kCETIpF N1 —p)"F
k=1 k=1

n—1

= npz ECF_ p" (1 —p)" R = np.
k=0

et
o 1
E(Xy) :/ Az exp(—Az)dz = %
0

On en déduit que

n
E(NX,) = Tp.



2) Donner l'expression, en fonction de n, p et A, de lespérance de la vari-
able aléatoire (NX1)2. Vous pourrez utiliser I'égalité Var(N) = E(N?) —
[E(N)]? = np(1 — p).

Correction : Par indépendance, on a
E[(NX1)?] = E(N?)E(X2).
Or,
E(N?) = np(1 - p) + n’p?
et
2 e L[, 2
E(X7) :/0 Az exp(—Ax)dx = ﬁ/o x®exp(—z)dr = —.
En conclusion,

~ 2np(1—p) + 2n?p?
= v

E[(NX1)?]

3) En déduire 'expression de la variance de N Xj.
Correction : En utilisant la formule Var(NX;) = E[(NX1)?] — [E(NX1)]?
on trouve
2np(1 — p) + n?p?
A2 '

Var(NX;) =

Dans la suite, on introduit la variable aléatoire

N+1

Y=> X
=1

4) Montrer que
n+1

et ainsi que Y est intégrable.
Correction : Tout d’abord, Y est une wvariable aléatoire positive donc
E(|Y]) = E(Y). Ensuite, il est clair que presque-sarement, N < n donc

On obtient le résultat en utilisant la croissance de [’espérance.

5) Rappeler la définition de la tribu o(N) et montrer que 'on a o(N) =
o({A;, i = 0,...,n}) ou les ensembles (A4;, ¢ = 0,...,n) forment une
partition de €.

Correction : La tribu o(N) est la plus petite tribu rendant N mesurable.
C’est donc la tribu engendrée par {N=1({i}), i = 0,...,n}. Il est clair
que les A; = N7L({i}) forment une partition de <.



6) Pour tout ¢ =0,...,n, donner ’expression de

/ Y dP.
N=({i)

Correction : On a

i+1 i+1
YdP = / I ey YdP = / X, oy dP = / X, neiydP
/Nl({m Q Q; ; @

De part 'indépendance entre N et X,

/ Xjln=ipdP = E (X;I{n—s}) = E(X;)P(N = i) = “nt \- P
Q
En conclusion,

i i(] — )i
/ YdP = (1 +Z~)M_
N-L({a)) A

On rappelle que

E(Y | N) = zn: <]P(11%) /A YdIP’) Ta,.

=0

7) En utilisant le rappel ci-dessus et la réponse a la question 6), déterminer
la fonction mesurable h telle que E(Y | N) = h(Y).
Correction : On a

n

14 1+ N
E(Y | N)=Y)_ =iy = ——
=0

8) Donner 'expression de lespérance de Y.
Correction : On a

_1+E(N)  1+np

E(Y) = B[E(Y | V)] = = .

Exercice 2 — Pour tout ¢ € R, on considére la fonction f(x y) : R? — R définie
par

f(X,Y)(xay) - cexp(f:ﬂ)HA(x,y),
ot A={(r,y) eR?|0<z<let —a<y<a}

1) Représenter sur un graphique I’ensemble A.



2) Quelle valeur de ¢ faut-il prendre pour que f(x y) soit une densité 7
Correction : Pour que la fonction soit positive, il faut que ¢ > 0. De plus,

1 x 1
/ foow (@ y)dedy = / Foxw (@ y)dyde = / 2 exp(—)da
A 0 —x 0
= 2c[1 —2exp(-1)],

le calcul de lintégrale étant fait a l'aide d’une intégration par parties. II
faut donc prendre ¢ = 1/2[1—2exp(—1)]~1 pour la fonction soit d’intégrale 1.

Dans toute la suite, on prendra pour ¢ la valeur trouvée a la question 2). Vous
pourrez donner vos résultats en fonction de ¢. On considére le vecteur aléatoire
(X,Y): (9, F,P)— (R?,B(R?)) de loi P(x,y) & densité de densité fx y).

3) Calculer la probabilité de 'ensemble {X < 1/2} N {Y > 0}.
Correction : On a

PHX <1/2}n{Y 20}) = Prxy)(l —00,1/2] x [0, 00])

1/2 1/2
= / / exp(—z)dydx fc/ zexp(—x)dz.

A laide d’une intégration par parties, on trouve

P{X <1/2}n{Y >0}) =c [1 - %exp (-é)} .

4) Donner Pexpression de la densité de X.
Correction : 11 suffit d’intégrer la densité du couple par rapport a la seconde
composante.

fx(z) C/f(X,Y)(xvy)dy = C]I[O,l](x) /l exp(—x)dy

—T

= 2cxexp(—z)lpj(x).

5) Montrer que E(Y | X) est une variable aléatoire presque-siirement con-
stante (vous préciserez la valeur de la constante).
Correction : Commengons par trouver l’expression de la densité condi-
tionnelle. On a pour tout x € [0, 1],

f(X,Y)(ma )

1
fY|X=9c(y) = T(ﬂ?) = % H[—ac,x] (y)

On en déduit que E(Y | X) = h(X) avec

h(z) = /ny\X:z(y)dy = % /_ ydy = 0.

Ainsi E(Y | X) = 0 presque-sirement.



Exercice 3 — Sur lespace (R, B(R)), on considére la mesure p définie pour
tout A € B(R) par

1 12 2
A)=—=061(A)+ — -2 —01(A).
P = g0 7 [ e S

1) Vérifier que u est une mesure de probabilité.
Correction : 1l suffit de vérifier que u(R) =1. On a

1 12 [ 2
pR) = S70-1(R)+ 7/0 exp(—22)dz + - 61(R)
1 12 1 < 1 6
= —_ _— _—— —2 = — —_ = 1'
7+7 [ 2exp( :v)]o 7+7

Soit X : (Q, F,P) — (R, B(R)) une variable aléatoire de loi Px = p.

2) Donner expression de la fonction de répartition de X.
Correction : La fonction de répartition de X est donnée pour tout t € R
par F(t) = p(] —o0,t]). On a F(t) =0 sit < —1. Sit € [-1,0],
F(t)=1/21. Site[0,1],

F(t) = % n 172 /Ot exp(—2z)da = ?ll + 2[1 — exp(—2¢)].
Enfin, sit>1,
F(t) = % + 172 /Ot exp(—2x)dx = ; + g[l — exp(—2t)].
En conclusion,
0 sit<—1,
1/21 site[-1,0]

1/21 4+ 6[1 — exp(—2t)]/7 sit € [0,1],
1/7+6[1 —exp(—2t)]/7  sit>1.

3) Ecrire la loi Px sous la forme aIP;) +(1- a)IPg?) ou « €]0, 1], Pg}) est une

loi discréte et ]P’g?) est une loi de densité f (vous préciserez la valeur de «,

I’expression de IP’()? et expression de la densité f).
Correction : 1l y a deuzx sauts en —1 et 1 de hauteur 1/21 et 2/21 respec-
tivement. Donc

et



Enfin, la densité de IP’()?) est

1 7

ft) = F'(t) = g X 172 exp(—2t)l[p oo () = 2 exp(—2t)[g oo (t)-

4) Calculer I'espérance de X.

Correction : L’espérance de X est égale & aE(X1) + (1 — a)E(X2) ou X3
suit la lot Pg) et Xo la loi ]P’g;). On a

1 2 1

E(X)=—>+2=_.

(X1)=-3+3=3
et - )
E(Xs) = 2/ xexp(—2z)dx = 7

0
Ainsi,

1 3 10

E(X)= — + 2=

(X) 21 7 21

Exercice 4 — Soit X : (2, F,P) — (R, B(R)) une variable aléatoire de fonction
de répartition F'. On suppose qu’il existe —oco < a < b < oo tels que F'(z) =0
pour tout z < a, F(x) =1 pour tout x > b et F(z) €]0, 1] pour tout z € [a, b].
Pour tout n € N\ {0}, on introduit également les variables aléatoires X1, ..., X,
que 'on suppose indépendantes et de méme loi que la variable aléatoire X.
Enfin, on pose m,, = min(Xy,...,X,) et M,, = max(Xy,...,X,)

1) Quelle est la probabilité de 'ensemble {w € Q | X(w) < a} ? Méme

question pour ensemble {w € Q| X (w) > b}.
Correction : On a

Plwe | X(w)<a})=P(X <a)= EgF(x)

Or, F(z) =0 pour tout x < a donc P(X < a) =0. De méme

Plw e Q| X(w) >b})=P(X >b)=1-P(X <b) =0.
Donner, en fonction de F, a et b, I’expression de la fonction de répartition
de m,, ainsi que celle de M,,.
Correction : Pour la fonction de répartition de m,, que l'on notera F,,,

on a Fy(t) = 0 pour tout t < a et Fp,(t) = 1 pour tout t > b. Pour
tela,b,

Fu(t) = P(m, <t)=1-P(m, >t)=1-[[P(X; > 1)



Pour la fonction de répartition de M,,, que l’on notera Fir, on a Far(t) =0
pour tout t < a et Fy(t) = 1 pour tout t > b. Pourt € [a,b],

Far(t) = P(M, < t) = ﬁp(xi <t)=[F(t)".

i=1

Pour tout € > 0, donner les expressions des probabilités P(|jm,, — a| > ¢€)
et P(|M,, — b| > ¢).

Correction : Tout d’abord, il faut remarquer que m,, > a presque-sirement
donc,

P(lm,, —a| >¢) =P(m, >a+¢e)=1-P(m, <a+e).
Sia+e>0b, e, sie>b—a,
P(jm, —al >¢€)=0.

Sie<b-—a,

P(lm, —al > ) =[1 - F(a+¢)]™.
De la méme fagon,

P(|M,, —b| >¢e)=P(M, <b—¢).
Sib—e<aie, sic>b—a, P(|IM, —b|>¢)=0. Sie <b—a,

P(|M,, —b| > ) =[F(b—¢)]".

Que pouvez-vous dire sur la convergence en probabilité de la suite (m.,) 7
Méme question pour la suite (M,,).

Correction : D’aprés la question précédente, comme F(t) €]0, 1] pour tout
t € [a,b], on a pour tout € >0

lim P(jm, —a|>¢)=0
n—oo

et
lim P(|M,, — b >¢)=0

n— oo

Ainsi, m,, converge en probabilité vers a et M, converge en probabilité
vers b.

Exercice 5 — Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes, définies
sur le méme espace probabilisé (Q2, F,P) et de méme loi Px avec

1 1 1
PX - 5(51 + 152 + 153

On introduit également la variable aléatoire M,, = max(Xy,..., X,).



)

Calculer 'espérance de Xj.
Correction : L’espérance de X est

1 1 1 7

Donner I'expression de la fonction de répartition de X;.

Correction : Sit <1, F(t)=P(X; <t)=0. Site[1,2], F(t) =P(X; =
1)=1/2. Site[2,3], F(t) =P{X; =1}n{X; =2}) =1/24+1/4 =3/4.
Enfin, sit >3, F(t) =1.

Donner 'expression, en fonction de n, de la fonction de répartition de M,,.
Cette fonction sera notée F,.
Correction : On a

0 sit <1,
Fu(0) = P(M, <0 = [[BCG <0 = (FOI" =4 00 Sr ey
= 1 sit>3.

En utilisant la relation

E(M,) = /000(1 — F,(t))dt,

donner, en fonction de n, I'espérance de M,,.

Correction :
1 2 3 3\ "
E(M,) = / dt+ [ (1—2mat +/ (1 _ <> ) dt
0 1 2 4
" /3\"
-(5) - (5)
En utilisant ’'inégalité de Markov, montrer que M,, converge en probabilité

vers 3.
Correction : Pour tout € > 0,

P(M,—3| > ¢) < EUMn=3) _ EG=Mn) _ é ((1)n . (3)n> 0.

€ € 2 4
Ainsi, M,, converge en probabilité vers 3

Pour tout € €]0, 1], calculer la probabilité P(|M,, —3| > ). Méme question
lorsque € € [1, 2] puis lorsque € > 2.
Correction : On a

P(|M,, — 3| > &) = P(M, < 3 —¢).



Ainsi, si e €]0,1],

P(|M, — 3| >¢) = P(M, < 3—¢) =P(M, < 2)

Il
Y
=1 w
~_

3

Siee[l,2],

P(|M,, — 3| > &) = P(M, < 3 —¢) = P(M, < 1)

Il
7N
|~
~~
3

Enfin, sie > 2,
P(|M, —3| >¢)=P(M, <3—¢)=0.
Montrer que M,, converge presque-stirement vers 3.

Correction : Les suites (3/4)™ ou (1/2)™ étant les termes d’une série
convergente (séries arithmétiques de raisons 3/4 et 1/2), on a

> (M, - 3] > ¢) < 0.

n>1

Ainsi, d’aprés le corollaire du Lemme de Borel-Cantelli, M, converge
presque-sirement vers 3.



