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Durée : 3h. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Exercice préliminaire — Montrer a ’aide d’une intégration par parties que pour tout i € N\ {0},

/ xiexp(—x)darzi/ ' exp(—x)dz.
0 0

En déduire (par récurrence) que
/ 2’ exp(—x)dx = !
0
Exercice 1 — Soit X : (2, F,P) — (R, B(R)) une variable aléatoire de loi Px définie pour A > 0 par

0 sit <0,
Px(]—ooat])—{ 1—exp(—At) sit>0

1) Sous quel nom est connue cette loi ?
2) Pour tout i € N donner, en fonction de ), Pexpression de E(X*).
On considére a présent une variable aléatoire Y : (2, F,P) — (N, P(N)) indépendante de X et de loi Py définie

pour tout k£ € N par
1

Py ({k}) = S

3) Calculer lespérance de Y. On rappelle que pour tout 2 € R on a
o
z R
¢ = Z il
ieN
4) On pose Z = min(2,Y"). Donner la loi de Z et calculer son espérance.

5) On note o(Y") la plus petite tribu rendant Y mesurable. Montrer qu’il existe des événements {A; € F; i €
N} (que vous préciserez) de probabilité non nulle, qui forment une partition de 2 et tels que

o(Y)=0({A; € F; i € N}).

Soit V' : (2, F,P) — (R, B(R)) une variable aléatoire intégrable. On rappelle que si A = o({4; € F; i € N})
ol les événements A; sont de probabilité non nulle et forment une partition de €2 alors

E(V[A) =) (P(Zi) /A VdIP’) L,

i€EN




6) Donner I’expression de la fonction mesurable h telle que E(XZ | V) = h(Y).
7) En utilisant la question précédente, calculer E(X?%).
8) Montrer que XZ =T (Y) 4+ XI13(Y) 4+ X2Iw 0,13 (Y). Utiliser cette égalité pour calculer E(XZ).

Exercice 2 — Soit (X,Y) : (Q,F,P) — (R? B(R?)) un vecteur aléatoire de loi P(x yy définie pour tout
A € B(R) et B € B(R) par

2
Pxy)(Ax B) = / / =g VY N (2, y)dydz,
AJBY
avec A= {(z,y) eR? |z >1et 0 <y <1/2}.
1) Donner l'expression de la densité de Y. Quelle loi reconnaissez-vous 7
2) Calculer l'espérance et la variance de Y.

On introduit la fonction L :]0, co[—]0, oo[ définie pour tout ¢ > 0 par

L(t) = /200 éexp(—tz)dz.

La fonction L est la transformée de Laplace de la fonction 2z — 2*111]2700[(,2).

3) Donner Pexpression, en fonction de la transformée de Laplace L, de la densité de X. (Aide : poser
z=1/y.)
4) Déterminez la fonction mesurable h :]0,1/2[— R telle que E(X | Y) = h(Y).

5) Calculer l'espérance de X.

6) En déduire la valeur de

/1 " L(in(2))da.

Exercice 3 — Soient X; et X5 deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, F,P) et
a valeurs dans (Eq,P(E4)) et (Ea, P(E2)) respectivement. On suppose que la loi de X est définie pour tout
k € N et pour A > 0 par
aAF
p({ky) = e 75

La loi de X5 quant a elle est donnée pour n € N\ {0}, p €]0,1[ et k € {0,--- ,n} par

n!

i = ()40~ = gt =

Pour « €]0, 1], on considére une variable aléatoire Y : (2, F,P) — (E,P(E)) de loi Py = auy + (1 — a)us.

1) Quel est 'ensemble F des valeurs prises par la variable aléatoire Y 7

)
2) Pour tout k € E, donner, en fonction de «, A, n et p, I'expression de Py ({k}).
3) Donner les expressions de Py (] — 00, 0[), Py (] — 00,0]) et Py (]1/2, o0[).

)

4) Donner expression de E(Y).



5) Donner l'expression de Var(Y').
6) Montrer que
Var(Y) — [aVar(X1) 4 (1 — a)Var(X,)] = o[E(X1) — E(Y)]? + (1 — o)[E(X,) — E(Y)]%

7) En déduire que Var(Y) > aVar(X;) + (1 — a)Var(Xz). Donner l'expression de A (en fonction de n et p)
pour que lon ait 1’égalité pour tout « € (0, 1).

On consideére a présent la mesure vy définie sur (R, B(R)) pour 6 > 0 par

(] = 00,]) = 5 (1~ exp(—0) T, (1)
8) Vérifier que

(] —oo,t]) = / exp(—02)ljo oo (2)dzx.
]_Oovt]
9) Donner, en fonction de 6, 'expression de l'intégrale

/R tdvi (t).

10) Montrer que pour tout ¢ > 0, la fonction v : B(R) — [0, 00] donnée par vy = a1 +a(l—a)us+c(l—a)vy

est une mesure.
/ thQ (t)
R

12) Quelle valeur de ¢ > 0 faut-il prendre pour que v5 soit une mesure de probabilité ?

Exercice 4 — Pour tout n € N, on considére la variable aléatoire X,, : (Q, F,P) — (R, B(R)) de loi Px,, =
and1 + (1 — o)y o0 (ap)nen €]0,1], 1 est la mesure de Dirac au point 1 et p, est la mesure sur (R, B(R))
définie pour tout A € B(R) et pour toute suite positive (6,,) par

1 x
un(A)=/ g eXP <_9 )H}o,oo[(l‘)dfc-
A Un n

Donner 'expression de la fonction de répartition F,, de X,,.

11) Donner 'expression de 'intégrale

Trouver, de deux fagons différentes, I’expression de 1’espérance de X,.

Donner I'expression de la variance de X,,.

A Taide des questions 2) et 3), étudier la convergence en probabilité de X,, dans les cas suivants :
i) ap > let b, —602>0,
i) a, = 0et 6, —0.

5) En utilisant I'inégalité de Markov, montrer que pour tout € > 0,

1—a,
22

P(|X,—1]>¢) < [1-20,(1-06,).

6) On suppose pour cette question que (6,,) est la suite constante égale & 1. Proposer une suite () pour
laquelle X, converge presque-siirement vers 1 (justifier correctement votre choix).



