Intégration et probabilité : Contrdle continu #3

Correction

Exercice préliminaire — Montrer & ’aide d’une intégration par parties que
pour tout ¢ € N\ {0},

oo . o0 .
/ x'exp(—x)dx = z/ ' exp(—x)da.
0 0
En déduire (par récurrence) que
0 .
/ z' exp(—z)dz = i!
0
Réponse — En prenant u(z) = x* et v'(x) = exp(—x) on a
/0 a'exp(—x)de = [ -z’ exp(—a:)}o —|—/O iz exp(—x)dx
o0 .
= z/ ' exp(—x)dz.
0

Si on pose
g(i) := / 2’ exp(—x)dz,
0
onag(l) =1=11. Supposons que g(i) =il. On ag(i+1) = (i+1)g(:) = (i+1)\

Exercice 1 — Soit X : (2, F,P) — (R, B(R)) une variable aléatoire de loi Px
définie pour A > 0 par

0 sit <0,
Px (] = o0,t]) _{ 1—exp(—At) sit>0

1) Sous quel nom est connue cette loi ?
Réponse — C’est une loi exponentielle de parameétre \.

2) Pour tout i € N donner, en fonction de \, I'expression de E(X?).
Réponse — On a

E(XY) = )\/ 2’ exp(—\x)dz.
0

En posant y = Az il vient



On considére a présent une variable aléatoire Y : (Q,F,P) — (N,P(N)) in-
dépendante de X et de loi Py définie pour tout k € N par

By ({k)) = -

3) Calculer l'espérance de Y. On rappelle que pour tout z € R on a

Réponse — On obtient facilement que E(Y) = 1.

4) On pose Z = min(2,Y’). Donner la loi de Z et calculer son espérance.
Réponse — La variable aléatoire Z prend ses valeurs dans l’ensemble {0,1,2}.
Il suffit de calculer les probabilités P(Z = 0), P(Z = 1) et P(Z = 2). Or,
P(Z=0)=PY =0)=e ! Deplus, P((Z =1) =PY =1) =e L.
Enfin, P(Z =2) =P(Y >2)=1—2e". On en déduit que

E(Z)=0xe ' +1xe ' +2x (1 -2 =2-3e""
5) On note o(Y) la plus petite tribu rendant Y mesurable. Montrer qu’il

existe des événements {A; € F; ¢ € N} (que vous préciserez) de probabilité
non nulle, qui forment une partition de €2 et tels que

oY)=0({A; € F; i e N}).
Réponse — 11 suffit de prendre A; =Y ~1({i}) = {w € Q| Y (w) =1}.

Soit V' : (Q, F,P) — (R,B(R)) une variable aléatoire intégrable. On rappelle
que si A = o({A; € F; i € N}) on les événements A; sont de probabilité non
nulle et forment une partition de € alors

E(V A=) <P(11i) /A VdIP’) La,.

€N

6) Donner I’expression de la fonction mesurable h telle que E(XZ | Y) =
h(Y).
Réponse — D’aprés le rappel,

E(XZ|Y) = Z(HD(YI:Z')/{Y_Z»}XZdP> Iiy—iy

i€EN

Or, en utilisant l'indépendance entre X etY,

/Q Ty (Y)X'dP = E (H{i}(y)xmin@»i)) — P(Y = i)E(X™n20),



Ainsi o
E(X7|Y) =Y EX™CNI5(Y) = h(Y),
i€eN
avec pour tout y € N, h(y) = E[X™"CY)] = min(2, y!)/A™n(Zv),

7) En utilisant la question précédente, calculer E(X?).
Réponse — On sait que E(X?) = E[E(X?Z | Y)]. Ainsi,

Zy _ gt min(2, k!) 1 1 2 1
EX7) = Zkummm 1+ T e
k>2

<1+)\+>\2( —2)).

8) Montrer que XZ = I;o1(Y) + XI;13(Y) + X %I 0,13 (Y). Utiliser cette
égalité pour calculer E(X%).
Réponse — 11 suffit de remarquer que

X7 = X7 Iy (V) + Iy (V) + Inp 0,13 (Y))

et que X% =1 lorsque Y =0, X% = X lorsque Y =1 et enfin X% = X?
lorsque Y > 2. On calcule ensuite facilement 'espérance en utilisant la
linéarité de l’espérance et le fait que X et'Y sont indépendantes.

Exercice 2 — Soit (X,Y) : (2, F,P) — (R?, B(R?)) un vecteur aléatoire de loi
P(x,y) définie pour tout A € B(R) et B € B(R) par

2
Pxv)(A x B) :/ / ;fﬂ*l/yilh(%y)dyd%
B

avec A = {(z,y) eR? |z >1et 0 <y < 1/2}.

1) Donner l'expression de la densité de Y. Quelle loi reconnaissez-vous ?
Réponse — Le vecteur aléatoire (X,Y) admet pour densité la fonction

2 i 2
f(X,Y)(xay):gx 1y IHA(%ZJ):?U 1y I]I]l,oo[(x)ﬂ]o,l/2[(y)'

On a pour tout y € R

2 g
Ty (y) :/Rf(x,y)(x’y)dx: 511]0,1/2[@)/1 a1 Yo = 201 /2((y)-

On reconnait la densité d’une loi uniforme sur0,1/2].

2) Calculer 'espérance et la variance de Y.
Réponse — On montre facilement que E(Y) = 1/4 et E(Y?) = 1/12. Ainsi,
Var(Y) = 1/12 — 1/16 = 1/48.



On introduit la fonction L :]0, oo[—]0, co[ définie pour tout ¢ > 0 par

L(t) = /2OO %exp(—tz)dz.

La fonction L est la transformée de Laplace de la fonction z — 1/2l3 o[(2).

3) Donner lexpression, en fonction de la transformée de Laplace L, de la
densité de X. (Aide : poser z = 1/y.)
Réponse — On a

1/2 o
fx(x) = /Rf(X,Y)<xay)dy:H]l,oo[(f)/ ;x_l/y_ldy
0

2 1/2 1 _
= 7]1]1,00[(55) / —T 1/ydy
T 0 Y

En posant z = 1]y, il vient

@) = 2Bpmfe) [ % exp(—2 ) ds = 2 e (o) L1n(o)

4) Déterminez la fonction mesurable h :)0,1/2[— R telle que E(X | V) =
h(Y).
Réponse — D’apres le cours, pour tout y €]0,1/2],

faxy)(z,y) /C><> | 1
) R fr(y) 1Y -y

5) Calculer 'espérance de X.
Réponse — Comme E(X) =E[E(X |Y)] on a

1/2 1
B0 = [rniy=2 [T =2 [ Lay=2mo)

6) En déduire la valeur de
/ L(In(z))dz.
1
Réponse — D’apres la question 3), on a
E(X) = 2/ L(ln(x))dx = 21n(2).
1

Ainsi,

/100 L(ln(z))dz = 1n(2).



Exercice 3 — Soient X; et X5 deux variables aléatoires définies sur le méme
espace probabilisé (2, F,P) et a valeurs dans (Eq,P(E1)) et (Fa, P(E2)) respec-
tivement. On suppose que la loi de X est définie pour tout k£ € N et pour A > 0

par v
p({kY) = e 5

La loi de X5 quant a elle est donnée pour n € N\ {0}, p €]0,1[ et k € {0,--- ,n}

par
n!

n
k) = kl_ n—kzikl_ n—k.
pa2({k}) <k>p (1-p) it (1-p)
Pour « €]0, 1], on considére une variable aléatoire Y : (2, F,P) — (E, P(E)) de
loi Py = apg + (1 — a)pe.

1) Quel est ’ensemble E des valeurs prises par la variable aléatoire Y ?
Réponse — On a évidemment E = N.

2) Pour tout k € E, donner, en fonction de «, A, n et p, I'expression de

Py ({k}).

Réponse — Si k € {0,--- ,n} on a
aAF n—
Pr(() = ae g (- () -
Sike{n+1,---}ona
k
Py ({k}) = ae*)‘%.

3) Donner les expressions de Py (] — 00,0[), Py (] — 00,0]) et Py (]1/2, 00[).
Réponse — On a Py (] — 00,0[) = 0. De plus Py (] — 00,0]) = Py ({0}) =
ae ™ + (1 —a)(1 —p)". Enfin, Py(]1/2,00[) = 1 — Py (] — 00,1/2]) =
1— Py(] - O0,0])

4) Donner l'expression de E(Y).
Réponse — Le plus simple est d’utiliser le fait que

8) = [var= [ yipvi)=o [ yim@)+0-0) [ v
= aE(Xp) + (1 - a)E(Xy).
Il reste & montrer que BE(X1) = X et E(X3) = np.

5) Donner 'expression de Var(Y).
Réponse — Comme précédemment, on a E(Y?) = aE(X?) + (1 —a)E(X3).
Or, E(X?) = A1+ A) et E(X3) =np(1+ (n—1)p). Ainsi

E(Y?) = a1+ ) + (1 — a)np(1 + (n — 1)p).
On en déduit que
Var(Y) = E(Y?)—[E(Y)]? = aA(1+XN)+(1—a)np(1+(n—1)p)—[aX — (1 — a)np]” .



6) Montrer que
Var(Y)—[aVar(X;) + (1 — a)Var(Xz)] = o[E(X;)—E(Y)]*+(1—a)[E(X2)-E(Y)]%
Réponse — 1l suffit de remarquer que

Var(Y) = al+ (1 —a)np(l —p) +ar? 4+ (1 — a)(np)? — [aX + (1 — a)np)?
= aVar(X;) + (1 — a)Var(Xs) + o[E(X1)]* + (1 — a)[E(X2)]* — [E(Y))?

1l est ensuite facile de vérifier que
a[E(X1)?+(1-a) [E(X:)*~[E(Y)]* = a[E(X1)~E(Y)]*+(1-a) [E(X2)-E(Y)]*.

7) En déduire que Var(Y') > aVar(X;)+(1—a)Var(Xz). Donner I'expression
de A (en fonction de n et p) pour que l'on ait légalité pour tout « € (0, 1).
Réponse — L’inégalité est une conséquence directe de la question précé-
dente. Pour avoir l’égalité, il faut que aE(X71) + (1 — a)E(X3) = E(Y).
Ceci nest possible que si E(X1) = E(X2) c’est-a-dire A = np.

On considére a présent la mesure vy définie sur (R, B(R)) pour 6 > 0 par

(] = 00,1]) = 5 (1~ exp(~0)) T (1)

8) Vérifier que

(] —oo,t]) = /]_ . exp(—0z)ljo, oo (2)da.

Réponse — C’est un simple calcul

9) Donner, en fonction de 6, 'expression de 'intégrale

/R tdv (t).

Réponse — La mesure vy étant une mesure de densité exp(—0x)ljo o[ ()
par rapport & la mesure de Lebesgue (attention ce n’est pas une densité de
probabilité), on a d’apreés le cours

1
R R

10) Montrer que pour tout ¢ > 0, la fonction vy : B(R) — [0, 00] donnée par
vo = a?p1 + a(l — a)uz + ¢(1 — a)vy est une mesure.
Réponse — Il faut vérifier que vo(0) = 0 et que vy est o-additive.

11) En utilisant les résultats précédents, donner expression de I'intégrale

/R tduo(t).



Réponse — Il faut remarquer que
/ tdvs(t) = *E(X1) 4+ a(l — a)E(X3) + ¢(1 — a) / tdu (t).
R R

On a donc

1—
/thl/g(t) =a*\+a(l —a)np + %.

12) Quelle valeur de ¢ > 0 faut-il prendre pour que v soit une mesure de
probabilité.
Réponse — Il faut choisir ¢ > 0 pour que v2(R) = 1. Or,

1a(R) = &1 (R) + a(l — @)z (R) + ¢(1 — )1 (R) = a + ¢(1 — a)vi(R).
Or, v1(R) =1/0. Donc en prenant ¢ =0 on a bien vo(R) = 1.

Exercice 4 — Pour tout n € N, on considére la variable aléatoire X, : (Q, F,P) —
(R,B(R)) de loi Px, = 014 (1 —ap ), 01t (n)nen €]0, 1], d1 est la mesure de
Dirac au point 1 et p,, est la mesure sur (R, B(R)) définie pour tout A € B(R)
et pour toute suite (6,,) positive par

1 T
pn(A) = /A 6, exp (9n> Lo,c0 () dx.

1) Donner lexpression de la fonction de répartition F,, de X,.
Réponse — Pour toutt € R, on a

Fo(t) = Px, (] = 00,1]) = andi(] = 00,1]) + (1 — an) (] — 00, ]).

or,
-y ={ § %51
et _
(] = 00,8]) = { (11 exp(—t/6,) v ; 8
Ainsi
0 sit<0
Fatt) = { (1= an)[l - exp(~/6,) site 0,1

an + (1 —ap)[l —exp(—t/0,)] sit>1.

2) Trouver, de deux fagons différentes, I’expression de l'espérance de X,,.
Réponse — La premiére méthode est le calcul direct.

[ [ =avns [ on(-5)
Q R 0 an en

an + (1 — ayp)b,.

E(Xn)



3)

La deuxiéme méthode consiste a intégrer la fonction de survie (possible car
X, est une variable aléatoire positive). On a

E(X,) = /000(1 — F,(t))dt = /0 [an + (1 — a) exp(—t/0,)]dt
+o(1-an) /joexp(—t/Hn)dt
= a,+(1- an)/o exp(—t/0p)dt = ay + (1 — )0

Donner I'expression de la variance de X,,.
Réponse — Il faut dans un premier temps montrer que

E(X?) = an +2(1 — a,,)02.

Pour ce faire, vous pouvez utiliser comme précédemment la méthode directe
ou bien intégrer la fonction de survie de X2 qui est donnée par 1 — G,
avec

Gn(t) =P[X2 <] = P[X, < /%] = F,(t'/?),

car X,, est une variable aléatoire positive. On en déduit ensuite facilement
que
Var(X,) = an + 2(1 — )02 — [ an + (1 — ) 0,]%

A Taide des questions 2) et 3), étudier la convergence en probabilité de
X,, dans les cas suivants :

i) ap, = 1let 6, —60>0,

ii) ap, —» 0et 6, —0.
Réponse — Dans le cas i) on a E(X,,) = 1 et Var(X,) — 0 donc, d’apres

un résultat vu en TD, X,, converge en probabilité vers 1. Dans le cas i),
E(X,) — 0 et Var(X,,) — 0 donc X,, converge en probabilité vers 0.

En utilisant l'inégalité de Markov, montrer que pour tout € > 0,
1—a,
P(|X,—1]>¢) < =2 [1-20,(1-6,)].

Réponse — L’inégalité de Markov donne
1
P(| Xy — 1] > €) < 5 E[(X, — 1)%);
Or,

E[(X, —1)%] E(X?) - 2E(X,,) + 1

= a,+2(1—a,)0? —2a, —2(1 —a,)b, +1
= (1 —ay)[l+262—20,].



6) On suppose pour cette question que (6,,) est la suite constante égale a 1.
Proposer une suite (o, ) pour laquelle X, converge presque-stirement vers 1
(justifier correctement votre choix).

Réponse — En prenant o, = 1 — n~2 par exemple on a

1 1

neN neN

Ainsi, d’aprés le corollaire du Lemme de Borel-Cantelli, on a le résultat.



