Controéle continu #3 de Probabilités

Troisieme année de la Licence de Mathématiques
Parcours “Mathématiques Appliquées” et “Actuariat”
Année 2024 - 2025

Durée : 2h. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Exercice préliminaire — Démontrer les égalités ci-dessous (vous aurez a les
utiliser dans la suite).

i) Soit r €]0, 1], montrer que

. 1 > , 2
i—1 .. 1—2
;zr = 7(1—7“)2 et ;z(zfl)r = 7(1—7“)3'

(On admettra que l'on peut intervertir les signes somme et dérivée.)

ii) En faisant une intégration par partie, montrer que

! 1
1 =,
/O tIn(t)dt 1

Correction : On a

i—1 Yi_ Y i_ 9 B
722;77“ _;arr aT;T 8'{‘1—7’ (1_71)2.
De plus,
[e'e) 00 2 9 9 o o
> il =1 = 5727,1 - iz rmo_2(-r) +7§2 D N
=2 i—2 or or21—r (1 _ 7,) (1 — T)

Enfin, en faisant une intégration par partie,

1 1 1
/ tin(t)dt = [t*(In(t) — 1)]; - / t(ln(t) — 1)dt = —1 — / tin(t) + %
Jo Jo 0
Ainsi,
! 1
2/ tin(t)dt = —=,
0 2
conduisant au résultat attendu.
Exercice 1 — Soit f : (R, B(R)) — (R, B(R)) la fonction définie par
In(1/x siz €|0,1],
fioy- { bor) szep

0 sinon.

On admettra que f est une fonction mesurable.



1) Montrer que f est une densité.

Correction : Il suffit de remarquer que f est bien positive et que

/Rf(x)da: _ / In(1/2)dz = — [#(In(z) — 1)J} = 1.

0

Soit X : (Q,F,P) — (R, B(R)) une variable aléatoire dont la loi Px admet f
pour densité.

2)

Donner 'expression de la fonction de répartition de X.
Correction : Remarquons tout d’abord que le support de Px est ]0,1].
Ainsi, sit <0, F(t) =0etsit>1,ona F(t) =1. Enfin, si ¢t € [0,1],

F(t) = /o In(1/x)dx = —t(In(t) — 1).

On vérifie bien que F' est une fonction continue, dérivable partout sauf
en 0 (donc dérivable presque-partout).

Montrer que la variable aléatoire X est intégrable (i.e., E(|X|) < c0).
Correction : Le support de Px est |0, 1] donc | X| < 1. Ainsi, E(|X|) <1
donc X est bien intégrable.

Calculer de deux fagons différentes I'espérance de X.
Correction : La variable aléatoire X étant positive, on peut utiliser la
formule

E(X) = /O T - Pt

Ainsi,
1 1 1

E(X)_/01(1+tln(t)t)dt1424.

On peut également utiliser le calcul direct

E(X) = /Rmf(x)da: - /Olarln(l/a:)d:c _ —/leln(a:)dx _ %

Exercice 2 — Soit la fonction f : (R, B(R)) — (R, B(R)) définie par

1)

0 si |z| > 2,
flx)y=< =3lz|+6 silz| €[1,2],
2z +1 si|z| €[0,1].

Représentez graphiquement la fonction f.

Correction :



2)

L{e]
2.0
|

1.0

0.0
]

Donner I'argument permettant de prouver que f est une fonction mesurable.
Correction : Il suffit ici de remarquer que f est une fonction continue sur
R donc mesurable.

Donner Pensemble f~1(]—o00,t]) lorsque : i) t = —1/2;ii) t = 1/2;iii) t = 1
et iv) t = 3.

Correction : On a

7’) f_l(] — o0, _1/2]) = (Z); “) f_l(] — o0, 1/2}) :] — o0, _11/6] U [11/67 OO[

i) 1] = 00,1])] — 00, —5/3] U {0} U [5/3, 00]; iv) f~1(] — 00,3]) = R.

Donner la constante ¢ € R pour laquelle la fonction définie pour tout
x € R par g(z) = cf (z) est une densité.

Correction : Dans un premier temps, il faut que ¢ > 0 pour que la fonction
g soit positive. Il faut ensuite trouver ¢ pour que g s’intégre a 1. On a, en
remarquant que f est symétrique et définie sur [—2, 2]

Af(x)dw=2l2f(x)dx=2{ /01(2m+1)dm+/12(—3x+6)dw} =T.

1l faut donc prendre ¢ = 1/7.
Soit p la mesure sur (R, B(R)) définie pour tout A € B(R) par

n(a) = [ gar= [ gla)da.

Soit h : (R,B(R)) — (R,B(R)) la fonction définie pour tout = € R par
h(z) = z. Calculer l'intégrale

/ hdy.

R



Correction : D’aprés le cours, on sait que

/hd,u:/hgd/\:/xg(x)dx.
R R R

Ainsi, en remarquant que la fonction x — zg(z) est impaire, on a

/ hdu = 0.
R

Exercice 3 — On lance de maniére indépendante une piéce jusqu’a obtenir 2
fois le coté “face”. La probabilité d’obtenir “face” est p €]0, 1].

1)

Modeéliser cette expérience aléatoire par un triplet (Q, F,P).

Correction : Une fagon possible de décrire I’ensemble des réalisations pos-
sibles est de prendre Q = {(7,4); 1 < i < j} ou Iélément (i, j) correspond
a 'obtention du premier “face” lors du ¢-iéme lancer et du second “face” au
j-iéme lancer. L’ensemble € est dénombrable, on prend donc F = P(Q).
Enfin la mesure de probabilité est donnée pour tout (¢, ) € € par

P({(i,7)}) = p*(1 - p)’ %

On vérifie que

Yo > PUGEHN =D Y BUEND) =Y G - Dt —p)
i=1 j=i+1 j=2i=1 j=2

oo

=p’y jl-p/ ' =1
j=1

On introduit la variable aléatoire X : (Q, F,P) — (E,P(E)) ol pour tout w € €,
X (w) est le nombre de “pile” obtenu.

2)

3)

Donner I'ensemble E des réalisations possibles de la variable aléatoire X.
Correction : On a évidemment que £ = N.

Donner, en fonction de p, 'expression des probabilités suivantes :

P(X =0) et P(X =1).

Correction : L’événement {X = 0} est réalisé si on obtient deux “face” lors
des deux premiers lancers. Donc P(X = 0) = p?. L’événement {X = 1}
est réalisé si on effectue 3 lancers avec un “pile” au premier ou au deuxiéme
lancer. Ainsi, P(X = 1) = 2p*(1 — p)

Déterminer la loi de la variable aléatoire X.
Correction : Pour k € N, I’événement {X,, = k} est réalisé si on a effectué
k 4+ 2 lancers ou, lors des k + 1 premiers lancers, le premier coté “face” est



obtenu au lancer numéro 1 ou au lancer numéro 2 ou, ..., au k + 1-iéme
lancer. On en déduit que

P(X, = k) = (k+1)p*(1 - p)*.

On vérifie bien que

S P(Xp=k)=p> k(1-p) =1
k=0 k=1

5) On pose ¢ = 1 — p. En fonction de ¢, donner 'expression de 1’espérance
de X.
Correction : La variable aléatoire X étant positive, I'écriture E(X) a un
sens. On a

E(X) = i kP(X = k) = p? f: E(k 4 1)(1 —p)*
k=0 k=1

=p*(1=p) Y _k(k+1)(1—p)* ' =p* 1 —p) Y k(k—1)(1 —p)*2
k=2

k=1

En posant ¢ = 1 — p et en utilisant le résultat de ’exercice préliminaire,
on a donc
2 2q

12 VR —2 (1 )2 _
E(X) = g(1 - q) kzz:zk(k D =al -0 g =7

Exercice 4 — Soit (Q, F,P) un espace probabilisé et soit X : (2, F,P) —
(R, B(R)) une variable aléatoire de loi Px avec

0 siz < —2,
Pell o) = ) =4 (50 gEElni

1—exp(—z) siz>2.

1) Quelles sont les valeurs prises par la fonction X 7.
Correction : Il faut simplement repérer les ensembles sur lesquels la fonc-
tion F' est strictement croissante. Ici, le support est I’ensemble

S=]—2,0U[2,00].

2) Représentez graphiquement la fonction F'.
Correction :



3)

1.0

F()

00 02 04 06 038

Ecrire la loi Px sous la forme a]P’g;) +(1- a)]P’g?) ou a €]0,1], ]P’g? est une

loi discréte et Pg?) est une loi & densité. Vous donnerez la valeur de «,

I'expression de ]P’g;) ansi que la densité de la loi Pg?).
Correction : Tout d’abord, pour trouver «, on somme les hauteurs des
sauts de discontinuité. On trouve av = (1/2—1/3)+ (1 —exp(—2)—1/2) =

2/3 — exp(—2). La loi discréte Pg) est

é <é50 + <; - exp(2)> 52) :

Enfin, la densité de IP’E?) est

f(x) _ 1 F/(ff) L <é]1]_210[(x) + exp(—x)]l]gyoo[(x)> .

T 1-a
On vérifie facilement que la fonction f est positive et s’intégre a 1.

Calculer E(|X|). La variable aléatoire X est-elle intégrable ? Si oui,
calculer E(X).
Correction : On a

IE(|X|):/Q|X|dIP’:/R |:c|dIP’X(x):a/R|x|dIP’§)(x)+(1—a) /R |z|dP'Y ().
Or,

[ el (@) =2 (5 - exp(-2)) = L2222,

De plus,

/R|x|dIPg?)(x):/R|x|f(x)dx: ﬁ (—é/_z xdx—l—/;xexp(—x)dx).



Or, en effectuant une intégration par partie,

/OC xexp(z)dr = 3exp(—2).
2

En conclusion,

1 1
[ laldE@ @) = <3 T 3exp(—2>> |
A -

ce qui nous conduit a

1 4
E(]X|) =1—2exp(—2) + 3 +3exp(—2) = 3 + exp(—2) < o0.

La variable aléatoire X est donc intégrable. Le calcul de E(X) est trés
similaire.

E(X) :/QXdIF’: /RdeX(x) :a/Rde;)(x)+(1—a)/Rde§§)(x).

Or,

/ deg)(x) = 71 — 26Xp(72).
R (0%

De plus,

/RdePg?)(x) = /Ra:f(x)dm =1 i - (é /02 xdx + /Zoca:exp(—m)da:>

L (hesena),

1—«

ce qui nous conduit a

E(X)=1-2exp(—2) — % + 3exp(—2) = ; + exp(—2).

Exercice 5 — Soit X : (2, F,P) — (R,B(R)) une variable aléatoire de loi
Px = (11 + 2p2)/3 avec
3
1
H1 = g ; 5/6’

et, pour tout A € B(R),

ug(A):/ 3x’4]1[17oo[(:£)dx.
A



1) Vérifier que l'on a bien Px (R) = 1.
Correction : Tout d’abord,

pi(R) =

il =1
k=1

W =

De plus
p2(R) = 3/ r e = — [x_ﬂcfc =1.
1
On a donc bien que Px(R) =1/3+2/3 =1.
On note F' la fonction de répartition de X.

2) Quelle est la valeur de F'(2) ?
Correction : On a F(—1) = Px (] — 00,2]). Ainsi,

3 2
F(1) = %Zék(] — 0072]) + ;/ 335_4E[1700[(x)dx.
k=1

— 00

Or,
3
> k(] —o00,2) =2,
k=1
et
2 2
_ _ 372 1 7
[m 3z 4H[1}oo[(x)da: :/1 3z~ 4dr = — [x 3]1 =1- 3 %
Donc,
2 7 29
F2)=-+—=—
2) 9 + 12 36

3) Quelle est la probabilité de I’événement {X = 2}
Correction : On a

P(X =2) = F(2) — lim F().

T2~

Or,

1
lim F(z) = F(2) — -
Jim (z) (2) 5

donc P(X = 2) =1/9.

4) Donner Pexpression de la fonction de répartition F.
Correction : En remarquant que

t

3
FO) =5 a0 -0 +5 [ 3 lu(o)s
k=1

— 00



on a

0 sit <1,
1/942/31—-t3)=7/9-2t73/3 site[l,2],
2/9+2/3(1—t3)=8/9—-2t73/3 site 23]
1/3+2/3(1—t73)=1-2t"3/3 sit>3.

Calculer de deux maniéres différentes 'espérance E(X).
Correction :
Méthode 1 — On utilise le théoréme de transfert pour obtenir

]E(X):/QXd]P’:/Rmd]PX(x): %/Rxdm(x)—l—g/ﬂxxdug(x).
Or,

De plus

En conclusion,

Méthode 2 — La variable aléatoire X étant positive, on a

E(X) = /000(1 —F(t))dt =1+ /100(1 — F(t))dt

12 (™ 2 5
=14+-4= t3dt =14+ =12,
+3+3/1 373



