Examen de « Survie »

Master Mathématiques et Applications
Parcours Statistique
Année 2023 - 2024

Durée : 2h. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Exercice 1 — Donner la définition de lestimateur de Kaplan-Meier. Vous prendrez soin de définir

clairement et précisément toutes les notations requises.

Exercice 2 — Pour n = 9 individus on dispose des données suivantes.
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Ces valeurs correspondent aux n = 9 observations {t3,--- ,t5} de la variable aléatoire T* = min(T, C).
L’exposant + signifie que la valeur a été censurée a droite (i.e., ’événement n’est pas observé).
1) Donner la valeur m ainsi que ’ensemble {tfl) < e < tfm)} des observations distinctes et
ordonnées.
Pour tout ¢ € {1,--- ,m}, on note O; le nombre d’événements observés a l'instant t?i) et V; le nombre
d’individus & risque a 'instant tz‘i).
2) Donner les valeurs Oy, -+ ,Op, €t Ny -+, Np,.
3) Calculer la valeur observée de l'estimateur de Kaplan-Meier au point t7s)- (Vous donnerez le
résultat sous forme d’une fraction irréductible.)

Exercice 3 — Soient T et C' deux variables aléatoires indépendantes et positives. On pose T* =
min(7,C) et A = Ifp<cy. On suppose que T suit une loi exponentielle de paramétre A > 0 (i.e.,
d’espérance 1/)) et que C suit une loi exponentielle de paramétre 6\ avec 6 > 0. On note f7(-) (resp.
fe(+)) la densité de la loi de T' (resp. C) et Sp(-) (resp. Sc(+)) la fonction de survie de la loi de T'
(resp. C).

1) Montrer que

P(T<C)= /000 Sc(z) fr(x)dx = /000(1 — Sr(z)) fo(z)de.

(Aide : utiliser les probabilités conditionnelles P(T' < C' | T =z) et P(T < C | C = x)).
2) En déduire que P(T < C) =1/(1+0).
3) Quelle est la loi de T*?
Soient (T*, A) = {(T7,A1),- -, (T, A,)} des couples indépendants de méme loi que le couple (T, A).
On note (t*,d) = {(t7,d1),---, (t}

*,dn)} les observations associées. On pose
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Les observations des variables aléatoires T; et A, sont notées 7 et d,.

4) Quel est Deffet du paramétre 6 sur nlE(A,) qui est le nombre attendu d’événements dans un

échantillon de taille n ?



5) En utilisant la question 2), proposez un estimateur (i.e., une fonction de (T*, A)) du paramétre 6.
6) En utilisant I'expression de 'espérance de T*, proposez un estimateur de A dont l'expression
dépendra de T:L et de estimateur de 6 obtenu a la question précédente.

Pour tout h > 0, on introduit la fonction de vraisemblance observée

n

Ln(\, 0] (t*,d)) == H {tr —h<T*<t}In{A=4d;}).

7) Montrer, en justifiant correctement chaque étape, que

[[B( —h<T<e)n(T<ch

i=1

x[P({t; —h < Cﬁt:}m{T>C})]1fd

1

La(\0 | (¢, d)) =

8) Donner lexpression de la limite
—P{t; —h<T <t}n{T <C}).

Vous justifierez correctement votre réponse.

9) En déduire que la vraisemblance observée du modéle est

LO()‘vg | (t*ad)) = }ILIL%Lh()‘ve | (t*ad))

= [T e Sole)" et sr(e] .

10) Donner 'expression (en fonction de A, 8, T, et A,,) de la log-vraisemblance
£0(>\,9 | (T*v A)) = log (LO()‘a ¢ | (T*a A)) :

11) Donner Iexpression des estimateurs Xn et gn et vérifier qu’ils coincident avec ceux trouvés aux
questions 5) et 6).
En supposant que les hypothéses de régularité requises sont satisfaites, on rappelle que

Z.(6.0)]2 K > ) - ( ! )] N0, Iy)

ou I est la matrice identité de dimension 2 et Z, (A, \) est la matrice d’information de Fisher donnée
par
L0 = [ SOOI (TA) g Lo(r0 | (T%, A))
896)\‘60(/\79 | (T*a )) a)\zACO(A 0 | (T* ))

12) Donner l'expression de la matrice d’information de Fisher en fonction de n, 6, A, E(T*) et
P(T > C).
13) Montrer que




On introduit la matrice

On admettra que frjll'n(& A) 5 0.
14) Montrer que

Vil (3, - 2) S 0.,

15) Proposer un test de ’hypothése nulle Hy : E(T) = 1 contre 'hypothése alternative Hy : E(T) # 1
avec un risque de premiére espéce égal a a.



