Examen de « Survie »

Master Mathématiques et Applications
Parcours Statistique
Année 2023 - 2024

Durée : 2h. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Exercice 1 — Donner la définition de ’estimateur de Kaplan-Meier. Vous pren-

drez soin de définir clairement et précisément toutes les notations requises.

Exercice 2 — Pour n =9 individus on dispose des données suivantes.

06 17t 167 16 1.2 1.1 12 097 14

Ces valeurs correspondent aux n = 9 observations {t7,--- ,t;} de la variable
aléatoire T* = min(7T,C). L’exposant + signifie que la valeur a été censurée a
droite (i.e., '’événement n’est pas observé).
1) Donner la valeur m ainsi que I’ensemble {t’(*l) << tz‘m)} des observa-
tions distinctes et ordonnées.

On commence par ordonner les observations

06 097 1.1 12 12 14 16T 16 1.7

On remarque qu’il y a m = 7 observations distinctes :

thy Wy s e s e thn

06 09 11 12 14 16 1.7

Pour tout ¢ € {1,--- ,m}, on note O; le nombre d’événements observés a l'ins-
tant t?i) et N; le nombre d’individus & risque a l'instant tz‘i).
2) Donner les valeurs Oy, ,0,, et Ny, -+ | Ny,.
Les valeurs des O; sont :

01 02 03 04 05 06 07
1 0 1 2 1 1 0




Les valeurs des N; sont :

N1 NQ N3 N4 N5 NG N7
9 8 7 6 4 3 1

3) Calculer la valeur observée de I'estimateur de Kaplan-Meier au point tf?)).
(Vous donnerez le résultat sous forme d’une fraction irréductible)

La valeur observée est
1-— 1 x| 1-— 0 x| 1-— ! =
9 8 7

Exercice 3 — Soient T" et C' deux variables aléatoires indépendantes et positives.
On pose T* := min(T,C) et A = Itr<cy. On suppose que T' suit une loi
exponentielle de paramétre A > 0 (i.e., d’espérance 1/)\) et que C suit une loi
exponentielle de paramétre O\ avec § > 0. On note fr(-) (resp. fo(-)) la densité
de la loi de T (resp. C) et Sp(-) (resp. Sc(+)) la fonction de survie de la loi de
T (resp. C).

1) Montrer que

P(T<C)= /000 Sc(z) fr(x)dx = /000(1 — Sr(z)) fo(z)dx.

(Aide : utiliser les probabilités conditionnelles P(T' < C | T = z) et
P(Tr<C|C=u)).
On a

P(TSC)/OOOP(T§C|T$)fT(IE)dl'/OOOIP(CZ.CE|T:L')fT(I)d:L'.

En utilisant 'indépendance entre T et C, il vient

P(T<C)= / P(C > z) fr(x)de = Se(z) fr(x)dz.
0 0
On montre 'autre égalité de la méme fagon, en conditionnant par rapport

a la variable aléatoire C.
2) En déduire que P(T' < C) =1/(1+6).



On a pour tout x > 0, Sc(x) = exp(—A0z) et fr(z) = Aexp(—Az). Ainsi,

P(T < C) = /0 " Se@)fr(e)dz = A /O T exp(-A(1 + 0)a)ds = T+0

3) Quelle est la loi de T ?
Soit ¢ > 0. En utilisant 'indépendance entre T et C, on a :

P(T* >t)=P(T > t)P(C >t) =exp(—A(1+0)t).

Ainsi, T* suit une loi exponentielle de parameétre A\(1 + 6).
Soient (T*,A) = {(T7,A1),---, (T, A,)} des couples indépendants de méme
loi que le couple (T*,A). On note (t*,d) = {(t},d1), -+, (t},dn)} les observa-

tions associées. On pose

o %ZTZ-* et A, =

S|

i=1

Les observations des variables aléatoires T:L et A, sont notées T et d,.

4) Quel est leffet du paramétre 6 sur nE(A,,) qui est le nombre attendu
d’événements dans un échantillon de taille n ?
Remarquons tout d’abord que nE(A,,) = nP(T < C) =n/(1+0). Ainsi,
plus 6 est proche de 0, plus on s’attend a observer d’événements.

5) En utilisant la question 2), proposez un estimateur (i.e., une fonction de
(T*, A)) du paramétre 6.
On a montré a la question 2) que P(T" < C) = E(A) = 1/(1 + 0).
L’estimateur naturel de E(A) est A,, ce qui nous conduit a I'estimateur
de 6 donné par §n =(1-A,)/A,.

6) En utilisant ’expression de lespérance de T™, proposez un estimateur
de X dont ’expression dépendra de T; et de l'estimateur de 6 obtenu a
la question précédente.

Il suffit de remarquer que

o 1
E(T) = S gy

En estimant E(7™) par T:l, un estimateur de A est donné par

<~ 1
)\n:ﬁ.

T’n(l + on)



Pour tout h > 0, on introduit la fonction de vraisemblance observée

Lin(\ 0| (8*,d)) == ﬁ P({t: —h<T*<t:}N{A=d;}).

7) Montrer, en justifiant correctement chaque étape, que

L\ 0 (t*,d —hiﬁ {tr —h<T <t}n{T <Cc}™
_x[ ({t; —h<C<tpn{T>Cp]

Tout d’abord, on remarque que

n

L0 (6, ) = TP ([ — h < 7" <230 {A = di)))*

i=1
x [Pt —h<T*<t}Nn{A= di})]l—d

Or, le premier facteur n’intervient que lorsque d; = 1 i.e., lorsque A =1
et donc T* = T. De méme, le second facteur n’intervient que pour d; = 0
i.e., A =0 et donc T* = C. Ainsi,

L\ 0| (t5,d)) : H P({t: —h<T <t:}n{A=1})"

X[ ({t:_h<0§t;}m{A:0})]17d

Il reste a remarquer que {A =1} ={T < C} et {A =0} ={T > C}.

Donner I'expression de la limite

lim }P’({t* h<T<t}n{T<C}).
h—0 h

Vous justifierez correctement votre réponse.
On remarque que {C > 7} N{T <t} C{T < C} n{T < tr}. De plus,
{I<C}n{T >t —h}Cc{C >t —h}n{T >tr — h}. Ainsi,

P{t: —h<T<tIn{C>tN <Pt —h<T<tIn{T<C})
<P{tr—h<T<t}n{C>t —h}).



En utilisant 'indépendance entre T et C, il vient

P({1 —h<T <)) Sclt?) <Pt —h<T <} {T <C)
<P{tr —h<T<t:})Sc(t; —h).
Il reste & remarquer que lorsque h — 0, P({t; —h <T <t'})/h —

fr(ty) et Se(tr —h) = Sc(t]).

9) En déduire que la vraisemblance observée du modéle est
Lo(X, 0| (t*,d)) := lim L\, 6| (t*,d))

=TT 12t Sc ™ et S~
i=1

C’est une conséquence directe des questions 7) et 8).
10) Donner I'expression (en fonction de A, 0, T, et A,,) de la log-vraisemblance

Lo(N, 0| (T*,A)) :=log (Lo(A\, 0| (T, A)).
En remplacant fr(-), fo (), S7(-) et Sc(-) par leur expression, on obtient

Lo(X, 0] (T*, A)) = nlog(N) + n(1 — A,) log(8) — nA(1 + 6)T,

11) Donner Pexpression des estimateurs Xn et @n et vérifier qu’ils coincident
avec ceux trouvés aux questions 5) et 6).
En dérivant la log-vraisemblance, on montre que les estimateurs du maxi-
mum de vraisemblance Xn et 57,, sont solutions du systéme d’équations

d’inconnus A et 6 suivant

— =%

AL =T (1+6)
0=(1-An)/(AT,).

En résolvant ce systéme, on trouve \, = A, /T et 0, = (1-A,)/A,.
Ils sont égaux aux estimateurs trouvés aux questions 5) et 6).

En supposant que les hypothéses de régularité requises sont satisfaites, on rap-

1/2 5” 0
conel(1)-(2)

o I est la matrice identité de dimension 2 et Z, (0, \) est la matrice d’infor-

pelle que
4 N(0, 1)




mation de Fisher donnée par

T,(0,)) = _E< D Lo(NO| (T A)) 525 Lo(N, 0] (T, A)) )

S Lo(N O | (T A))  25Lo(A 0| (T, A))

12) Donner Pexpression de la matrice d’information de Fisher en fonction
de n, 0, A\, E(T*) et P(T > C).

Un simple calcul donne

P(T > C)/6* E(T*) )

In(6,2) = < E(T*) 1/A2

13) Montrer que
A, p P(T>C0)
L
1-A, R
On sait que P(T" > C) = 1 - P(T < C) = 0/(1 4+ 0). L’estimateur
du maximum de vraisemblance de 6 étant faiblement consistant, on en

déduit que

o~

1 6, 1
21+0, 0,(1+06,)

Il reste a remarquer que

On admettra que Z; 17, (6, \) = Io.
14) Montrer que

Vs (R =) S N(0,1).

En utilisant le lemme de Slutsky, on a

=1 é\n 0 d



En ne considérant que la seconde composante, on obtient le résultat at-
tendu.

15) Proposer un test de 'hypothése nulle Hy : E(T) = 1 contre 'hypothése
alternative Hy : E(T) # 1 avec un risque de premiére espéce égal a «.
11 faut tout d’abord remarquer que E(7T") = 1/A. Ainsi, on a Hy: A = 1.
Evidemment, le test sera basé sur la variable aléatoire Xn Une valeur
observée de Xn trés différente de 1 nous conduira a ne pas accepter I’hy-

pothése nulle. Or, sous Hy, on sait d’aprés la question précédente que

W, = \/EZ:L (Xn - 1) 4 N(0,1).

On va donc rejeter I'hypothése nulle si la valeur observée de ﬁ/\n est
significativement différente de 0 i.e., si la valeur observée de |W,| est
strictement supérieure a z1_q/2 0l 21_q/2 est le quantile d’ordre 1 — /2

d’une loi normale centrée et réduite.



