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Chapitre 1

Espace probabilisé

1.1 Espace mesurable / probabilisable

Définition 1 Soit E un ensemble. On note P(E) l'ensemble des parties de E.
On dit que £ C P(E) est une tribu de parties de E si :

i) L’ensemble E appartient a .

ii) Stabilité par passage au complémentaire : Si A € € alors A = EJA € €.
iii) Stabilité par union dénombrable : Soit (Ap)nen une suite d’éléments de &

alors,
U A4nee.
neN

Le couple (E, &) est appelé espace mesurable.

1.1.1 Tribu engendrée

Une méthode intéressante pour construire une tribu de parties de E est de
la construire autour d’un ensemble C C P(F) simple.

Définition 2 Soit E un ensemble et soit C C P(E). La tribu engendrée par C
(notée o(C)) est la plus petite tribu contenant C.

Tribu des boréliens

Pour définir cette tribu, rappelons qu'une topologie T" sur un ensemble F est
un ensemble d’ouverts.

Définition 3 La tribu des boréliens de l’ensemble E (muni de la topologie T')
est la tribu engendrée par les éléments (les ouverts) de T et on la note B(E).

Dans le cas de 'espace R muni de sa topologie usuelle, les ouverts sont obte-
nus comme réunion dénombrable d’intervalles ouverts. Ainsi, B(R) est la tribu
engendrée par les intervalles ouverts et plus généralement par les intervalles
(ouverts ou non).



Définition 4 La tribu des boréliens B(R) est la tribu engendrée par ’ensemble
des intervalles {]a,b], —oo < a < b€ R}.

1.1.2 Produit d’espaces mesurables

Définition 5 Considérons n espaces mesurables (E1,&1),...,(En,&n). Les-
pace produit de ces n espaces est l'espace (E, &) avec :

Z) EF=F x...xE, :{(xl,...,:cn); gl GEl,...,l'n EEn},

i) E=6Q®...08, =c({A1 x...x A, A; €&, i=1,...,n}). L’ensemble
{A1x...xA,, A; €&, i=1,...,n} est appelé ’ensemble des pavés mesurables
de &.

1.1.3 Image d’une tribu par une application quelconque

Soit f : Ey — FEs une application quelconque et soit A C FEs. On note
f~YA) :={z € By, f(x) € A} I'image réciproque par f de I’ensemble A.

Proposition 1 Soit f : By — E5 une application. Si & est une tribu de parties
de By alors f~1(&) = {f71(A), A € &} est une tribu de parties de E1. De plus,
si &1 est une tribu de parties de Ey alors l’ensemble {B € P(Ey)|f~1(B) € &1}
est une tribu de Es.

1.1.4 Espace probabilisable

Définition 6 On appelle espace probabilisable le couple (2, F) ot Q est un en-
semble quelconque et F une tribu des parties de ). L’ensemble 2 est appelé
l’ensemble des possibles. Cet ensemble regroupe les résultats possibles d’une ez-
périence aléatoire. Un élément A de F est un événement.

Vocabulaire — Les éléments de ) seront notés w. Ainsi, w est une réalisation
possible de 'expérience aléatoire considérée. Notons A et B deux événements
(i.e. Ac Fet BeF).

e Siw € A, on dit que A est réalisé.

e Siwe AU B, on dit que A ou B sont réalisés.

e Siwe AN B, on dit que A et B sont réalisés.

1.2 Espace mesuré / probabilisé

1.2.1 Mesure

Définition 7 Soit (E,£) un espace mesurable. Une mesure sur cet espace est
une application p = € — [0,00] vérifiant u(0) = 0 et o-additive c’est-a-dire
telle que pour toute suite (Ap)nen d’éléments disjoints deuz o deux de &,

1 (U An> = Tiu(fln)

neN
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Le triplet (E,&, 1) est appelé espace mesuré.

Proposition 2 On consideére l’espace mesuré (E,E, p). Soient A et B deux
éléments de &.

1) Si W(E) < 400, u(A°) = u(E) — p(A).

2) 8t A C B alors (A) < u(B).

3) Soit (C;)ier une collection dénombrable d’éléments de £ disjoints deux a deus

avec
Jei-r
iel

alors,

wA) = pANGC).
i€l
4) Soit (C;)i=1,...p une collection finie d’éléments de £. Si u(E) < +oo0,

u(.UCJ‘Zu(CiH (=17 30 w(Cin...nCy).

i=1 j i1<...<ij

Cette formule est connue sous le nom de formule de Poincaré. En particulier,
on a donc u(Cy U Cs) = p(Ch) + p(Cz) — p(C1 N Cy).
5) Soit (C;)i=1,...p une collection finie d’éléments de E.

u (U Ci) < Zu(Ci)-

6) Si (An)nen est une suite croissante d’éléments de € (i.e pour tout n € N,

Ay, C Apy1) alors
Bt = (Y an).

neN

7) Si (An)nen est une suite décroissante d’événements (i.e pour tout n € N,
A, CAp_1) et si p(Ag) < oo alors

nh_)rréo w(Ap) = u <ﬂ An> .

neN

Mesure de Lebesgue

Notons C l'ensemble formé des intervalles |a,b], —oo < a < b < oo. Cet
ensemble engendre la tribu borélienne B(R). On admettra que la fonction d’en-

semble A définie sur C par
A(]a, b)) =b—a,

deéfinit (par extension) une unique mesure sur (R, B(R)) appelée mesure de Le-
besgue.
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Sur I'espace produit (R, B(R?)) on définit la mesure de Lebesgue A4 = A®...®@\
qui est entiérement définie par ses valeurs sur les pavés

d
H]ai7bi]a
i=1
avec a; € [—oo0,00[ et b; € R pour tout ¢ = 1,...,d. La mesure A4 est donnée
par
d d d
A (H]ai,bi]> = [[*ai,bi]) = ] (bi — a:).
i=1 i=1 i=1

La mesure \? est également appelée mesure de Lebesgue sur B(R?). On notera
parfois simplement A au lieu de A%

Mesure de probabilité

Définition 8 Une mesure de probabilité P définie sur l’espace probabilisable
(Q, F) est une mesure vérifiant la propriété supplémentaire P(Q) = 1. Le triplet
(Q, F,P) est appelé espace probabilisé.

Définition 9 Si l'ensemble Q est fini, la probabilité uniforme P sur (2, P(Q))
est définie pour tout w € Q par P({w}) = 1/Card(Q2).

Probabilité conditionnelle & un événement

A partir d’'une mesure de probabilité P définie sur 'espace (2, F) et d'un
événement B € F avec P(B) # 0, on peut définir une autre mesure de probabilité
appelée probabilité conditionnelle sachant 1’événement B.

Proposition 3 Soit (Q, F,P) un espace probabilisé et soit B € F avec P(B) #
0. La fonction d’ensemble Pg définie pour tout A € F par Pg(A) = P(AN
B)/P(B) est une mesure de probabilité sur l'espace (2, F).

On trouve souvent la notation Pp(A) = P(A|B) qui se lit "probabilité de A
sachant B".

1.2.2 Indépendance d’événements

Définition 10 Soit (2, F,P) un espace probabilisé et soient A et B deuz évé-
nements. On dit que A et B sont indépendants (relativement & la mesure P) si
P(AN B) =P(A)P(B).

Définition 11 Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Des événements Ay, ..., A,
sont indépendants si pour tout k € {1,...,n} et tout ensemble d’indices {i; <
ig... <ip} C{l,...,n},

k k
P () A P(A;,).
Jj=1 1

Jj=
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De plus, une suite (Ay,)n>1 d’événements est indépendante si pour tout n € N,
Aq,..., A, est un ensemble d’événements indépendants.
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Chapitre 2

Fonctions mesurables -
Variables aléatoires

2.1 Définitions et résultats

Définition 12 Soient (Eq,&1) et (E2,&2) deux espaces mesurables. Une fonc-
tion f : By — FEs est dite mesurable si pour tout A € &, f~1(A) = {z €
Eq | f(z) e A} € &1

Théoréme 1 Soient (E1,&1), (E2, &) et (Es3,&3) des espaces mesurables.

1) Si & = o(C), C C P(Es). La fonction f : Ey — Es est mesurable si et
seulement si pour tout C € C, f~1(C) € &;.

2) Soient f : 1 — Es et g : 5 — E3 deux fonctions mesurables. La fonction
go [ est également mesurable.

Proposition 4 Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables de (E,&) dans
(R,B(R)) (ot on rappelle que R = [—o0, +00]). Alors les fonctions suivantes

inf f,, sup fn, liminf f,, et limsup fy,,
n>1 n>1 n—00 n—00
sont mesurables. De plus, si f, admet une limite simple f, alors f est mesurable.

Définition 13 Soient (E1,T1) et (Eq,Ts) deuz espaces topologiques. Une fonc-
tion f: (E1,B(E1)) — (E2, B(E2)) mesurable est appelée fonction borélienne.

On a le résultat important suivant.

Proposition 5 Soient (E1,T1) et (E2,Ty) deur espaces topologiques. Si une
fonction f : By — FEo est continue sur E1 alors elle est borélienne.

Dans le langage probabiliste, une application mesurable est appelée une variable
aléatoire.

Définition 14 Soient un espace probabilisable (2, F) et un espace mesurable
(E,E). Une variable aléatoire X est une fonction mesurable X : Q@ — E.



2.2 Mesure image et loi d’'une variable aléatoire

Définition 15 Soient (E1,&1) et (F2,&) deux espaces mesurables. Soit f :
(E1,&1) = (B9, &) une fonction mesurable. Si l’espace (Eq,E1) est muni de la
mesure [ alors la mesure image de p par f est la mesure v définie pour tout

A€ & par v(A) = u(f~1(A)).

Définition 16 Soit X : (Q, F,P) — (E,&) une variable aléatoire. La loi de X
est la mesure image Px de P par X qui est définie pour tout A € € par :

Px(A) = P(X~1(A) = P({w € Q | X(w) € A}) = P(X € A).

1) Si (E, &) = (N,P(N)), laloi de X est entiérement caractérisée par les valeurs
pr = Px({k}) pour k € N.

2) Si (E,€) = (R,B(R)), la loi de X est entiérement caractérisée par
{F(2) :=Px(] — c0,z]) =P(X < z), x € R}

Définition 17 Soit X : (Q, F,P) — (R, B(R)) une variable aléatoire. La fonc-
tion F : R — [0,1] définie pour tout t € R par

F(t) = Px(] — 00,t]) = P(X < t)

est appelée la fonction de répartition de X.

2.3 Intégration d’une fonction mesurable

Soit (E, &, u) un espace mesuré et soit f : (E,&, u) — (R, B(R)) une fonction
réelle mesurable. L’objectif de ce paragraphe est de donner un sens & I'expression

/Efdlh

que 'on appellera intégrale de Lebesgue de f par rapport a la mesure p. Nous
allons voir étape par étape la construction de cette intégrale.

2.3.1 Intégration d’une fonction étagée positive

Définition 18 Une fonction g : (E,&E,p) — (RT,B(R™T)) est dite étagée posi-
tive si elle s’écrit sous la forme

k
g = Z ai]IAm
=1

oulesaj, i =1,...,k sont des réels positifs ou nuls et tous distincts et Ay, ..., Ag
sont des ensembles appartenant a £ formant une partition de E. L’ensemble des
fonctions étagées positives est noté HY.
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Définition 19 L’intégrale par rapport & la mesure u d’une fonction g étagée
positive est la quantité :

[ i = ( | st@lauta) =>§;am(z4i)- (2.1)

2.3.2 Intégration d’une fonction mesurable positive

Définition 20 L’intégrale par rapport a la mesure p d’une fonction f mesurable
positive est la quantité :

/fdusup{/ gdp, ge M, géf} € [0, 00].
E E

Théoréme 2 (Théoréme de convergence monotone) Soit (fy,)nen une suite
croissante de fonctions mesurables positives définies sur l’espace mesuré (E,E, ).
Si fn, converge vers une fonction f u-presque partout, alors f est une fonction
mesurable positive et

lim fndﬂ:/ fdu.

Une conséquence importante de ce résultat est que si (fy)nen est une suite de
fonctions mesurables positives définies sur I’espace mesuré (E, &, u) alors,

Z[Efndu=/Eandu-

neN neN

Théoréme 3 (Lemme de Fatou) Soit (f,)nen une suite de fonctions mesu-
rables positives définies sur l’espace mesuré (E,E, ). On a

/ liminf f,du < liminf/ fndu.
E n—oo E

n—oo

Proposition 6 Toute fonction f mesurable positive est limite d’une suite crois-
sante (gn)n>1 de fonctions étagées positives.

Proposition 7 Soit f une fonction mesurable positive.

/fd,uzO@szu-ppet/fd,u<oo:>f<oou-pp.
E E

2.3.3 Intégration d’une fonction mesurable

Définition 21 Si f : (E,&, 1) — (R, B(R)) est une fonction mesurable réelle,
on dit que f est intégrable par rapport a la mesure p si

/E | fldp < oo.

Dans ce cas, en posant fi = max(f,0) et f- = —min(f,0), on définit l'intégrale
de f par rapport a p par :

/E fdp = /E fodp— /E f-dp.

(©) 2022 — Laurent Gardes
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Comparaison Riemann / Lebesgue

On se place dans le cas ou (F,&,u) = (R,B(R),\) avec A la mesure de
Lebesgue.

Proposition 8 Sil’intégrale de Riemann d’une fonction f mesurable et bornée
sur [a,b] existe alors elle coincide avec lintégrale de Lebesgue et on a

/ab f(z)dz = /[a,b] fdA.

Proposition 9 Soient a,b € R avec a < b. Si f :Ja,b|— R est une fonction
continue (et donc mesurable) sur |a,b| et d’intégrale de Riemann généralisée
absolument convergente c’est-a-dire telle que

b
/ (@)l < oo,

alors [ est Lebesgue-intégrable sur |a,b| et les deux intégrales coincident :

/ab fl@)dx = /]mb[fd)\ = /[a,b] FdA.

Cas de la mesure de Dirac

Soit (E,€) un espace mesurable et soit ¢ € E. La mesure de Dirac §, au
point a est définie pour tout A € & par 6,(4A) = 1 si a € A et 0 sinon. Si
f:(E,&,0,) = (R, B(R)) est une fonction mesurable et intégrable par rapport
a la mesure J,, alors

/E fds, = f(a).

2.3.4 Quelques théorémes importants de la théorie de I’in-
tégration

Théoréme 4 (admis) [Théoréme de convergence dominée| Soit (E, &, 1)
un espace mesuré et soit (fn)n>1 une suite de fonctions réelles (i.e. & valeurs
dans Uespace (R, B(R))) mesurables. Si f,, converge u-presque-partout vers une
fonction mesurable f et s’il existe une fonction mesurable h intégrable par rap-
port & u telle que pour tout n > 1, |fu| < h p-presque-partout alors f est
intégrable par rapport a p et

lim fndu:/ fdu.
Théoréme 5 (admis) [Fubini] Soient (E1,&1, 1), (Ea, &, ua) deux espaces

mesurés ot 1 et o sont des mesures o-finies.
1) Il existe une unique mesure v sur ’espace mesuré produit (E1 X Fa,E1 & &)

(©) 2022 — Laurent Gardes
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telle que pour tout Ay € & et Ay € &, V(A1 x Az) = p1(A1)pe(As). On note
cette mesure v = [ @ po.

2) De plus, si la fonction mesurable f : (Ey X E9,& ® &) — (R, B(R)) est soit
positive soit intégrable par rapport a v alors

/ fdv
E1 XE2

/ [y, w2)dps(x2)dp (21)
By JEs

/ f(z1, z2)dpa (z1)dpa(z2).
E> JE,

On rappelle que la matrice Jacobienne d’une fonction 1 : R? — R? différentiable
définie pour x = (z1,...,24) par

Q/J(xlv"'vl'd) = (d}l(xlv"'7xd)v'~~a¢d(m1,”'7xd))a

est la matrice de dimension d x d

g—i’i(x) g—ﬁ(m)
Jw(x)z . :
Fa(r) ... SEi(a)

Soit k& € N*, on rappelle que 1 est un C*-difféomorphisme si v est bijective, k-fois
dérivable de dérivée k-iéme continue (i.e. de classe C*) et de bijection réciproque
=1 € CF. 1l est évident qu’un CF-difféomorphisme est une application mesurable
de (R4, B(RY)) dans (R?, B(R?)).

Théoréme 6 (admis) [Changement de variable| Soient Uy et Us des ou-
verts de l’espace RY que 'on munit de la tribu borélienne B(R?) et de la mesure
de Lebesgque \. Soit o : Uy — Uy un Ct-difféomorphisme et soit f : Uy — R une
fonction mesurable positive ou intégrable. Alors,

f@yde = | flo™ (y))det(J,-1 (y))dy,
U, Uz

1

ot J,-1(y) est la matrice Jacobienne de ™" au point y.

2.3.5 Espaces L*

Définition 22 Soit un espace mesuré (E, &, ).
i) Soit p € N*. On note LP(E,E, ) Uensemble des fonctions mesurables f :
(E,&, 1) = (R,B(R)) telles que

[ 1 <
E

it) On note LP(E,&E,pn) Uensemble des classes d’équivalence pour l'égalité
presque-partout des fonctions de LP(E,E, ).

(©) 2022 — Laurent Gardes
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On s’intéresse plus particuliérement & I'espace L?(E, &, ).

Proposition 10 L’ensemble L?>(E,E, i) est un espace vectoriel sur R. De plus
Uapplication < -,- > définie par :

L*(E, &, p) x L*(E,E,p) — R
(f,g9) — </fyg >:=/ fadp,
E

est une forme hermitienne définie positive c’est-a-dire un produit scalaire. L’es-
pace L?(E, &, ) est donc préhilbertien.

Proposition 11 Soient f et g deux éléments de L*(E,E,u). L'inégalité de
Cauchy-Schwartz est donnée par

‘/Efgdu’ < \//E deM/E!IQdM-

Définition 23 Soient (f,)nen une suite de fonctions de L*(E,E ) et f €
L?(E,&, ). On dit que f, converge vers f dans L*(E,E, i) si

lim || f, — fll2 =0.
n—00

On dira que f est la limite au sens de L? de la suite (fy)nen-

Définition 24 Soient f et g deux fonctions de L*(E,&, ). On dit que f et g
sont orthogonales si < f,g >= 0.

Théoréme 7 Soit (E,&E,u) un espace mesuré. Lespace L2(E,E, i) est un es-
pace de Hilbert.

Théoréme 8 (Théoréme de la projection orthogonale) Soit E un espace
de Hilbert et F' un sous espace fermé. Pour tout point x € E, il existe un unique
point pp(x) € F tel que

& = pr(@)l2 = mf{llz —yll2, y € F}.

En particulier, si F est un sous espace vectoriel fermé, le point pr(x) ainsi
défini est l'unique point de F tel que

t—pr(x) e Fr:={zc Bl <z,y>=0VycF}

2.3.6 Espérance d’une variable aléatoire

Dans le langage probabiliste, 'intégrale d’une variable aléatoire est appelée
I’espérance.

(©) 2022 — Laurent Gardes
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Définition 25 Soit X : (Q, F,P) — (R,B(R)) une variable aléatoire. On ap-
pelle espérance de X intégrale (si elle existe) de X par rapport & la probabilité
P. Ainsi si X est intégrable i.e. si

| X |dP < oo,
Q

l’espérance de X est donnée par :

E(X) = /Q XdP.

Définition 26 Soit X : (Q,F,P) — (R,B(R)) une variable aléatoire et soit
p > 1. On dira que X admet un moment d’ordre p si E(|X|P) < co. Le moment
d’ordre p est alors donné par E(XP).

Théoréme 9 (Théoréme de Transfert) Soit X : (Q,F,P) — (E, &) une va-
riable aléatoire de loi Px et soit g : (E,€) — (R, B(R)) une fonction mesurable.
Alors g(X) est une variable aléatoire et si g(X) est intégrable,

Blo(x) = |

Q

g@MP‘éMM«éM@Wﬁmy (2.2

Espérance conditionnelle & un événement
Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. Pour tout événenent B € F avec P(B) #

0, on définit I'espérance de X conditionnellement & I’événement B par

E(X | B) := [ XdPg,
Q

avec, pour tout A € F, Pg(A) = P(AN B)/P(B). On a le résultat suivant.
Proposition 12 Pour tout événenent B € F avec P(B) # 0,
1 E(XIp)
E(X | B) := 7/ XdP = .
HIE = ) #(B)
2.3.7 Quelques inégalités importantes

Proposition 13 (Inégalité de Markov) Soitk > 0et X : (Q,F,P) — (R, B(R))
une variable aléatoire telle que E(|X|*) < oo. Pour tout a > 0,

P(X] > o) < SUXIY)

k
a
Proposition 14 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Soit X : (Q, F,P) —
(R, B(R)) une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2. On note i son
espérance et o2 sa variance. Alors, pour tout € > 0,

0.2

PIX — >0 < T

(©) 2022 — Laurent Gardes
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Proposition 15 (Inégalité de Jensen) Soit I C R, ¢ une fonction conveze
sur I et X : (Q,F,P) = (I,B(I)) une variable aléatoire intégrable et telle que
E(le(X)]) < 0c. Alors, p(E(X)) < E(p(X)).

Proposition 16 (Inégalité de Holder) Soient p > 1, ¢ > 1 tels que 1/p +
1/g=1, X € LP(Q, F,P) et Y € L1(Q, F,P) des variables aléatoires a valeurs
dans (R,B(R). On a E(|XY|) < EYP(|X|P)EY4(]Y|9).

Proposition 17 (Inégalité de Lyapounov) Soient0 < a < et X € LP(Q, F,P)
une variable aléatoire & valeurs dans (R, B(R). On a

EYe(1X]%) <EYP(X1°).

2.4 Indépendance de variables aléatoires

Définition 27 Soient X; : (Q, F,P) — (E;, &), i =1,...,n des variables aléa-
toires. On dit qu’elles sont indépendantes si pour tout Ay € E1,..., A, € Ep,

P (ﬂ Xfl(An) = [Teex ).

Proposition 18 Soient X; : (Q,F,P) — (E;, &), i« = 1,...,n des variables
aléatoires. Si pour tout i =1,...,m, on a & = o(C;) ou C; C P(E;) est stable
par intersections finies (i.e., si Ay € C; et Ay € C; alors A1 N As € C;), les
variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement si pour tout

A1 €C17...,An€Cn,

P (ﬁ Xil(Ai)> = ﬁP(Xfl(Ai))~
i=1 =1

Corollaire 1 Soit (Q, F,P) un espace probabilisé.

i) Les variables aléatoire X1,...,X,, définies sur l’espace probabilisé (Q0, F,P)
et a valeurs dans (R, B(R)) sont indépendantes si et seulement si pour tout
(tl, e ,tn) e R”,

it) Soit Eq, ..., E, des ensembles au plus dénombrables. Les variables aléatoires
discretes {X; : (O, F,P) — (E;,P(E;)), i = 1,...,n} sont indépendantes
si et seulement si pour tout (t1,...,tn) € By X ... x Ep, P{(X1,...,X,) =
(t1,.. s tn)} =P(X1 =t1) ... P(X,, = tn).

Proposition 19 Soient X1 : (2, F,P) — (E1,&1) et Xa: (Q,F,P) — (E2, &)
deuz variables aléatoires et soient f1 : (E1,&1) — (E3,&3) et fa : (E2,&) —
(E4,&4) deux fonctions mesurables. Si X et Xo sont indépendantes alors f1(X1)
et fo(Xa) sont indépendantes.

Théoréme 10 Soient X; et X5 deux variables aléatoires définies sur le méme
espace probabilisé (2, F,P) et d valeurs dans (R, B(R)). Si X1 et X2 sont indé-
pendantes alors E(X1Xs) = E(X1)E(X3).
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2.5 Vecteurs aléatoires

Définition 28 Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) est une application me-
surable de Uespace probabilisé (Q, F,P) vers l’espace produit (Ey X ... X Ep, &1 ®
R E).

Les composantes d’un vecteur aléatoire sont également des variables aléatoires.
Définition 29 La fonction de répartition du vecteur X est définie par :
F(tl,...,tn) :]P(X1 <tin...NnX, Stn)

Définition 30 L’espérance du vecteur X = (X1,...,X,,) est le vecteur donné
par : E(X) = (E(X1),...,E(X,))". Si pour tout i = 1,...,n la variable aléa-
toire X; admet un moment d’ordre 2, la matrice de variance du vecteur X est
donnée par ¥ = E{(X —p)(X —p) T} € R™*™. On a donc %; j = Cov(X;, X;) =
E(XiX;) — E(Xi)E(X;).

Proposition 20 Soit X = (X1,...,X,) : (U, F,P) =» (E1x.. X E,,E61®...®
En) un vecteur aléatoire. Les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes

si et seulement si la loi Px du vecteur X est égale a la mesure produit Px, ®
. ®Px, .

2.6 Variables aléatoires particuliéres

2.6.1 Variables aléatoires discrétes

Définition 31 Une variable aléatoire X : (Q, F,P) — (E,&) est dite discréte
si l’ensemble E est fini ou dénombrable. Dans ce cas, on prendra souvent pour

& lensemble P(E) des parties de E.

Dans toute la suite, on notera {e;, i € I} les éléments de l'ensemble E avec I
un ensemble au plus dénombrable.

Proposition 21 Considérons l'application X : (Q, F,P) — (E,P(E)). Si pour
tout k € I, X~ *({er}) € F alors X est une variable aléatoire.

Proposition 22 Soit la variable aléatoire discréte X : (0, F,P) — (E,P(E)).
La loi de X est la mesure de probabilité

Px = mesek»
kel
ot pour tout k € I, pr = P[X*({ex})]-
Proposition 23 Soit X : (Q, F,P) — (E,P(E)) une variable aléatoire discrete
etg:(E,P(E)) = (R,B(R)) une fonction mesurable. Si

> prlglen)] < oo

kel
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ot p = Px({ex}), alors,

Elg(X)] = prgler).

kel

Définition 32 La fonction génératrice d’une variable aléatoire discréte X :
(Q,F,P) — (N,P(N)) est la fonction Gx : [0,1] — [0,1] définie par

Gx(s) =E(s¥) = 3 Px({k})s".
k=1

Proposition 24 La fonction génératrice d’une variable aléatoire discréte X :
(Q, F,P) = (N, P(N)) caractérise enticrement la loi Px de X puisque pour tout
keN,

k)
Px(fhy) = X0,

N k . L. N
o Gg() dénote la dérivée k-ieme de Gx.
Principales lois discrétes a connaitre

1) Loi de Bernoulli — Une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli
de paramétre p €]0, 1] si elle prend ses valeurs dans {0, 1} avec Px({0}) =1—p
et Px({1}) = p. Pour cette loi, il est facile de montrer que E(X) = p, Var(X) =
1—pet Gx(s)=1+p(s—1).
2) Loi binomiale — Une variable aléatoire X suit une loi binomiale de para-
meétres n € N* et p €]0,1[ (X ~ B(n,p)) si elle prend ses valeurs dans I’ensemble
{0,1,...,n} avec

Px({k}) = Cpp*(1 —p)" .
Pour la loi binomiale B(n,p), E(X) = np, Var(X) = np(1 — p) et Gx(s) =
(1+p(s — ).
3) Loi Géométrique — Une variable aléatoire X suit une loi géométrique de
paramétre p €0, 1] si elle prend ses valeurs dans N* avec Px ({k}) = p(1—p)*~L.
On a E(X) = 1/p, Var(X) = (1 — p)/p? et Gx(s) = sp/(1 — s(1 — p)).
4) Loi de Poisson — Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de
parameétre A > 0 si elle prend ses valeurs dans N avec

LA
k-

On a E(X) = Var(X) = X et Gx(s) = exp(A(s — 1)).

Px({k}) =e

2.6.2 Variables aléatoires de loi absolument continue

Proposition 25 Soit (E,&, 1) un espace mesuré. Soit f : (E,€) — (RT, B(R™T))
une fonction mesurable positive.
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1) La fonction d’ensemble v définie par :
V:AGE%/fduG[O,oo]
A

est une mesure sur l'espace (E,E).
2) Soit g : (E,E) — (R,B(R)) est une fonction mesurable et intégrable par

rapport a v,
/ gdv = / gfdp.
E E

Définition 33 Soit X : (Q,F,P) — (E,&) une variable aléatoire de loi de
probabilité Px . On dit que Px est une loi absolument continue par rapport a une
mesure p sur (E, &) s’il existe une fonction mesurable f : (E,E) — (RT, B(RT))
telle que pour tout A € &,

ex(4) = [ sn

La fonction f est appelée la densité de X et son intégrale sur E par rapport
W est égale a 1.

Variable aléatoire a densité Soit X : (Q,F,P) — (R,B(R)) une variable
aléatoire. On dit que X est a densité (ou que la loi de X est a densité) si Px
est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Proposition 26 Soit X : (2, F,P) — (R, B(R)) une variable aléatoire.

i) Soit g : (R,B(R)) = (R, B(R)) une fonction mesurable. Si la loi de X admet
une densité f (par rapport d la mesure de Lebesque) et si g(X) est intégrable
alors,

E[g(X)] = / gfdr = / o) (2)dA(z).

it) Réciproquement, si pour toute fonction g mesurable et bornée, il existe une
fonction positive et mesurable f telle que

Elg(X)] = / o) (2)dN(x).

R

alors f est la densité de Px par rapport & la mesure de Lebesgue.

Dans la grande majorité des cas, 'intégrale de Lebesgue coincide avec celle de
Riemann et donc
Elg(X)] = [ gla)f(a)da.
R
Proposition 27 Si la variable aléatoire X est a densité f alors la fonction de
répartition F est continue et dérivable A-presque-partout. De plus, f(t) = F'(t).

Proposition 28 Si la fonction de répartition F d’une variable aléatoire X est
dérivable \-presque-partout et telle que fR F'd\ =1 alors la loi Px est a densité
de densité F'.
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Vecteurs aléatoires a densité

Proposition 29 Si le vecteur aléatoire X = (X1,...,X,)" est a densité f :
R™ — R* par rapport & la mesure de Lebesque A\ alors

O"F
t, ..., tn) = —————(t1,...,tn) A" p.p.
f(la an) 8151...8?5”(1, an) b-p
Proposition 30 Si la loi de X = (X1,...,X,)" admet une densité f alors,
pour tout k € {1,...,n} et pour tout 1 < iy < ... < i < n, le vecteur
(Xiy,--., X;,) est également o densité de fonction de densité :

PM&iyy oy @i,) = / / flxe, ..., zn)dej, ... dzj, .,
R R
ot {j1 < ... <jn_rxr=1{i1 <...<ix}C.
Principales lois de probabilité a densité

1) Loi uniforme — Une variable aléatoire X suit une loi uniforme de para-
métres —oo < a < b < +00 si Px admet pour densité la fonction

1
= —1I .
f@) = Toefan

On montre que E(X) = (a +b)/2, Var(X) = (a — b)?/12 et

exp(ith) — exp(ita)

Oxl) =200

2) Loi normale — Une variable aléatoire X suit une loi normale de paramétres
€ R et o>0si Py admet pour densité la fonction

1 1 /x—p 2
f(x):a QWexp{—2< o ) }
On a E(X) = p, Var(X) = 02 et ®x(t) = exp(itu — o%t?/2).

3) Loi gamma — Une variable aléatoire X suit une loi gamma de paramétres
a>0et A >0 siPx admet pour densité la fonction

o) = Fae ™ exp(-Ao)uo.

On a alors, E(X) = a/\, Var(X) = a/A\? et ®x (t) = (1—it/\)~%. Laloi Gamma
de parameétres a = 1 et A > 0 est appelée la loi exponentielle de paramétre .
4) Loi de Cauchy — Une variable aléatoire suit une loi de Cauchy (standard)
si Px admet pour densité la fonction

flz) =

Cette loi n’admet pas d’espérance et ®x(t) = exp(—|t]). Notez que la loi de
Cauchy est un cas particulier de la loi de student que nous verrons plus tard.

1 1
w1422
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2.6.3 Lois de mélange

Il existe des lois qui ne sont ni discrétes ni absolument continues mais
construites comme un mélange de ces deux types de lois.

Définition 34 Soit X : (Q, F,P) — (R,B(R)) une variable aléatoire. On dit
que la loi de X est une loi de mélange s’il existe deux mesures ]P’g(%) et ]P’g?) avec
IP’g;) loi discreéte et Pg?) loi admettant une densité par rapport & la mesure de
Lebesgue et un parameétre o €]0, 1] tels que Px = aIP’(;) +(1- a)IE”()?).
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Annexe A — Rappel des notions & connaitre

Théorie des ensembles

Un ensemble E est la réunion de plusieurs éléments. Par exemple, N =
{0,1,2,...} est l'ensemble des entiers naturels, Z = {...,-2,-1,0,1,2,...}
est ’ensemble des entiers relatifs, etc .... L’ensemble vide §) est ’ensemble ne
contenant pas d’éléments.

Définition 35 Un ensemble E est fini s’il existe n € N* = {1,2,...} et une
bijection f : E — {1,...,n}. Le nombre d’éléments de E est alors n que l'on
appelle cardinal de E. On note Card(E) = n. Un ensemble E est dénombrable
s’il existe une bijection f : E — N.

Par exemple, ’ensemble N et ’ensemble des rationnels Q sont dénombrables.
Ce n’est évidemment pas le cas des ensembles R et C.

Définition 36 On dit que A est un sous-ensemble de E si tout élément de A
est aussi dans E. On note A C E.

L’ensemble vide () est un sous-ensemble de n’importe quel ensemble. Il ne faut
pas confondre un él’ement x de E avec le singleton {z} qui est le sous-ensemble
de F ne contenant que 1’élément x.

Définition 37 Soit E un ensemble. Les sous-ensembles de E forment un en-
semble appelé "ensemble des parties de E" et noté P(E). L’ensemble P(FE) est
donc un ensemble d’ensembles. Si Card(E) = n alors Card(P(E)) = 2.

Par exemple, l'ensemble des parties de E = {0,1} est donné par P(E) =
{{o,1}, {0}, {1},0}.

Définition 38 Soit (A;);>1 une suite de sous-ensembles de E. On dit que
(A;)i>1 est une partition de E si pour tout i # ', A;NA;y =0 et si AyUARU. .. =
E.

Définition 39 Soit A un sous-ensemble de E. Le complémentaire de A dans
E est le sous-ensemble AC qui contient tous les éléments de E qui ne sont pas
dans A. Si E est fini, Card(A%) = Card(E) — Card(A).
Proposition 31 Soit (A;)i>1 une suite de sous-ensembles de E et B un sous-
ensemble de E. On a les propriétés suivantes :
C C
U4 ] =N49 (N4 =JAS, BnJa=BnAa)
i>1 i>1 i>1 i>1 i>1 i>1

et

BuﬂAi:ﬂ(BuAi).

i>1 i>1

Définition 40 Soient E et F deux ensembles. Le produit cartésien de E et F
est l’ensemble E x F = {(z,y) | x € E, y € F}.
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Dénombrement

Le dénombrement sert & répondre a la question suivante : combien y a t’il
de fagons de construire un ensemble de p éléments pris dans un ensemble de n
éléments. Ce nombre est différent selon que I'on autorise ou non les répétitions
(prendre plusieurs fois le méme élément) et que l'on tienne compte ou pas de
Pordre des éléments ({e1,ea} = {ea,e1} ou {e1,e2} # {ea,e1}). Le tableau ci
dessous regroupe les formules utiles :

’ \ avec ordre \ sans ordre ‘

S iii: D 7

avec répétition n Crip_1
PR p D

sans répétition AP Ccr

Remarquons que si ’on n’autorise pas les répétitions, alors forcément n > p. On
rappelle que
n! n!
Cl=——— ¢t AL =plCP = ———.
Pl T T =)l

Enfin, soient F et F' deux ensembles dénombrables de cardinal respectif p et n
(ici on peut avoir n < p). La valeur n? correspond au nombre d’applications
possibles de E dans F'.
Par exemple, si E = {1,2,3} et F = {a,b}, il y a 8 = 23 applications possibles :
{1,2,3} — {a,a,a},{1,2,3} = {a,a,b},... Ainsi, AP au nombre possibles d’ap-
plications injectives de E dans F' (si n > p). Donc, si n = p, AL = n! correspond
au nombre de bijection de E dans F' ou autrement dit au nombre de permuta-
tions d’un ensemble de n éléments.

Construction de l’intégrale de Riemann

Nous rappelons ici les étapes menant a la construction de 'intégrale de Rie-
mann d’une fonction réelle bornée f définie sur un intervalle [a, b]. La premiére
étape consiste & définir 'intégrale de fonctions positives en escalier.

Définition 41 Soient —oco < a < b < oo. Une fonction g en escalier définie
sur un intervalle [a,b] s’écrit sous la forme :

k
g= Z%‘H{]mi,l,wi]p
=1

ot a; € R pour touti = 1,...;k eta = x9g < x1 < ... < a2 = b est une
subdivision de Uintervalle [a,b]. On notera G([a,b]) l’ensemble de ces fonctions.

L’intégrale de Riemann d’une fonction g € G([a, b]) est donnée par :

b k
/ g(z)dx = Z ai(z; — xi—1).
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Elle correspond & l’aire sous la fonction en escalier g. Nous passons & présent &
la définition d’une fonction Riemann intégrable. On note

1=(f)

b
sup {/ g(w)dx | g € G([a,b]) et g < f}

b
et I'(f) inf{/ g(x)dz | g € G([a,b]) etg>f}.

Définition 42 Soit f une fonction bornée définie sur un intervalle [a,b]. La
fonction f est dite Riemann intégrable si I=(f) = IT(f). On a alors :

b
IH(f) = I(f) = / f(x)de

Il est facile de montrer que I’ensemble des fonctions Riemann intégrables sur
[a,b] forme un sous espace vectoriel de Iensemble des fonctions bornées sur

[a, b].

Théoréme 11 Si f est continue sur [a,b] alors [ est Riemann intégrable et la

fonction
0= [ 10

est dérivable sur [a, b] et telle que F'(x) = f(x). La fonction F est une primitive
de f.
Intégrale impropre

Définition 43 Soient —o0 < a < b < oo et soit f :]a,b[— R une fonction
localement intégrable (c’est-a-dire Riemann intégrable sur tout intervalle [c,d] C

Ja, bl).

i) On dit que Uintégrale de f sur ]a,b] converge s’il existe ¢ €]a,b[ tel que

les limites " .
lim t)dt et lim t)dt
iy [ (0t et im [ f0

existent et sont finies. On note alors

/abf(t)dtzgﬂ/;f(t)dwlggfj f(t)dt

Uintégrale de Riemann impropre de [ sur ]a,bl[.

it) Une fonction f :la,b]— R d’intégrale convergente est dite intégrable au
sens de Riemann généralisé si lintégrale de [ sur |a,b| est absolument
convergente c’est-a-dire s’il existe ¢ €]a, b| tel que

ng/ F(8)]dt < oo et liin/ £(8)]dt < .
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Un exemple classique de fonction d’intégrale convergente mais pas absolument
convergence est la fonction ¢ €]0, co[— sin(t)/t. En effet, on a

lim / &(t)dt T et lim / Mdt = 00.
0 t 2 0 t

T—r00 Tr—r00

La fonction sin(¢)/t n’est donc pas intégrable au sens de Riemann généralisé.
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