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Notations utilisées dans le sujet :

• Pour tout échantillonW1, . . . ,WN , on noteW1,N ≤ . . . ≤ WN,N l’échantillon ordonné
associé.
• Pour toute fonction Φ(.) croissante, Φ←(y) := inf{x|Φ(x) ≥ y}.
• X L

= Y signifie que X et Y ont même loi.

Questions de cours [4 pts] − Dans ces questions, F (.) désigne une fonction de répar-
tition de point terminal xF (éventuellement infini).

1) Rappeler la définition du point terminal xF .

2) Rappeler la définition du quantile q(α) d’ordre α ∈]0, 1[ associé à F (.).

3) On suppose que F (.) appartient au domaine d’attraction de Weibull avec un indice des
valeurs extrêmes γ. Quel est le signe de γ ? Le point terminal peut-il être infini ? Donner
en fonction de xF , de γ et d’une fonction à variations lentes L(.) l’expression de F (.).

4) Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F (.). Donner la définition de
la fonction de répartition des excès de X au dessus d’un seuil u < xF ainsi que de la
fonction moyenne des excès. Enoncer le théorème de Pickands.



Exercice 1 [5 pts] − On considère la fonction F : R 7→ R définie pour θ > 0 et λ > 0
par

F (x) =
(
1− (1 + xθ)−λ

)
I{x>0}.

1) Montrer que F (.) est une fonction de répartition et donner son point terminal.

2) Montrer que F (.) appartient au domaine d’attraction de Fréchet et donner, en fonction
de θ et λ , l’indice des valeurs extrêmes γ associé.

3) On pose L : [0,∞[ 7→ [0,∞[ la fonction définie par L(x) = x1/γ(1 − F (x)) pour tout
x > 0. Quelle est la principale caractéristique de la fonction L(.) ?

4) On pose ∆ : [0,∞[7→ [0,∞[ la fonction définie par ∆(x) = xL′(x)/L(x) pour tout
x > 0 où L′(.) désigne la dérivée de la fonction L(.). Montrer que ∆(.) est une fonction à
variations régulières dont vous préciserez l’indice.

On considère à présent n variables aléatoires indépendantes X1, . . . , Xn de même fonction
de répartition F (.) et on pose an = F←(1− 1/n).

5) Déterminer la loi limite de la variable aléatoire

Yn := max

{
X1

an
; . . . ;

Xn

an

}
.

Expliquer pourquoi on retrouve ainsi le résultat de la question 2) ?

Exercice 2 [11 pts] − Soit F : R 7→ [0, 1] une fonction de répartition de point terminal
xF < +∞ et telle que pour tout x < xF , F (x) = 1− (xF −x)−1/γL ((xF − x)−1), où γ < 0
et L : [0,∞[1

2
7→ [0,∞[ est une fonction à variations lentes.

1) Montrer que la fonction F̄ ∗ : [0,∞[1
2
7→ [0, 1] telle que F̄ ∗(x) = 1− F (xF − 1/x) pour

tout x > 0 est une fonction décroissante et à variations régulières d’indice 1/γ.

On rappelle que si U : [0,∞[1
2
7→ [0,∞[ est une fonction décroissante et à variations régu-

lières d’indice α < 0 alors la fonction U←(1/.) est à variations régulières d’indice −1/α.

2) Après avoir remarqué que (F̄ ∗)←(x) = (xF −F←(1−x))−1 pour tout x ∈ [0, 1], montrer
qu’il existe une fonction à variations lentes `(.) telle que pour tout α ∈ [0, 1]

F←(1− α) = xF − α−γ`(α−1).



On considère à présent n variables aléatoires X1, . . . , Xn indépendantes et de même fonc-
tion de répartition F (.). On introduit également une suite (kn)n∈N telle que kn → ∞ et
kn/n→ 0 lorsque n→∞.

3) Montrer que {1
2
Xn−i+1,n, i = 1, . . . , kn}

L
= {xF − U−γi,n `(U

−1
i,n ), i = 1, . . . , kn}, où

U1, . . . , Un sont des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].

4) En déduire que

1

kn

kn∑
i=1

log

(
xF −Xn−i+1,n

xF −Xn−kn,n

)
L
= γ

1

kn

kn∑
i=1

log
U−1i,n

U−1kn+1,n

+
1

kn

kn∑
i=1

log
`(U−1i,n )

`(U−1kn+1,n)
.

5) En utilisant la représentation de Rényi, montrer que

kn∑
i=1

log
U−1i,n

U−1kn+1,n

L
=

kn∑
i=1

Ei,

où E1, . . . , Ekn sont des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de para-
mètre 1.

On admettra pour la suite que

1

kn

kn∑
i=1

log
`(U−1i,n )

`(U−1kn+1,n)

P→ 0.

6) Montrer que
1

kn

kn∑
i=1

log

(
xF −Xn−i+1,n

xF −Xn−kn,n

)
P→ γ.

7) En supposant que la fonction à variations lentes L(.) converge à l’infini vers une
constante c > 0, montrer que n−γ(xF − Xn,n) converge en loi (vous préciserez la loi
limite). Qu’en déduisez-vous sur la convergence en probabilité de Xn,n ?

8) Proposer un estimateur de γ (on ne cherchera pas à montrer que cet estimateur converge
en probabilité vers γ).


