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Questions de cours [4 pts] −

1) Le point terminal est la valeur maximale que l’on peut observer. Il est donné par
xF = F←(1) = F̄←(0).

2) Il est donné par q(α) = F←(1− α) = F̄←(α).

3) L’indice des valeurs extrêmes γ est négatif et le point terminal est forcément fini. L’ex-
pression de F (·) est F (x) = 1− (xF − x)−1/γL((xF − x)−1).

4) La fonction de répartition des excès de X au dessus d’un seuil u < xF est

Fu(x) = P(X − u ≤ x|X ≥ u) = 1− F̄ (x+ u)

F̄ (u)
.

La fonction moyenne des excès est donnée par eu(X) = E(X − u|X ≥ u). Enfin, le
théorème de Pickands assure que F (·) appartient au domaine d’attraction de la loi des
valeurs extrêmes Hγ(·) si et seulement si

lim
u↑xF

sup
0<x<xF−u

∣∣Fu(x)−Gγ,a(u)(x)
∣∣ = 0,

où Gγ,θ(·) est la fonction de répartition de la loi GPD de paramètres γ ∈ R et θ > 0.

Exercice 1 [5 pts] −
1) Il est évident que F (·) est continue, croissante sur [0,∞[. De plus, F (x) → 0 lorsque
x→ 0 et F (x)→ 1 lorsque x→∞. Le point terminal de F (·) est donc +∞.



2) On a :
1− F (x) = (1 + xθ)−λ = x−θλ(1 + x−θ)−λ = x−1/γL(x),

avec γ = 1/(θλ) et L(x) = (1 + x−θ)−λ → 1 lorsque x→∞.

3) On a évidemment que x−1/γ(1 − F (x)) = L(x) = (1 + x−θ)−λ. Cette fonction conver-
geant vers une constante, c’est une fonction à variations lentes.

4) On a :

∆(x) =
xL′(x)

L(x)
= θλx−θ(1 + x−θ)−1 = x−θ`(x),

avec `(x) = θλ(1 + x−θ)−1 → θλ lorsque x → ∞. Donc ∆(·) est à variations régulières
d’indice −θ.

5) Calculons tout d’abord an. En résolvant l’équation F (x) = α, on trouve que F←(α) =
[(1− α)−1/λ − 1]1/θ. Ainsi, an = (n1/λ − 1)1/θ.
On note ensuite que Yn prend ses valeurs dans [0,∞[. De plus, pour x > 0,

P(Yn ≤ x) = F n(anx) = exp [n log(1− un)] ,

avec un = (1 + (anx)θ)−λ → 0 car an → ∞. Donc log(1 − un) ∼ un ∼ x−θλ/n. Ainsi, si
x > 0,

P(Yn ≤ x)→ exp(−x−θλ) = exp(−x−1/γ),

c’est-à-dire que F (·) appartient au domaine d’attraction de Fréchet.

Exercice 2 [11 pts] −

1) Sur [0,∞[, F̄ ∗(·) est évidemment décroissante puisque F (·) est une fonction de répar-
tition (et donc une fonction croissante). De plus, F̄ ∗(x) = x1/γL(x) qui est à variations
régulières d’indice 1/γ.

2) En résolvant l’équation F̄ ∗(x) = α c’est-à-dire l’équation F (xF − 1/x) = 1/α on a bien
que (F̄ ∗)←(α) = (xF −F←(1−α))−1. D’après le rappel précédent, on sait qu’il existe une
fonction à variations lentes `∗(·) telle que

(F̄ ∗)←(1/x) = x−γ`∗(x) = (xF − F←(1− α))−1.

En posant α = 1/x, on en déduit le résultat annoncé avec `(·) = 1/`∗(·).



3) On sait que

{X1, . . . , Xn}
L
= {F←(U1), . . . , F

←(Un)} = {xF − (1− Ui)−γ`((1− Ui)−1), i = 1, . . . , n}.

En rangeant par ordre décroissant, il vient

{Xn−i+1,n, i = 1, . . . , n} L= {xF − (1− Ui,n)−γ`((1− Ui,n)−1), i = 1, . . . , n}.

4) La question 3) implique que{
xF −Xn−i+1,n

xF −Xn−k,n
, i = 1, . . . , k

}
L
=

{
U−γi,n

U−γk+1,n

`(U−1i,n )

`(U−1k+1,n)
, i = 1, . . . , k

}
.

En prenant le logarithme et en sommant sur i = 1, . . . , k, on obtient le résultat.

5) La représentation de Rényi implique que{
U−1i,n

U−1k+1,n

, i = 1, . . . , k

}
L
=

{
Tk+1

Ti
, i = 1, . . . , k

}
L
= {U−1i,k , i = 1, . . . , k}.

En sommant, on a donc

k∑
i=1

log
U−1i,n

U−1k+1,n

L
=

k∑
i=1

− log(Ui,k)
L
=

k∑
i=1

− log(1− Uk−i+1,k) =
k∑
i=1

− log(1− Ui).

Comme − log(1−·) est l’inverse de la fonction de répartition d’une loi exponentielle stan-
dard, on trouve le résultat annoncé.

6) C’est direct en utilisant la loi faible des grands nombres.
7) Pour x > 0, on a

P(n−γ(xF −Xn,n) ≤ x) = P(Xn,n ≥ xF − nγx) = 1− F n(xF − nγx)

= 1− exp

{
n log

[
1− x−1/γ

n
L

(
n−γ

x

)]}
.

Comme
x−1/γ

n
L

(
n−γ

x

)
∼ 1

n
cx−1/γ → 0,

on en déduit que
P(n−γ(xF −Xn,n) ≤ x)→ 1− exp(−cx−1/γ),



pour x > 0. On déduit aisément de ce résultat que Xn,n
P→ xF .

8) On propose d’estimer γ par

γ̂n :=
1

k

k∑
i=1

log

(
Xn,n −Xn−i+1,n

Xn,n −Xn−k,n

)
.

Cet estimateur est connu dans la littérature sous le nom de negative Hill estimator.


