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Examen de Statistique Mathématique

LES TELEPHONES PORTABLES DOIVENT ETRE ETEINTS ET RANGES.
L’USAGE DES CALCULATRICES N’EST PAS AUTORISE.
LES NOTES DE COURS ET AUTRES DOCUMENTS SONT INTERDITS.
LA QUALITE DE LA REDACTION SERA TRES LARGEMENT PRISE EN COMPTE.

Exercice 1.

Pour chacun des modeles suivants, dire si le modeéle est dominé (auquel cas exhiber une mesure
dominante), donner le support de la loi de X noté X (€2), donner I'espace naturel des parametres
noté O et dire si le modele est régulier :
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Exercice 2.

Afin de mieux dimensionner la capacité d’'un serveur informatique, un ingénieur réalise une
étude sur la durée de connexion des clients au serveur. On admet que la durée (exprimée en
minutes) de connexion d’un client au serveur peut étre représentée par une variable aléatoire
X positive de loi exponentielle de parametre A > 0 a estimer. Pour cela, I'ingénieur constitue
un échantillon (X1, ...., X,,) de variables aléatoires i.i.d. distribuées comme la variable parente
X. On rappelle que la fonction de répartition de la loi exponentielle est donnée pour = > 0 par

Fy\(z) =1—e".

Déterminer Xn un estimateur de .
Etudier le comportement asymptotique de /)\\n

Déterminer un intervalle de confiance asymptotique pour A de niveau de confiance 95%.
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Proposer un estimateur consistant de la probabilité qu'un client se connecte au serveur
pour une durée comprise entre 15 et 20 minutes. Etablir son comportement asymptotique.
En déduire un intervalle de confiance asymptotique de niveau de confiance 95% pour la

probabilité qu'un client se connecte au serveur pour une durée comprise entre 15 et 20
minutes.



D.

Estimer, parmi 1000 clients pris au hasard, le nombre moyen de clients se connectant au
serveur pour une durée inférieure a 15 minutes. Etablir la consistance et le comportement
asymptotique de I'estimateur choisi. En déduire un intervalle de confiance asymptotique
de niveau de confiance 95% pour le nombre de clients se connectant au serveur pour une
durée inférieure a 15 minutes parmi 1000 clients pris au hasard.

Exercice 3.
Soit (X7, ..., X,) un échantillon de variables aléatoires i.i.d. de variable parente X dont la
distribution admet la densité suivante par rapport a la mesure de Lebesgue sur R
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folz) = Z—f[(o <z <60) avec >0.
Vérifier qu’il s’agit bien d'une densité de probabilité.
Déterminer la fonction de répartition associée ainsi que l'espérance et la variance de X.
Déterminer l'information de Fisher du modele probabiliste (& une observation).
Déterminer gn I’estimateur de ¢ obtenu par la méthode des moments.
Déterminer gn I’estimateur de € obtenu par la méthode du maximum de vraisemblance.
Déterminer le biais, la variance et le risque quadratique de 571 et é\n Comparer gn et én
La borne de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao s’applique-t-elle ici ? Pourquoi ?

Etudier le comportement asymptotique de gn et de gn

Exercice 4.

Soit

X 2 4 1 2
Y | un vecteur aléatoire de loi N | [ 1],[1 9 -1
A ) 2 -1 3

Calculer E[X — Z|Y — X]|. En déduire la loi de E[X — Z]Y — X].
Déterminer 'ensemble des variables 7,5, = aX + bY + cZ avec a,b,c € R indépendante
deU =Y +7—-X.

, ) . Y - X
Déterminer la loi de (Z _ X)'

Y

Déterminer la loi de | X
A

Exercice 5.

Soient U, V et Y des variables aléatoires représentant des quantités que ’on suspecte étre liées.
Plus particulierement, on se demande s’il existe une influence de U et V sur Y. Soient (U;, V;, ;)
pour i = 1,...,n des triplets i.i.d. distribués comme (U, V,Y).

1.

2.

On souhaite ajuster un modele de régression linéaire de la forme Y = aU 4 bV +c+¢< ou
£ est une variable aléatoire centrée indépendante de (U, V) et de variance 0. Comment
interpréter ce modele ? Que valent E[Y|U, V] et Var(Y|U,V)?

Déterminer @, b et ¢ les estimateurs de a, b et ¢ respectivement obtenus par la méthode
des moindres carrés i.e. satisfaisant le probleme d’optimisation suivant :

n

(Ei,/l;, ¢) = argmin, ;, cps Z(E —al; — bV; — ¢)*.
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