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Sujet 5

e Rappels: Soit f une fonction de densité a estimer. Soit (X7, ..., X,,) un échantillon i.i.d. de
variables aléatoires distribuées comme une variable aléatoire X dont la loi admet la densité f(.)
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R.

— Histogramme: Soit (/;),;=;,., une partition de [a,b] ou le segment [a, b] est approprié a
la distribution considérée. Supposons que les intervalles I; sont tous de méme longueur notée
|I;] = h > 0 de sorte que I; = [a+ (j — 1)h,a + jh] pour j = 1,...,J et que h = (b—a)/J.
L’estimateur de f(.) au moyen d’'un histogramme est défini pour = € R par:

J
1
f n h = _h Z l’ € I

avec

n

N; =Y I(X; € 1)

i=1
L’estimateur ainsi obtenu est une fonction en escalier, constante sur chaque intervalle I;. En
pratique, l'utilisateur doit choisir a, b et J (ou de maniére équivalente h).
e Choix de la fenétre par validation croisée: l'idée est de déterminer un choix “optimal”

de la fenétre h noté hepe de la facon suivante

hopt = arg min ISE(f )
h>0

— arg min / (Fulx) — f(x))?da

_arg%g{/(fh Vdx — 2 /fh dx+/f(x)2dx}
—argin { [(Fue)tas 2 [ fio)faiie

J(h) = / (Falw))2de — 2 / Fal@)f (2)de

et remarquons que le premier terme est entierement connu. Ensuite, remarquons que

Notons

/fh v)de = E [2(X)|Xl,...,xn}



pour une variable aléatoire X de densité f, indépendante de (X7, ..., X,). On estime alors
E ﬁ(X )| X1, ..., X, | sans biais par la méthode dite du “leave-one-out”. Cela fournit le critere

suivant a optimiser le critere en h:
— —~ 2 n ~
Th) = [ (Ful)?ds = 230 Fan(X)
i=1

ou f_;p est I'estimateur de f calculé avec la fenétre h mais en otant ’observation 7.

o~

Notons que la fonction J(h) est un estimateur sans biais de MISE(f,) & une constante indépen-
dante de h pres puisque

E[J/(h\)} :MISE(ﬁ)—/f(x)de.

e Criteres objectifs: R
Criteres ponctuels: pour un estimateur f de f, le biais est ponctuellement donné par

by (F@)) =E ()] - f(a),

la variance est ponctuellement donnée par

var (7o) = & | (o) - E[F@)] )]

et I’écart quadratique moyen est ponctuellement donné par

Ry (Fo)) = | (o) - @) .

Criteres globaux: le carré du biais intégré est donné par

[ (E[f@)] - @) dx

la variance intégrée est donnée par

/ Var (f(x)) dr,

et ’écart quadratique moyen intégré (MISE = Mean Integrated Squared Error) est donné par
~ 2
J|(Fw - 1)’ aw

e Implémentation au moyen du logiciel R:

Histogramme: La fonction hist du logiciel R détermine 'estimateur de la densité par his-
togramme.

La fonction histde du package ks propose aussi une implémentation de ’estimateur de la den-
sité par histogramme.

La relation entre le nombre de classes J et la longueur h des intervalles est donnée par:

J:

[max(a:l, vy L) — min(xy, ,xn)—‘
- :

2



La regle de Sturgeﬂ est utilisé par défaut par la fonction hist:
J =1+ [logyn].

Deux autres choix sont implémentés dans la fonction hist, a savoir la regle de Diaconis et

Freedman?t IOR

/3

h=2

en notant IQR l'intervalle inter-quartile, ainsi que la regle de référence gaussienne de Scottﬂ:

~

o
h:3.5m

en notant ¢ un estimateur de 1’écart-type. D’autres choix ont été proposés dans la littérature
dont la regle de la racine carrée (choix du logiciel Excel):

7= [val,

la regle de Riceﬁ:
J = 2019

et la formule de Doand’} R
J=1+ {logzn—klog2 (1 + %)w

ou % est le coefficient d’asymétrie empirique (disponible dans le package moments) et ou ¢ est

donné par:
B 6(n — 2)
TV Dmr )

Exercice 1.
On note Y, 02) la densité de la loi gaussienne de parametres m € R et o2 > 0. Considérons les
distributions suivantes:

e la loi gaussienne standard N(0, 1) de densité ¢ 1),
e les lois I'(1,1/2), I'(2,1/2) et I'(5, 1),
e la loi triangulaire de densité donnée pour z € R par

g(x) = max (1 — |z[,0),

e la loi de Student a 2 degrés de liberté, dilatée, translatée: X = 0.25Y — 0.5 = (Y —2)/4
ouY ~ T(2),
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la loi de Student a 3 degrés de liberté, dilatée, translatée: X = 0.25Y — 0.5 = (Y —2)/4
ouY ~ T(3),

on note Yoy la restriction de ¢ 1y a [—1,2] puis 'on considere la loi de densité définie
comime suit:

@(071)(@
f ) >
) JZ1 ) (u)du

la loi de densité donnée par la fonction en escalier suivante:

r € R,

1/2 si0<z<1/2,

2 sil/2<x<2/3,
o) = o /

5/4 si2/3<ax <1,

0 sinon,

la loi dont la densité est en dents de scie comme ci-dessous:
flx)=glx+9)+g(z+7)+ ...+ g9(x—=T7)+g(x—9),

la loi de densité: .
—©a,0.4)(2) si0<z<1/2,

c

fla)=14¢
—pooa(z) sil/2<x <1,

c

1/2 1
ol ¢ = / 4,0(1,0,4)(u)du + / ©(1,0.4) (u)du,
0 1/2

le mélange de lois gaussiennes de densité:

1 1
) 90(070-1)(55) + BY ©,0.4)(2),
la loi de densité:
32 16 8
f(ﬂi) :@ @(—31/21,32/63)(%) + E P(17/21,16/63) (:r:) + @ ©(41/21,8/63) (Q;)

+ @ 80(53/21,4/63)(33) + @ ¢(59/21,2/63)($) + @ $(62/21,1/63) (f)

. Simuler M échantillons de taille n suivant les distributions exposées ci-dessus pour dif-
férentes valeurs de n.

. Déterminer les estimateurs de la densité par histogramme obtenus avec les différentes
tailles de fenétre proposées dans les regles ci-dessus et par la méthode de la validation
croisée.

. Analyser alors le comportement de I’histogramme a 1’aide des criteres objectifs précédem-
ment présentés.



