UNIVERSITE DE STRASBOURG SEGOLEN GEFFRAY
M1 - MAGISTERE geffray@math.unistra.fr
STATISTIQUE Année 2018/2019

Sujet 11

e Rappels: Soit f une fonction de densité a estimer. Soit (X7, ..., X,,) un échantillon i.i.d. de
variables aléatoires distribuées comme une variable aléatoire X dont la loi admet la densité f(.)
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R.

— Histogramme: Soit (/;),=;,., une partition de [a,b] ou le segment [a, b] est approprié a
la distribution considérée. Supposons que les intervalles I; sont tous de méme longueur notée

|I;| = h > 0 de sorte que I; = [a+ (j —1)h,a+ jh] pour j = 1,...,J et que h = (b —a)/J.
L’estimateur de f(.) au moyen d’'un histogramme est défini pour = € R par:

J
~ 1
Fan(z) = — ; N;I(z € L)
avec "
N; =Y I(X; € 1)
=1

L’estimateur ainsi obtenu est une fonction en escalier, constante sur chaque intervalle I;. En
pratique, l'utilisateur doit choisir a, b et J (ou de maniere équivalente h).

— L’estimateur & noyau de la densité (obtenu par convolution avec un noyau) est défini pour

r € R par:
fulz) = — ;:1 K( N )

ou la fenétre h > 0 est le parametre de lissage et ou K(.) est un noyau positif ie K : R — R

est une fonction intégrable telle que / K(u)du=1et K(.) > 0.
R

e Implémentation au moyen du logiciel R:

Histogramme: La fonction hist du logiciel R détermine I'estimateur de la densité par his-
togramme.

La fonction histde du package ks propose aussi une implémentation de ’estimateur de la den-
sité par histogramme.

La relation entre le nombre de classes J et la longueur h des intervalles est donnée par:

[max(m, ey Tpy) — min(xy, ,wn)—‘
J = N .

La regle de Sturgesﬂ est utilisé par défaut par la fonction hist:
J =1+ [logyn].

'Sturges H A. (1926) The choice of a class interval, Journal of the American Statistical Association, 21
(153): 65-66.



Deux autres choix sont implémentés dans la fonction hist, a savoir la regle de Diaconis et

Freedman?t IOR

ni/3

h=2

en notant IQR l'intervalle inter-quartile, ainsi que la regle de référence gaussienne de Scottﬂ:

~

o
h:3.5m

en notant ¢ un estimateur de 1’écart-type. D’autres choix ont été proposés dans la littérature
dont la regle de la racine carrée (choix du logiciel Excel):

7=V,

la régle de Ricd}
J =20,
et la formule de Doand’

~

J=1+ {logzn—klog2 (1+%)}

ou % est le coefficient d’asymétrie empirique (disponible dans le package moments) et ou ¢ est

donné par:
B 6(n — 2)
TV mrDm+3)

Estimateur a noyau: La fonction density du logiciel R détermine ’estimateur de la densité
par méthode a noyau. Il est possible de choisir a la fois le noyau et la fenétre. Voici quelques
choix possibles de noyau:

noyau expression
3
Epanenchnikov Z<1 —uH)I(Ju| < 1)
, 1 u2>
aussien exp | ——
g o p 5
triangulaire (1 —Jul)I(Jul <1)
1
rectangulaire 5[ (Ju| <1)

Vous pouvez fournir une valeur de votre choix pour la taille de fenétre h dans ’argument
bw. Sinon, des méthodes de choix automatiques de la fenétre sont implémentées. L’argument
bw="nrd0" correspond au choix

~

h=09-—_

SVE

2Freedman D., Diaconis P. (1981) On the histogram as a density estimator: L2 theory, Zeitschrift fiir
Wahrscheinlichkeitstheorie und Verwandte Gebiete, 57 (4): 453-476.

3Scott D.W. (1979) On optimal and data-based histograms, Biometrika, 66 (3): 605-610.

“http://onlinestatbook.com/2/graphing_distributions/histograms.html

®Doane D.P. (1976) Aesthetic frequency classification, American Statistician, 30: 181-183.


http://onlinestatbook.com/2/graphing_distributions/histograms.html

ou n est la taille de I’échantillon et ou ¢ = min(S,, R,/1.349) en notant S,, I"écart-type em-
pirique de ’échantillon et R, I’étendue interquartile de 1’échantillon. L’instruction bw="nrd"
correspond au choix

~

g

L’instruction bw="ucv" correspond a un choix issu de la méthode de la validation croisée. L’idée
est de déterminer un choix “optimal” de la fenétre h noté hp, de la fagon suivante:

-~

hopt = arg 1;13;{)1 ISE(fn)

—argmin [ (Fa) = f(a)ds
—argin{ [(ue)Pas -2 [ s+ [ flapi)

h>0

—argin { [(Fue)tas 2 [ fio)fayie .

h>0

Notons
J(h) = / (Fal))2de — 2 / Fal@)f(x)de

et remarquons que le premier terme est entierement connu. Ensuite, remarquons que

/fh(x)f(x)dx ) [fh(X)|X1, Xn}

pour une variable aléatoire X de densité f, indépendante de (Xi,...,X,). On estime alors
E ﬁ(X X1, Xn} sans biais par la méthode dite du “leave-one-out”. Cela fournit le critere

suivant a optimiser le critere en h:
70 = [(@rae - 237 x)
nig

ou f_;p est I'estimateur de f calculé avec la fenétre h mais en otant 'observation ¢, ce qui

donne:
~ 1 - z— X;
f—i,h(x) = K ( ]) .
(n—1)h T h

—

Notons que la fonction J(h) est un estimateur sans biais de MISE(fh) a une constante indépen-
dante de h pres puisque

E[J/(h\)} :MISE(fh)—/f(:c)?dx.

Soient les conditions suivantes:
(A1): f est de carré intégrable et deux fois différentiable et sa dérivée seconde est continue
bornée et de carré intégrable.

(Az): le noyau K : R — R est tel que / K(z)*dx < 0o, K est symétrique et admet un moment
R

d’ordre 2, donc satisfait /xK(x)dx =0et /sz(x)dx < 00.



(As): Les fenétres h = h,, > 0 forment une suite telle que h "=° 0 et nh "= co. Sous ces
conditions, un équivalent asymptotique du MISE est:

AMISE(f,) = W +%4 ( / xZK(x)dx)Q / F(x)2dz.

La fenétre optimale est alors celle qui minimise le AMISE. Cela fournit:

h :< [ K(z)*dx )1/5 1
ot (f sz(x)dx)fo”(x)zdx nt/s:

Comme f” est inconnue, il faut Uestimer: c¢’est le principe du plug-in (injection). On estime f”
par un estimateur a noyau avec une fenétre que 'on qualifie de “pilote” et dont le choix est loin
d’étre une question triviale. Notons que les problemes d’estimation de f et de f” ne sont pas
équivalents... Le AMISE correspondant & ce choix de fenétre est 'ordre de 1/ 4/5,

L’argument bw.SJ de la fonction density permet d’implémenter ce choix de fenétre.

e Criteres objectifs: R
Criteres ponctuels: pour un estimateur f de f, le biais est ponctuellement donné par

by (Fo)) =E[F@)] - f(a),
la variance est ponctuellement donnée par
var (F)) = 2 | (i) - & [fi)]) .
et I'écart quadratique moyen est ponctuellement donné par
Ry (i) =& |(flo) - )]
Criteres globaux: le carré du biais intégré est donné par

[ (E[f@)] - 1@) s

la variance intégrée est donnée par

/Var (f(a:)) dz,

et ’écart quadratique moyen intégré (MISE = Mean Integrated Squared Error) est donné par

[=| (7w - r) ] ar

Exercice 1.
On note Y(,02) la densité de la loi gaussienne de parametres m € R et 0 > 0. La densité
de la loi gaussienne standard est plus simplement notée . La fonction de répartition de la

2

4



loi gaussienne standard est notée ®. On note 1,5, désigne la densité de la loi gaussienne
asymétrique de parametre de localisation y € R, de parametre d’échelle § > 0 et de parametre
d’asymétrie o € R et a comme expression:

2 — _
%,ﬁ,a(w)zgso (xﬁﬂ> <I>(<axﬁu), z€R

Le package sn fournit densité, fonction de répartition et quantiles théoriques de cette loi et
permet de générer des variables aléatoires selon cette loi. Considérons les distributions suivantes:

e la loi gaussienne standard N(0, 1) de densité ¢ 1),
e la loi de Cauchy standard,

e la loi normale asymétrique

f(@) = Yo19)(2),
e la loi uniforme sur [0, 1],

e la loi triangulaire de densité donnée pour z € R par

g(x) =max (1 — |z|,0),

e on note Y(g,1) la restriction de 1) a [—1, 0o[ puis I'on considere la loi de densité définie
comme suit: _
P01 ()

7 e (uw)du

e on note P la restriction de ¢ 1) a [—1,2] puis 'on considere la loi de densité définie
comme suit:

f(z) z €R,

Po,1)(T)
f ) >
) JZ1 o (w)du

e la loi dont la densité est donnée par la fonction définie par morceaux comme suit:

r € R,

(642 si0<a<1/4,
6 — 122 sil/4<x<1/2,
flx) = ¢ 4o —2 si1/2 <x < 3/4,
1/2 si3/4 <x <1,
|0 sinon,
e la loi de densité:
32 16 8
f(x) :@ 90(—31/21,32/63)(55) + E P (17/21,16/63) (96‘) + @ ¥ (41/21,8/63) (13)
4 2 1
+ 63 ©(53/21,4/63)(T) + 63 ©(59/21,2/63)(T) + 63 ©(62/21,1/63) (),

e le mélange de lois gaussiennes asymétriques de densité:

0.7%(0,0.2,10) (%) + 0.2¢(0.5,0.1,5) () + 0.12)(10.1,5) ().



1. Simuler M échantillons de taille n suivant les distributions exposées ci-dessus pour dif-
férentes valeurs de n.

2. Déterminer I’histogramme et ’estimateur a noyau de la densité en utilisant différents
noyaux et différentes tailles de fenétre implémentés dans le logiciel R.

3. Comparer le comportement de 'histogramme et de l'estimateur a noyau a l'aide des
criteres objectifs précédemment présentés.



