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Sujet 13

e Rappels: Soit un échantillon (Xi, ..., X},) i.i.d. de fonction de répartition F' continue, dont
admet la densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, f étant elle-méme dérivable, de
dérivée continue. On souhaite estimer F, f et f’ par la méthode du noyau.

— L’estimateur a noyau de la densité (obtenu par convolution avec un noyau) est défini pour

r € R par:
1 — X,—x
= — K
o ()

ou la fenétre h > 0 est le parametre de lissage et ou K(.) est un noyau positif ie K : R - R

est une fonction intégrable telle que / K(u)du=1et K(.) > 0.
R

e Implémentation au moyen du logiciel R:

La fonction kde du package ks détermine l'estimateur de la densité avec un noyau gaussien
tronqué. Soient les conditions suivantes:

(Ay): f est de carré intégrable et deux fois différentiable et sa dérivée seconde est continue
bornée et de carré intégrable.

(As): le noyau K : R — R est tel que / K(z)*dr < 0o, K est symétrique et admet un moment
R

d’ordre 2, donc satisfait /a:K(x)dm =0et /x2K(:p)dzp < 00.

(As): Les fenétres h = h,, > 0 forment une suite telle que h "= 0 et nh "= co. Sous ces
conditions, un équivalent asymptotique du MISE est:

2 T 4
AMISE(f,) = fKnh d Z(/ 7*K (v dx) /f”

La fenétre optimale est alors celle qui minimise le AMISE. Cela fournit:

. [ K(z) P
opt (f sz d{L‘) ff” 2dZL’ nl/5"

Comme f” est inconnue, il faut Uestimer: c¢’est le principe du plug-in (injection). On estime f”
par un estimateur a noyau avec une fenétre que ’on qualifie de “pilote” et dont le choix est loin
d’étre une question triviale. Notons que les problémes d’estimation de f et de f” ne sont pas
équivalents... Le AMISE correspondant & ce choix de fenétre est I'ordre de n=%/°.

La fonction kde du package ks implémente ce choix de fenétre par défaut.

¢ Estimateur a noyau de la fonction de répartition: Soit K un noyau positif et symétrique
tel que / 22K (x)dr < co. Notons L(x / K (u)du. Supposons que f est différentiable et
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que / f'(z)?dr < co. L’estimateur a noyau de la fonction de répartition est défini pour » € R

~ PN 1 «— [* 1 - X; 1 & - X;
Fh(x):/wfh(x)du:%;/mﬁfg<“h )du:ﬁ;%uh )

L’équivalent asymptotique du MISE est

par

= J F(z)(1 = F(z))dx — 2%/xK(:c)L(x)dx+hz4 (1:2K(x)dx)2/f’(x)2d:c.

AMISE (ﬁh(x))

n

Une fenétre optimale est choisie en minimisant

4
2%/xK(x)L(x)dx—l—hZ(xQK(:c)dx)Q/f’(a:)Qda:,
le 1°* terme du AMISE ne dépendant pas de h. La fonction kcde du logiciel R permet de calculer
I’estimateur a noyau de la fonction de répartition.

Le choix de fenétre implémenté et utilisé par défaut est la version “plug-in”. Son principe est
d’injecter un estimateur de la quantité inconnue f’ dans lexpression obtenue. On utilise un
estimateur a noyau avec une fenétre “pilote” dont le choix est loin d’étre un probléeme trivial.
Notons que le choix d’une fenétre de 'ordre de n=2/? fournit:

AMISE (ﬁh(:c)> _ [ F@0 = Fo)de ( ! ) .

n n4/3

La fonction kcde du logiciel R permet de calculer ’estimateur a noyau de la fonction de répar-
tition.
Le choix de fenétre implémenté et utilisé par défaut est la version “plug-in”.

e Estimateur a noyau de la dérivée de la densité: L’estimateur a noyau de la dérivée
premiere de f est défini pour x € R par

N 1 — r— X,
! = — K’ L.
fh(x) nh2 p ( h )
Soient les conditions:

(Ay): f' existe, est de carré intégrable, est deux fois différentiable et f
de carré intégrable.

" est continue bornée et

(Ag): le noyau K : R — R est tel que / K(z)*dr < 0o, K est symétrique et admet un moment

d’ordre 2, donc satisfait /xK(x)dx =0 et /mQK(x)dx < o0 et K' existe et est de carré

intégrable.
(As3): Les fenétres h = h,, > 0 forment une suite telle que h "= 0 et nh "= co.
Sous ces conditions, un équivalent asymptotique du MISE est:

AMISE(F,) = W + h{ ( / sz(ac)dx)Q / () 2dz.

La fenétre optimale est alors celle qui minimise le AMISE. Comme f" est inconnue, il faut

lestimer: c’est le principe du plug-in (injection). On estime f” par un estimateur a noyau avec



une fenétre que l'on qualifie de “pilote” et dont le choix est loin d’étre une question triviale.
Notons que les problémes d’estimation de f’ et de f” ne sont pas équivalents... Notons aussi
que le choix d’'une fenétre de Uordre de n™ 7 fournit un AMISE Pordre de n= /.

La fonction kdde du logiciel R permet de calculer I'estimateur a noyau de la dérivée de f. Le
choix de fenétre implémenté et utilisé par défaut est la version “plug-in”.

e Criteres objectifs: R
Criteres ponctuels: pour un estimateur f de f, le biais est ponctuellement donné par

by (F@) =E[f@)] - f(@),

la variance est ponctuellement donnée par

var (7o) = & | (o) - E[F@)] )]

et I'écart quadratique moyen est ponctuellement donné par

Ry (7)) = | (7 - 1)) |

Criteres globaux: le carré du biais intégré est donné par

[ (E[f@)] - 1@) s

la variance intégrée est donnée par

/ Var (f(x)) d,

et ’écart quadratique moyen intégré (MISE = Mean Integrated Squared Error) est donné par

[=| (7w - r@) ] ar

Exercice 1.
On note ¢, »2 la densité de la loi gaussienne de parametres m € R et o? > 0. Considérons les
distributions suivantes:

e la loi gaussienne standard N(0, 1) de densité ¢ 1),
o les lois I'(1,1/2), I'(2,1/2) et I'(5, 1),
e la loi triangulaire de densité donnée pour z € R par

g(x) = max (1 - |a],0)

e la loi de Student a 2 degrés de liberté, dilatée, translatée: X = 0.25Y — 0.5 = (Y —2)/4
ounY ~ T(2),



e on note Q1 la restriction de ¢ 1) & [—1,2] puis 'on considere la loi de densité définie
comme suit:

fa) = 200

=— , T€eR,
f—l @(071) (u>du
e la loi de densité:
32 16 8
f(z) =63 ©(—31/21,32/63)(T) + 5 ©ar/21,16/63) (T) + 63 ©(a1/21,8/63) ()
¥z (@) + = (@) + = (@)
— x) + — x) + — x).
63 ¥ (53/21,4/63) 63 ¥(59/21,2/63) 63 $(62/21,1/63)

1. Simuler M échantillons de taille n suivant les distributions exposées ci-dessus pour dif-
férentes valeurs de n.

2. Déterminer I'estimateur a noyau de la fonction de répartition, de la densité et de la dérivée
de la densité en utilisant la fenétre plug-in hpi implémentée dans le logiciel R, puis 0.1
hpi et 10 hpi.

3. Analyser le comportement des estimateurs a 'aide des criteres objectifs précédemment
présentés.



