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Dans cette section, (€2, F,P) désigne un espace probabilisé.

1.1 Lois et densités usuelles
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Soit E un espace muni de la tribu P(FE) (ensemble des sous-ensembles de E). On appelle

variable aléatoire discrete a valeurs dans E toute application X : €2 — FE. Le plus souvent



E =N,Z,R ou R%.
On note Px la fonction définie pour tout A € P(E) :

Px(A) = P({X € A}) = P(X € A).

Px qui est une probabilité sur E, est appelée la loi de la variable aléatoire X ou encore sa

distribution.
type de loi | paramétre(s) | valeurs prises loi
constante c P(X=c¢)=1
Bernoulli p € [0,1] {0,1} PX=1)=petP(X=0)=1-—p.
binomiale | n € N* p € [0,1] {0,...,n} P(X =14)=C!p' (1 —p)"
géométrique p €]0,1] N* P(X =n)=p(l —p)"!
Poisson A>0 N P(X =n) =e 2

TABLE 1 — Lois discrétes usuelles

Définition 1.1. Soit X une variable réelle. On dit que X a pour densité fx si pour tout borélien

B,

P(X € B) = /fo(x)dx.

Nom de la loi | parameétre(s) densité espérance
Uniforme a<b =10 (2) ath
Exponentielle 6>0 Ix(x) = 0e 1R+ () 3
Gamma Aa >0 fx(x) = r/\(a) e Mg, (z) «
Cauchy Fila) = 1oL,
gaussienne peER,0?2>0 \/;76 e U

e Inégalité de Markov. Soit @ > 0. On a P(|X| > a) <

e Inégalité de Tchebychev. Soit a > 0. On a P(|X| > a) <

E[x?] '

a2

e Inégalité de Jensen. On suppose que X est intégrable. Soit ¢ une fonction convexe. Si

E [p(X)] existe alors on a 'inégalité suivante :

p(E[X]) <E[p(X)].
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e Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit (X,Y) un couple de variables réelles. On suppose
que X? et Y2 sont intégrables. Alors XY est intégrable et on a

E(|XY] < VEXIE 7.

Définition 1.2. La loi Gamma de paramétres (A, o) admet comme densité
)\Ot
[(a)

+oo
['(a) = / t*tetdt.
0

xaflef)\:ﬁlRJr (l’) ’

fx(z) =

ou T'(+) est définie par

1.2 Vecteurs aléatoires

Définition 1.3. Soit X = (X1,..., Xy) un vecteur aléatoire a valeurs dans RY. La fonction de
répartition de X est

Fx(xy,...,2n) = Px(] —o0,x1] X - X] — 00, 2y])

= P(X; <2p,..., Xy < zn), (z1,...,zy5) € RV,

Définition 1.4. On dit que X = (X1,..., Xy) a pour densité fx si pour tous z1,...,xy € R,

Fx(xy,...,zNn / / fx(uy,...,uy)duy ... duy.
]—o0,z1]X...]—00,zN]
Proposition 1.5. Si X = (Xy,...,Xy) a pour densité fx, alors \-presque partout,
ONF N
fx (@, ran) = P(X, <21 Xy <ax),  (on....2x) €RY.

8x1...8xN

Théoréme 1.6. Soit X = (X1,..., Xy) ayant pour densité fx. Si une fonction g : RY — R est
telle que

/ /\g:cl,..., ) fx(x1,...;zn)dey .. .dey < oo
alors la variable réelle g( X1, ..., Xn) admet un moment d’ordre 1, avec
Elg(Xy,..., X / / (x1,...,2n) fx(z1,...,xNy)dey ... dxy.
RN

En particulier, pour tout borélien B de RV :

P(X € B / /fX xl,...,xN)d:cl...de.

Définition 1.7. Soit X = (X1,..., Xy) un vecteur aléatoire. Si Xy,..., Xy admettent toutes
un moment d’ordre 1, alors le vecteur

EX]=(E[Xi],....E[XN])

est appelé 'espérance de X.



Définition 1.8. Soient X et Y deux variables réelles admettant toutes des moments d’ordre 2.
Alors
Cov(X,Y) =E[(X —E[X])(Y - E[Y])]

est appelée la covariance entre X etY.

Proposition 1.9. §i X et Y admettent un moment d’ordre 2, alors
1. Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
2. Cov(X, X) = Var (X)
3. Cov(X,)Y)=E[XY]-E[X]|E[Y]
4. Cov(aX 4+ b,cY +d) = acCov(X,Y) pour tous réels a,b, c,d,
5. Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y) +2Cov(X,Y).

Définition 1.10. Si X et Y admettent des moments d’ordre 2, alors
Cov(X,Y)

\/Var (X)4/Var (Y

est appelé le coefficient de corrélation entre X et Y.

p(X, Y) =

Définition 1.11. Soit X = (Xy,... Xy) un vecteur aléatoire telle que chaque composante admet

un moment d’ordre 2. On appelle

Var (Xl) COV(Xl,XQ) c COV(Xl,XN>
COV(Xl, XQ) Var (XQ) c COV(XQ, XN)
E pumy
Cov(Xy, Xn) Cov(Xe,Xy) ... Var(Xy)

la matrice de variances-covariances de X . Il s’agit de la matrice symétrique ¥ = (04;)1<i j<n avec
Jij = COV(X,L', XJ)

Proposition 1.12. La matrice ¥ est positive au sens que pour tout a = (aq, . . . ,aN)T € RV,
CLTZG = Z 04505 Qj 2 0
1<i,j<N

Proposition 1.13. 1. 51 Xq,..., Xy sont des variables réelles admettant toutes un moment
d’ordre 2, alors

N
Var (X + -+ Xy) =Y Var(X;)+2 Y Cov(X;,X)).

1<i<j<N



2. 51 Xq,..., XN, Y1, ..., Yy sont des variables réelles admettant toutes un moment d’ordre

2, alors pour tous réels ay,...,an,b,..., by :
N M N M
Cov (Z a; X, Z ijj) = Z Z a; bj Cov(X;,Y;).
i=1 j=1 i=1 j=1

Théoréme 1.14. Formule du changement de variables Soit X un vecteur aléatoire a valeurs
dans un ouvert A C RN (souvent A = ]RN) qui admet comme densité fx = fx1a. Soit

h:A—=D

(avec D C RY ) une fonction bijective, C*, a réciproque C* (i.e., les dérivées particlles existent et
sont continues). On note h*~ la réciproque de h (ou h™'). Alors le vecteur aléatoire Y = ho X =
h(X) a pour densité

fr(y) = fx(h™(y)) [det(DRT)(AT ()]

ot (Dh*)(x) est le jacobien de h*™ en x : soit h~ = (hi",..., hY)

ah(l_(mlu'“,mN) ahi_("lfl,’:rN)
awl . .. 8$—N
(Dh7)(x) =
Oh (T1,-,2N) O (21,0es )
8]/,1 oo —6]/‘]\]

Définition 1.15. Soit X = (Xy,..., Xy) un vecteur aléatoire. On appelle loi marginale la loi
de tout sous-vecteur (X, ..., X;,) (avec k < N) extrait de X.

Proposition 1.16. Soit

Fx, ..xy@1,...,08) = Pux,..xy( —00,21] x -+ x] —00,2x])

= P(X; <2p,..., Xy <ap)

la fonction de répartition de (Xi,...,Xn). Soit 1 < k < N. Alors la fonction de répartition de
(X1,..., Xg) est

FX17..',Xk(x‘1,...,$k) = hm FXL._,,XN(xl,...,xN).
Tl41—700,..., LN —00O
On écrit souvent
FXl,...,Xk(-rl, N ,C(]k) = FX1 77777 XN(xh ooy Ly —I—OO7 ey +OO)
En particulier, la loi (marginale) de X; est donnée par sa fonction de répartition

Fx,(x;) = Fx, ... xy(+00,..., 400, x;,+00,...,+00).
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Proposition 1.17. Si fx, . x,) est la densité du vecteur aléatoire X = (X1,...,X,), alors le

.....

vecteur aléatoire (Xi,..., Xy) admet la densité
fX1 ..... X (l’l? 7l’]€) - / : fX1 ..... Xn (xla . ;:L‘n)dxk-i—l dl’n
Rn—k
Définition 1.18. Si fx(x) # 0 alors la fonction de la variable y :
. Jxy) (z,y)
fY|{X:$}(y> - fX (.T)

est une densité. Elle est appelée la densité de la loi conditionnelle de' Y sachant X = x.

On a
P(Y e AlX =2) = /Afw{xﬂ}(y)dy-

ainsi que la formule de Bayes :

fxpy=p(x) = fow(@,y) _ Irigx=23(y) [x(z)
e fr(y) I Frigxe=uy (y) fx (u)du

Définition 1.19. Soient X et Y deux variables aléatoires. On suppose que X est intégrable.

L’espérance conditionnelle de X sachant Y, notée, E[X | Y], est définie comme étant l'unique

variable aléatoire Z s’exprimant comme une fonction de Y et vérifiant pour tout borélien B de
R Z’égalzté E [XlYEB] =E [Z]-YGB]-

Interprétation lorsque X a un moment d’ordre 2 : c¢’est la variable aléatoire la plus proche de
X qui s’exprime comme une fonction de Y.
Notons que E[X | Y] = h(Y) avec h donnée par

h@=A&W%@Mu (1.1)

Définition 1.20. Soient X et Y deuz variables aléatoires & valeurs dans R? et RY | respective-
ment. On dit que X et'Y sont indépendantes si pour tout A € B (Rd) et tout B € B (Rd/),

P(X € AY € B)=P(X € A)P(Y € B).

Quand on exprime l'indépendance en termes des distributions, on obtient que deuz variables X
et Y sont indépendantes ssi Pxyy— la loi du couple (X,Y)— vérifie

Pixyy(A x B) = Px(A)Py(B),VA € B(RY) B e B <Rd'> .

Autrement dit, la loi Pixy) sur B (]Rd X ]Rd/) est la loi produit Px ® Py .

Proposition 1.21. Pour que deuz variables aléatoires X et'Y soient indépendantes, il faut et il
suffit que
E[f(X)g(Y)] =E[f(X)]E[g(Y)],

pour toute fonction bornée f : R* — R et toute fonction bornée g : RY — R.
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Définition 1.22. On dit que n variables X1, ..., X, sont indépendantes si
P(X;€A,....X,€A,)=P(Xy€4)).. PX,€A,), VA €&, ...,VA, €&,.

Ceci équivaut a
E[f1(X1) .. fo(Xn)] = E[fi(XD)] .. E[fu(X3)]

pour toutes les fonctions bornées fi : B — R.

Théoreme 1.23. Les variables réelles X1, ..., X, sont indépendantes sst

F(X17._.7Xn)(.1'1, . ,$n> = FXl(xl) c. FXn(xn) V(l'l, . ,Q?n) e R"™.

Théoréme 1.24. Soit (X1, ..., X,,) un vecteur aléatoire a densité. Alors Xy, ..., X, sont indépendantes
581

f(Xl,...,Xn)<371a e 7~’Un) = fX1(561) e an (iCn)

pour presque tout (x1,...,x,) € R™.

Proposition 1.25. Si la densité du vecteur aléatoire (X1, ..., X,) se factorise

f(Xl,...,Xn)(xh e ,xn) = 91@1) .- gn(xn)
alors X1, ..., X, sont indépendantes.

Définition 1.26. Soit X wune variable aléatoire a valeurs dans RN muni du produit scalaire
(t, X) = Zjvzl t;X;. L’application ox : RN — C donnée par

px(t) = E [
s’appelle la fonction caractéristique de X.

Théoreme 1.27. Deux variables aléatoires X et Y ont méme loi ssi ox = @y. Autrement dit,

comme son nom l'indique, la fonction caractéristique ¢x caractérise la loi de X.

Théoreme 1.28. Les variables réelles X, ..., X, sont indépendantes ssi
ox(t) =[] ex. (t) Vit = (t1,...,t,) € R"
k=1

o X = (Xy,...,X,).

Proposition 1.29. Supposons que la variable réelle X admet un moment d’ordre n > 1. Alors

wx est de classe C™ (n fois dérivable et la dérivée n-éme continue) et

En particulier
£ (0)
Z'I’L



1.3 Théoremes fondamentaux en probabilité

Définition 1.30. On dit que la suite {X,}n>1 converge en probabilité vers une variable X si
pour tout € > 0

lim P(| X, — X| >¢)=0.

n—oo
Proposition 1.31. 5i X,, — X en probabilité et si f est une fonction continue sur R, alors
f(X,) — f(X) en probabilité.

Définition 1.32. Pour tout p > 1, on dit qu’une suite { X, },>1 de variables converge en moyenne

d’ordre p vers une variable X si

lim E[|X, — X|"] = 0.

n—oo

Lorsque p = 2 on dit également que X,, converge vers X en moyenne quadratique.

Proposition 1.33. 5i X,, — X en moyenne d’ordre p, alors la convergence a encore lieu en
probabilité.

Définition 1.34. La suite (X,),-, converge presque sirement vers X si

P <{w € O,lim X, (w) = X (w)}) ~1.

Proposition 1.35. Une suite (X,),-, converge presque sirement vers X si et seulement si la
suite (Supys, |[Xe — X|) _, converge vers 0 en probabilité.
Proposition 1.36. Si pour tout € > 0

+oo
> P(IX, - X|>¢) < 400

n=1

alors X,, converge presque sturement vers X.

1.4 Convergence en loi

Définition 1.37. On dit qu’une suite de variables X1, ..., X,,... a valeurs dans RY (donc une
suite de vecteurs aléatoires) converge en loi vers une variable X (a valeurs dans RY) si, pour

toute fonction f continue bornée sur RY
ELf (Xo)] = ELf(X)].

Proposition 1.38. 57 X4,..., X,,, ... est une suite de variables réelles qui converge en probabilité

vers une variable X alors X, converge également vers X en loi.

Théoreme 1.39. Soient X1,...,X,,... une suite de variables réelles. Soit Fx la fonction de

répartition d’une variable réelle X. Les assertions suivantes sont équivalentes :



1. X, converge en loi vers X.
2. Si x est un point de continuité de Fx, alors lim,_,~ Fx,(x) = Fx(x)
Théoréme 1.40. Soit une suite de variables X, X1,...,Xp,... & valeurs dans RY. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
1. (Xy),, converge en loi vers X.
2. (¢x,)ps1 converge simplement vers @x.
Liens entre les différents modes de convergence :
Convergences p.s. et LP impliquent convergence proba
Convergence proba implique convergence en loi

Convergence en loi implique convergence proba quand la limite est constante

Convergence proba ou LP impliquent convergence p.s. d'une sous-suite.

Théoréme 1.41 (Théoreme limite central). Soit X,...,X,,... une suite de variables réelles
indépendantes et identiquement distribuées avec E[X?] < co. On note S, = X; +---+ X,, la
somme partielle au rang n et o* = Var (X). Alors

Sy, — nE [X]
N4

converge en loi vers une N'(0,0?)

Corollaire 1.42. Soit (X,,n € N*) une suite de variables réelles indépendantes, identiquement
distribuées de carré intégrable. On pose o* = Var (X,,). Alors pour a > 0 :

— ao — ao nooo ¢ 2,5 dx
PlE[X]e |X,— —=,X,+ — —>/ e 2 2
( = [ NG ﬁD Y=
2 Vecteurs gaussiens

2.1 Définition et propriétés

Définition 2.1. Un vecteur aléatoire X a valeurs dans R? est un vecteur gaussien ssi toute com-

binaison linéaire de ses composantes est une variable réelle gaussienne (possiblement dégénérée).

Proposition 2.2. Le vecteur aléatoire X a valeurs dans R est un vecteur gaussien si et seule-
ment si il existe un vecteur pu € R et une matrice V de taille d x d symétrique positive (V¢ =V
et (x,Vz) > 0,Vo € R?) tels que :

Vu € RY,  ox(u) =E [e“"’Xq = exp (2 (,u) — tw. Vu)> :

2

De plus le vecteur X est de carré intégrable et on a p = E[X] et V = Cov(X, X). Enfin, pour
tout a € R?, la loi de la variable {a, X) est la loi gaussienne N'({a, ), {a,Va))).



Proposition 2.3. On considére une transformation affine de R? dans R : x — Mz + T,
ou M est une matrice déterministe de taille n x d et T un vecteur déterministe de R™. Soit X
un vecteur gaussien a valeurs dans R? et de loi N'(u,V'). La variable aléatoire MX + T est un

vecteur gaussien a4 valeurs dans R™. De plus sa loi est
LIMX 4+T)=N(T+ Mp, MVM").

Proposition 2.4. Soit X un vecteur gaussien de R? non dégénéré (detV > 0) de loi N'(p, V).
Alors la loi de X a pour densité f : pour x € R? :

1 “
fX(x) - (27T)d/2(det V)1/2 exXp (_ <ZE - M, V (J] - M)> /2) :
Proposition 2.5. Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes de loi normale centrée
réduite. Alors .
S (- X
i=1

suit une loi du x* a n — 1 degrés de liberté, autrement dit, une loi gamma avec X = 1/2 et
a=n/2.

Définition 2.6. On appelle loi de Student a n degrés de liberté, notée T'(n), la loi d’une variable

aléatoire de la forme
Z

VW/n'
ot Z est de loi N(0,1), W est de loi X2 et Z et W sont indépendantes, noté Z LW

On appelle loi de Fisher a n et m degrés de liberté, notée F(n,m), la variable aléatoire de la

forme
W/n
Y/m’

ou W est de loi X2, Y est de loi x2, et WLY.

Proposition 2.7. 1. §1 X < N(0,1), alors X? — x? = G(%, %)
2. SiYy,...,Y, sont indépendantes et de méme loi x3, alors > ;| Vi = x2 = G(%,3).
3. Xi,...,X, indépendantes de loi N'(m,c?), alors :
(a) Vi, X — N(0,1),
(b) =3y (Xi—m)® = X7,
(c) X,, = N(m,o?/n)
(d) Ve = N(0,1),

(e) \/ﬁy’;—,;m —T(n—1) ous?= "5,

n52 n N
(f) o = % D i (Xi — Xn)? = Xay,
(9) X, et s> sont indépendants.
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Théoréme 2.8 (Théoreme limite central vectoriel). Soit (X,,), -, une suite de variables aléatoires
a valeurs dans RY, indépendantes de méme loi et de carré intégrable. On pose p = E[X],
V = Cov(Xy,X;1) € R et X, = L350 | X} la moyenne empirique.

Soit g une fonction mesurable de R and RP continue et différentiable en p. Sa différentielle

au point p est la matrice %(u) de taille p x d définie par :

(9g 392’ . .
99 _ 1<i<p1<j<d
( 5 (u)) o, (1), 1<i<p j<d

On pose ¥ = g—g(u)v (@(u))t. On a alors :

la suite de vecteurs aléatoires (\/ﬁ(yn — ,u)) converge en loi vers le vecteur gaussien de loi

N0, V) :

n=1
V(X — 1) =5 N (0, V).
Proposition 2.9. Supposons Y telle que E[Y?] < co. Alors

minE [(Y - a)’] =E[(Y —E[Y])?] = Var (Y).

a€R

Définition 2.10. La courbe x — E[Y|X = z] est appelée courbe de régression de' Y en X.

Théoréme 2.11. Supposons Y telle que E[Y?] < oco. Parmi toutes les fonctions u: R — R,
Uerreur d’approximation E [(Y — u(X))ﬂ est minimale lorsque u est la fonction de régression
r— E[Y|X =z, i.e., quand u(X) =E[Y|X].

Définition 2.12. La quantité

o =minE [(Y —u(X))?] =E [(Y - E[Y|X])?]

u

est appelée variance résiduelle.

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. On note L*(Q2) = L?(Q, F,P) l'ensemble des variables
X : Q — R de carré intégrable, i.e., E[X?] < co. On définit le produit scalaire dans L*(Q) par
I’application

(-, L) x L*(Q) = R
(X,Y) = (X,)Y) =R[XY]

est un produit scalaire sur L?(€2) avec comme norme associée : || X|| = /E [X?2].
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Théoréme 2.13 (Théoreéme de projection orthogonale). Soit H un sous espace fermé de L*(12).
VY de L*(Q), il existe une unique variable de H, notée Uy (Y) qui soit a plus courte distance
de Y et appelée projeté orthogonal de Y sur H. Elle est entierement caractérisée par la double

propriété

Hy(Y) e H
Y — y(Y)LH.

2.2 Conditionnement des vecteurs gaussiens

Théoréme 2.14. Soit (X,Y )+ un vecteur gaussien, alors :

Cov(X,Y) ~

EY|X] =EY]+ s (X -EIX]) =aX +0.

Autrement dit, la courbe de régression et la droite de régression coincident.

On suppose observer n variables aléatoires X, ..., X,, et on veut connaitre la fonction affine
des X; donc de la forme

f(Xl,...,Xn):b+a1X1—|—-~~—|—aan

qui approche le mieux la variable aléatoire Y au sens des moindres carrés, i.e., ’erreur quadratique
moyenne
E[(Y - (b+aiXi+ -+ a,X,))?

soit minimale. Ceci revient a déterminer la projection I15(Y") de Y sur le sous-espace
H =Vect (1, Xy,...,X,)

engendré par la constante 1 et les variables X;.
Hypotheses :

e Notons X = (Xq,... ,Xn)T le vecteur formé des variables X;. On suppose que la matrice
de dispersion T'y = E [(X _EX])(X —E [X])T] est inversible.

e Puisqu’on parle de projections et d’erreurs quadratiques, on suppose que toutes les variables

aléatoires sont de carré intégrable.
Théoréme 2.15 (Hyperplan de régression). La projection orthogonale de Y sur H est
My(Y) =E[Y]+yxIy (X —E[X])

avec

Tyy =E [(Y _E[Y])(X —E [X])T] = [Cov(Y, X)), ..., Cov(Y, X,)],

matrice ligne de covariance de la variable aléatoire Y et du vecteur aléatoire X.
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Corollaire 2.16. L’erreur quadratique moyenne, encore appelée variance résiduelle ou résidu

est
E [(Y - HH(Y»Q} =Ty — FY,XF)_(IFX,Y

avec 'y = Var (Y) et I'xy = (I'yx)".

. . 7. . T . , . .
On a vu que pour un vecteur gaussien bidimensionnel (X Y') la droite de régression coin-
cide avec la courbe de régression. Plus généralement, on montre que pour un vecteur gaus-
. T / .. . . . .
sien (X1,...,X,,Y) , l'espérance conditionnelle coincide avec la projection sur ’hyperplan de

régression.

Théoréme 2.17 (Espérance conditionnelle < hyperplan de régression). Si (X, ..., X,, Y)T est
gaussien alors

EY|X]=E[Y|X,..., X, =E[Y]+ TyxI'y (X —E[X])
et la variance résiduelle
0'2 =E [(Y —E [Y|X])2} = Fy - FY,XF;(IFX,)/.
On a obtenu la décomposition indépendante :
Y=EY[X]+W = (E[Y]+TyxI'{'(X —E[X])) + W
avec W =Y — E[Y]|X] qui est
e une variable aléatoire gaussienne car combinaison linéaire de X et Y qui forme un vecteur
gaussien. En effet W =Y —E[Y] - Ty xI'y (X —E[X]);
e centrée car E[E[Y|X]] =E[Y];
e indépendante des X; car Cov(W, X;) = E[WX,;] = E[YX,] —EE[YX; | X]] = 0 et le
vecteur formé par W et X; est gaussien;
e sa variance résiduelle est 02 = 'y — Ty xI''T'xy.

Donc, on a

W — N(0,0?)
W1X.

Ainsi la loi de Y sachant {X = z} est
Yixes; =E[Y|X =2]+ W <> N (E[Y|X =2],0?%).

Théoréme 2.18 (Loi forte des Grands Nombres). Soit (X;),., une suite de vecteurs aléatoires
indépendants, de méme loi, admettant un vecteur moyenne m fini de dimension d. On note

1 n
Xin . n 2im Xia m
1
Xi = : , — Xz = : etm =
=1 1 n
Xid i1 Xid mq
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On a alors

1 n
— E X; - m p.s. dans R?
n

i=1

Théoréme 2.19 (Théoréme limite central). Soit (X;); une suite de vecteurs aléatoires de di-
mension d indépendants, de meéme loi, selon une variable générique X admettant un vecteur
d’espérance finie E[X] de dimension d et une matrice de variance-covariance Var (X). On a

alors la convergence en loi dans R?
1 \
vn <— E X —IE[X]) — Z, ot Z ~ Ny(0, Var (X)).
n
i=1

On peut appliquer le théoreme limite central vectoriel au test du y-deux. On cherche a
déterminer si les observations x4, . . ., x,, proviennent de réalisations de variables aléatoires X1, ..., X,
qui suivent une loi discrete donnée par P (X = ag) = pg, 1 <k < K et aq,...,ax sont les valeurs
que peut prendre X;. Par exemple, pour tester si une piece est équilibrée, on prend K = 2,
p1=pa = 1/2 et ay = pile, ay = face.

On compare les fréquences observées avec les fréquences attendues. On pose
n
Ne=) 1y, 1<k<K
i=1

et
K 2
(Ng — npy)
T:L’,...,.%'n:E —_
(1 ) NPk

k=1

Proposition 2.20 (Fondement du test du yx-deux d’adéquation). Si pour tout k € {1,..., K},
P(X, =ag) = px, alors T (Xy,...,X,) converge en loi vers une variable aléatoire de loi du

x-deux a K — 1 degrés de liberté : pour tout t € R,
P(T(Xy,...,X,) <t) =P (x5, <t),

ou X3, est une variable aléatoire de loi du x-deur ¢ K — 1 degrés de liberté.

S’il existe k tel que P (X, = ax) # pk, alors T (Xq,...,X,) — +00 presque sirement.

3 Inférence statistique

Idée globale : on dispose d’observations 1, .. ., x, issues de la réalisation d'un vecteur aléatoire
(X1,...,X,) quiaune loi dépendant d’un parametre 6. On cherche a estimer ce parametre a ’aide
d’une quantité calculable a partir des observations et a avoir des informations sur la différence
entre 'estimateur et le vrai parametre que I’'on ne connait pas.

Définition 3.1. On appelle modéle statistique tout couple (X, (P@)QGQ) ou

e X est un ensemble dit espace des observations,
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e O est un ensemble dit espace des parameétres et (Pg)y.q est une famille de probabilités

définies sur une tribu fizée de parties de X.

Définition 3.2. Soit (X, (Pg)ee@) un modeéle statistique. On appelle statistique sur ce modéle
toute application p: X — Y indépendante de 6, mesurable par rapport aux tribus A et B sur X
(respectivement Y ). Le modéle (Y, (Q@)eee) ot pour tout 0, Qg est la mesure image par @ de Py,
est dit modéle image par ¢ du modéle (X, (Pp)peq)-

Définition 3.3. Une mesure p sur (X, A) est o—finie ssi il existe une suite { A, }n>1 d’événements
de A telle que Up>1 A, =X et Vn > 1, u(A,) < oo, autrement dit, X est une union dénombrable
d’événements de mesure finie.

Définition 3.4. Un modéle (X, (Py)gco) est dit dominé s’il existe une mesure o-finie u vérifiant
Vo € O: Py < p,

i.e., VA mesurable u(A) = 0 implique que pour tout 0 € O, Pe(A) = 0. On dit que p est une
dominante du modeéle et on appelle vraisemblance du modele toute application L: X x O — R, tel
que pour tout 0 € O, lapplication partielle L (-,0) : X — Ry soit une densité de Py par rapport
a ., c’est-a-dire

VAE A, Py(A) = /L(x,@) d () (3.1)
La loi image d’une mesure p par une application g est la mesure B — u (g~ (B)).

Définition 3.5. Un modeéle réel unidimensionnnel (R, (Pg)eeR) est dit a parameétre de position
si pour tout 0 € R, la loi Py est Iimage de la loi Py par la translation x — x + 6. On dit alors
que le paramétre inconnu 6 est un paramétre de position.

Définition 3.6. Un modéle réel multidimensionnnel (]R”, (Pg)eeRn) est dit a parameétre de posi-
tion si pour tout 0 € R™, la loi Py est l'image de la loi Py par la translation x — x + 6. On dit

alors que le paramétre inconnu 0 est un paramétre de position.

Définition 3.7. Un modeéle réel multidimensionnnel (R”, (P9)96R1) est dit a parametre d’échelle
si pour tout 0 € RY, la loi Py est l'image de la loi P1 par ’homothétie x — 0z de rapport 6. On

dit alors que le parameétre inconnu 6 est un paramétre d’échelle.

4 Exhaustivité

Dans le cadre de la statistique inférentielle, on dispose d’une observation x régie par une loi
de probabilité Py dépendant d’'un parameétre inconnu 6 et que le principe de base adopté consiste
a n’effectuer d’inférence sur la valeur 6 qu’au travers de I'information contenue dans x. Souvent,
ce n'est pas l'observation x elle-méme qui est considérée mais une certaine fonction de cette

donnée, soit p(x).

15



Définition 4.1. On dit qu’une statistique ¢ définie sur un modéle statistique (X, (Pg)gco) est
exhaustive s’il existe une version de la probabilité conditionnelle P(.|p) commune a chacune des
probabilités Py, i.e., indépendante de 6. Si tel est le cas, A étant la tribu considérée sur X et

(Y, B) étant l’espace image de @, on a
Vo€ O,VA€ A VB e B:Py(ANy¢ 1 (B)) = / P(Ale = y)p(Py)(dy).
B

Définition 4.2 (Vraisemblance). La vraisemblance d’un échantillon (xy, ..., z,) est

P(X) =x,..., X, =x,,0) siles X; sont de lois discretes.
L(O;x,...,2,) =

fxo x, (1, .. 2, 0) si les X; sont de lois continues.

Dans le cadre d’un modele d’échantillon indépendant et identiqguement distribué, cela devient

[[P(X ==x;,0) siles X; sont de lois discrétes.
L(O;z1,...,0,) =K Gt
IT f(x:,0) si les X; sont de lois continues.
i=1

Les densités et les probabilités dépendent du parameétre 6.

Théoréme 4.3 (Neyman-Fisher). Considérons un modeéle statistique (X, (Pp)oco) dominé par
une mesure o—finie | et de vraisemblance f. Toute statistique @ a valeurs dans un espace Y est
exhaustive ssi il existe une application g de Y x © dans R, et une application h de X dans R,

telles que la vraisemblance f s’écrive
q

Ve e X,V0 € ©: f(z,0) = g(p(x),0).h(x).

5 Statistiques exhaustives minimales

Définition 5.1. Soit (X, (Py)gco) un modeéle statistique. Une statistique exhaustive ¢ est dite
exhaustive minimale si, pour toute statistique exhaustive @', la statistique @ est une fonction de

¢ (autrement dit il existe une fonction £ telle que p = & o ¢').

Théoréeme 5.2 (Lehmann et Scheffé (1950)). Supposons que le modéle statistique (X, (Py)gco)
admette une vraisemblance f. Soit ¢ une statistique sur ce modele. Si on a équivalence entre

o(x) = p(2') < il existe A(x,2') € R t.q. pour tout 6 € O, f(x,0) = A(x,z") f (2',0)

alors ¢ est une statistique exhaustive minimale pour 6. Lors f ne s’annule pas, cela s’exprime
plus stmplement sous la forme

f(x,0)
S 0)

o(x) = p(r') <= 0 — est une fonction indépendante de 6.
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Définition 5.3. Soit (X, (Pg)geco) un modéle statistique. Une statistique sur ce modéle est dite

libre si sa loi ne dépend pas de 6.

Définition 5.4. Soit (X, (Pg)eco) un modéle statistique et soit F' un sous-espace vectoriel de
Uespace des fonctions (Pg)gco— intégrables de X dans R. On dit qu’une statistique ¢ (X — Y)

est F'—complete si, pour toute fonction g définie sur Y telle que go p € F, on a ['implication

(V@E@:/gogdeg—O):>(V6’E@:gogp—0 Py — ps)
X

soit encore

<V0€@:/Ygdcp(ﬁ”9):0) — V0B :9g=0 ¢(Py) —ps.)

Dans le cas ou F est l’espace vectoriel des fonctions bornées, on parle de statistique bornée
compléte ou quasi-compléte et, dans le cas ou F' consiste en tout l’espace des fonctions (Pp)pco—
intégrables, on parle de statistique compléte.

Enfin, lorsque ¢ est lidentité sur X, on dit que le modeéle (X, (Pp)oco) est F'—complet (res-
pectivement quasi-complet ou complet). Dans ce cas, pour toute fonction g de F (respectivement

bornée ou (Pg)gco—intégrable), on a l'implication
‘v’@e@:/gdP9:0:>V0€@:g:0 Py — ps.
X

Théoreme 5.5. Soit (X, (Pp)oco) un modeéle exponentiel de dimension n et de vraisemblance L

de la forme
Ve e X,V0 € ©: L(x,0) = 5(0).£(x). exp(p(z).a(0))

par rapport a une mesure dominante p. Si la partie «(©) de R™ est d’intérieur non vide, alors

la statistique ¢ est compleéte.

Théoreme 5.6. Soit (X, (Pg)gco) un modéle statistique. Si @ est une statistique exhaustive quasi-
compléte a valeurs dans R¥, alors ¢ est une statistique exhaustive minimale.

Théoréme 5.7 (Basu). Si ¢ (X — Y) est une statistique exhaustive quasi-compléte sur un
modele statistique (X, (Pg)gco) alors ¢ est une statistique (Pg)geco— indépendante de toute sta-
tistique libre sur ce modéle.

6 Estimation ponctuelle

Définition 6.1 (Statistique). Une statistique t est une fonction des observations xy,...,x, :

t:R" — R associant t(z1,...,x,) au point (xq,...,1,).

Définition 6.2 (Estimateur). Un estimateur d’une grandeur 0 est une statistique T,, d valeurs

dans ’ensemble des valeurs possibles de 6. Une estimation de 6 est une réalisation t, de T,.
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Définition 6.3 (Moments centrés et ordinaires). Les moments centrés et ordinaires d’une va-

riable aléatoire X sont définis par
pr =E[(X —E[X])*] et my =E[X"].

Leur version empirique est

T = EZ(Xi ~ X)) et = %ix’f

=1

Définition 6.4 (Moment Matching Estimation ). La méthode des moments consiste a égaler les

d premiers moments théoriques et leurs versions empiriques ou d est la dimension du parametre.

Définition 6.5 (Maximum Likelihood Estimation). La méthode par mazimum de vraisemblance
consiste a trouver la valeur du parameétre maximisant la vraisemblance ou la log-vraisemblance,
c’est a dire

argmax L(0,z1,...,x,) ou argmax log L(0,z1,...,x,).
=) =)

Des formules closes peuvent exister si les équations de vraisemblance 22(6,.) = 0 ou 61355(9, )=

0 possedent des solutions explicites, sinon on a recours a une optimisation numérique.

7 Qualité d’un estimateur

Définition 7.1 (Biais). Pour un estimateur T,, de 0, le biais se définit comme b(T,,) = E[T,]—6.
T, est dit sans biais si le biais vaut zéro, sinon il est dit biaisé. T, est dit asymptotiquement sans
biais si B [T,] — 6 lorsque n — +o00.

Définition 7.2 (Erreur quadratique moyenne). Pour un estimateur T,, de 0, l’erreur quadratique
moyenne ("mean squared error”) se définit comme MSE (T,,) = E (T, — 9)2}. On peut montrer

que MSE (T,) = Var (T},)) + (E [T},] — 6)*.

Définition 7.3 (Convergence en moyenne quadratique). L’estimateur T, converge en moyenne
quadratique vers 0 si et seulement si son erreur quadratique moyenne tend vers 0 quand n tend
vers linfini :

E [(T, - 6)°] — 0.

Définition 7.4. On dit que é\n est un estimateur consistant de 6 si gn — 0 en probabilité.
On dit que 0,, est un estimateur fortement consistant de 6 si 6,, — 6 presque surement.

Finalement, on considérera que le meilleur estimateur possible de € est un estimateur sans

biais et de variance minimale (ESBVM). Un tel estimateur n’existe pas forcément.

Théoreme 7.5 (Rao-Blackwell). Soit (E.E,P = {Py : § € O©}) un modéle paramétrique et
X = (Xy,...,X,) un échantillon dans ce modeéle. Soit T(X) un estimateur de g(6) de carré
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intégrable.
Si le modeéle posséde une statistique exhaustive S(X) pour le paramétre 0, alors lestimateur

T(X) = E(T(X)|S(X))

de g(0) a un risque quadratique inférieur a T(X) pour tout 6 € ©.
Si T(X) est un estimateur sans biais de g(0) alors T'(X) est également sans biais pour g(6) et
[inégalité sur les risques quadratiques se traduit sur les variances.

Théoréme 7.6 (Lehmann-Scheffé). Soit (E,E,P = {Py : 6 € ©}) un modéle paramétrique et
X = (Xy1,...,X,) un échantillon dans ce modéle. Soit T'(X) un estimateur sans biais de g(0) de
carré intégrable et S(X) une statistique exhaustive et compléte de 0. Alors Uestimateur amélioré
de Rao-Blackwell T(X) = E(T(X)|S(X)) est optimal dans la classe des estimateurs sans biais
de g(6).

Définition 7.7 (Modele paramétrique). Un modéle paramétrique est un triplet (X, A, P)" ot X
est l’ensemble de valeurs possibles des observations (de la variable aléatoire X ), A est la tribu
des éléments observables, P l’ensemble des lois possibles pour X du type P = {P,0 € © C R%}.
La puissance n souligne ’hypothese indépendant et identiquement distribué.

Le parameétre 6 est inconnu mais on sait qu’il est a valeurs dans ©. En pratique, A sera
I’ensemble des parties de X lorsque X est discret ou [’ensemble des boréliens sinon. A ne sera

pas mentionné.

Définition 7.8 (Hypotheses de modeles réguliers). Les hypotheses d’un modele régulier (X, { Py, 0 €
O C RY}) pour une mesure ju sont les suivantes

(H1) X ne dépend pas du paramétre 0, i.e., le support de Py est indépendant de 6.

(H2) la vraisemblance L associée a Py est positive, i.e., V(z,0) € X x ©, L(x,0) > 0.

(H3) log L est deux fois dérivables par rapport a chaque composante 6; de 6.

(H4) On peut inverser dérivée et somme de la maniére suivante, pour toute fonction g mesurable
pour lesquelles ces intégrales ont un sens,

507 Lot 00 0) = [ o) 57 .00 ) e -
—aeigek/xg(x)ﬁ(x,ﬁ)du (x) :/xg(x)@gj;@k (z,0)dp (x) . (72)

Une condition suffisante pour permuter la dérivée et 'intégrale est que pour tout 6 € O, il
existe une boule By centrée en 6 telle que pour tous j, k,

su
/ |g 9'659 89/
Définition 7.9 (Score). Sous (H1), (H2), (H3), le score pour la variable générique X est défini
comme le vecteur gradient de log L(X,0) (i.e., la dérivée de log L(X,0) par rapport a 6) :

Zyp = Vylog L(X,0) € R

(x 0| du (x) < 400 (7.3)

Notons que [’estimateur de maximum de vraisemblance annule le score.
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Définition 7.10 (Quantité d’information de Fisher — cas multidimensionnel). Pour un échantillon
Xi,..., X, et sous (H1), (H2), (H3), la matrice d’information de Fisher 1,(0) est donnée par

1,(0) = (Cov(Zas, Za)),, = (Cov ( 0.x,...X,), 8L v, ,Xn))> |
ij

Définition 7.11 (Quantité d’information de Fisher — cas réel d = 1). Pour § € R et un
échantillon X1, ..., X, et sous (H1), (H2), (H3), la quantité d’information de Fisher est donnée
par

I,,(8) = Var (Zy) = Var (% log £L(0, X1, ... ,Xn)> .

Proposition 7.12 (Simplification — cas multidimensionnel). Sous (H/), la quantité d’informa-

0?log L
I =(-E Xi,..., X )
~(0) ( { 00,00; (6, X, n)} )z‘j

De plus linformation de Fisher est additive, ainsi

,(0) = nl, () = (—"E [a;;i()agef(e’ Xl)} >] '

tion peut se réécrire

Proposition 7.13 (Simplification — cas réel d = 1). Sous (H/), la quantité d’information peut

se réécrire

1,(0) =E

(aaeﬁ(e X1, X, ))2] - {5; log £(6, X1, ..., X, )}.

De plus linformation de Fisher est additive, ainst
2

I,(0) =nl(0) = —nE [ 0

g 108 L (6. X)]

Proposition 7.14 (Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao — cas multidimensionnel). Sous
(H1), (H2), (H3), (H}), pour tout estimateur T,,: R" + R? de 6 on a

d d
. OE[T, OE [T,
Var (L) > 3 3 (1(0) =5 =50

7j=1 k=1

Dans le cas d’un estimateur sans biais, cela se réduit a
Var (T:) = (1,(0) )i,
ot (I,(0) )i est appelée de borne de Cramer-Rao.

Proposition 7.15 (Inégalité de Fréchet-Darmois-Cramer-Rao — cas réel d = 1). Si la loi des
observations vérifie des conditions de régularité, alors pour tout estimateur T, de 8 on a

<8E[Tn]>2
96

> -7
Var (T,,) > 7.0
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Dans le cas d’un estimateur sans biais, cela se réduit a

Var (T,,) >

ot 1/1,(0) est appelée de borne de Cramer-Rao.

Définition 7.16 (Efficacité — cas multidimensionnel). L’efficacité d’un estimateur T, de 0 est
définie par

d
4 OE[T,;]0E[T,.,] 1
Eff (T,) = L(0)™); : : :
(i) ;;( O w30~ 06, Var(T)
T,, est dit efficace (resp. asymptotiquement efficace) si Eff (T,,;) = 1 pour tout i (resp. si Eff (T,,;) —

1).

Définition 7.17 (Efficacité — cas réel d = 1). L’efficacité d’un estimateur T,, de 6 est définie par

W
(Tn) = L,(0) Var (T,,)"

T, est dit efficace (resp. asymptotiquement efficace) si Eff (T,,) =1 (resp. si Eff (T,,) — 1).

Proposition 7.18 (propriété MME). Si6 = E [X]| et X a un moment d’ordre 2 alors l’estimateur
des moments de 0 est 0, = X,,. La moyenne empirique est un estimateur sans biais et convergent

en moyenne quadratique de 6.

Proposition 7.19 (Variance empirique). On suppose que X admet un moment d’ordre 4. La

variance empirique Sp = 1/ny"(X; — X,,)? est un estimateur asymptotiquement sans biais de

Var (X). La variance empirique corrigée

1 — \2
=1

est un estimateur sans biais et convergent en moyenne quadratique de Var (X).

Proposition 7.20 (propriété MLE). Sous H1 a H4, si les variables Xy, ..., X,, sont indépendantes,

de méme lot dépendant d’un parametre réel 0, alors l’estimateur MLE é\n vérifie

e 0, converge presque surement vers 6.

e \/T1,(0)(6, — 0) converge en loi vers la loi normale N'(0,1). C'est a dire 6, est asymptoti-
quement gaussien N (0,1/(1,(0))).

Proposition 7.21 (Méthode delta). Sous HI a HY, si 0, est Uestimateur MLE de 0 et o est une

-~ ~

fonction réelle dérivable alors o(0,,) est Uestimateur MLE de p(6). De plus, ¢(6,) est asympto-
tiquement gaussien N (p(0), ' (0)%/(1,(0))) si ¢’ () # 0.

Proposition 7.22 (Propriété MLE). Sous H1 a H4, si les variables X1, . .., X,, sont indépendantes

de méme loi dépendant d’un paramétre 0 € R?, alors lestimateur MLE é\n vérifie
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e 0, converge presque surement vers 6.

e 0, est asymptotiquement gaussien N (0, I,(6)71).

Proposition 7.23 (Méthode delta). Soit p : R — RP est une fonction différentiable, dont on
note Jiy sa matrice jacobienne. Sous H1 & HY, si 0, est estimateur MLE de 6 € RY alors ¢(6,)

~

est lestimateur MLE de ¢(0). De plus, p(6,,) est asymptotiquement gaussien N,(¢(0), Jp(0)1,(0) 1 Jp(6)T),
ot I,(0) est la matrice d’information de Fisher (pour un échantillon de taille n).

8 Reégression linéaire
Définition 8.1. Le modeéle de régression de Y sur x est défini par
Y =f(x)+e

ot
o Y est la variable a expliquer ou variable expliquée
e 1 est la variable explicative ou prédicteur ou régresseur

e ¢ est lerreur de prévision de Y par f(x) ou résidu.
Définition 8.2. Le modéle de régression linéaire simple ou modéle linéaire simple est défini par
n:ﬁlxi+ﬁo+€i izl,...,n

ot By et By sont des parametres réels inconnus, et les €; sont indépendants, de méme loi, centrés

et de variance o>.

Si X et Y ne sont pas indépendantes, la connaissance de la valeur prise par X diminue notre

incertitude sur la réalisation de Y. En effet, le théoreme de la variance totale dit que
Var (Y) = E [Var (Y|X)] + Var (E[Y|X]) > E [Var (Y|X)].

On cherche une fonction f telle que Y = f(X) soit "le plus proche possible” de Y. Notons
qu’il s’agit ici de prévision d'une variable, et non d’estimation d’un parametre.

Quand on estime un parametre, on souhaite que I’estimateur soit sans biais et de faible variance.

De maniere analogue, on cherchera une prévision Y tel que :
E [Y — }/}} = (0 prévision "sans biais”
Var (Y — }A/) soit la plus petite possible : faible variance de 'erreur de prévision.

Le probleme de la prévision de Y a l’aide de X est parfaitement résolu si on se place dans ’espace

L? des variables réelles de carré intégrable :

L? = {variables aléatoires réelles X : E [X*] < oo}.
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En effet, dans cet espace, il est facile de voir que la forme bilinéaire < XY == E[XY] est
un produit scalaire, et que L? muni de ce produit scalaire est un espace de Hilbert. La norme
associée est | X|| = /E [X2].

Proposition 8.3. On a
o | X —E[X]]|]? = Var (X)
e < X -EX],)Y-E[Y]>=E[(X -E[X])(Y —E[Y])] = Cov(X,Y).

L’intérét des espaces de Hilbert est que 'on peut y définir la projection orthogonale sur un
sous-espace vectoriel fermé. Par exemple, I’ensemble des variables constantes est le sous espace
vectoriel de L? engendré par le vecteur 1. C’est donc une droite D dans L?, et c’est un sous

espace vectoriel fermé.

Théoréme 8.4. La projection orthogonale de X sur D est E[X]. En d’autres termes, la meilleure
approzimation (au sens de la norme dans L?) d’une variable X par une constante est son
espérance B [X].

Considérons maintenant I'ensemble L3 des variables fonction de X
Ly ={f(X)e L* f:R — R}.

Théoréme 8.5. La projection orthogonale de Y sur L% est E[Y|X]. En d’autres termes, la
meilleure approzimation (au sens de la norme dans L?) de' Y par une fonction de X est E[Y]X].

Théoreme 8.6. Les estimateurs des moindres carrés de [y et By sont

B _ . Zz (@ — T,)(Yi — Y,) - ZZ (5 — H)O/;_?n)f
' IS (2, — T )2 IS (-2 "

Théoreme 8.7. B\l et BO sont des ESB de (8, et [y.

et B\o:

Théoréme 8.8. (Gauss Markov). Bl et Bo sont les estimateurs de 31 et By sans biais et de

variance minimale (ESBVM) parmi tous les ESB (combinaisons linéaires des Y;.)

Il reste maintenant a estimer la variance du bruit o2. Puisque, Vi, 02 = Var (¢;) = Var (Y; — S12; — Bo),
il est naturel d’estimer o2 par la variance empirique des Y; — Biz; — .

Définition 8.9. Les variables

e B, =Y, - Y, =Y, — Bix; — PBo, i =1,...,n sont appelées les résidus empiriques
e La variance empirique des résidus empiriques est notée Sy|x = Ezz‘:l E: — FE, et est

appelée variance résiduelle.
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Proposition 8.10. 52 = %Sﬁ%lm est un ESB de o2,

~

On remarque que, par définition des F;, on a E,, =Y, — 1% — Bo qui vaut 0 par définition de
Bo- Done S3, = = 371, E7 et par conséquant 6% = 25370 | B? = 25370 (Vi — iz — Bo)” est
un estimateur sans biais de o2.

Définition 8.11. Le modéle de régression linéaire simple gaussien est défini par
Yi=pzi+Bo+te i=1,...,n

ot les g; sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi normale centrée et de variance

o2, N(0,0%).

Proposition 8.12. En notant s2 la variance empirique des x;, on a
eViec{l,....,n}, Vi = N(Bix; + Bo,0?)
° 31 — ,/\/'(61,02/(7153))
o G N (B0, 21+ 3))
o AT = L (Y= B = B o
e 52 est indépendant de Y, By et Bo.

Théoreme 8.13. Dans le modéle linéaire simple gaussien, les estimateurs du maximum de vrai-

semblance de Bi, Py et 0% sont B\l, B\O et "7_232.

En utilisant ces propriétés, on montre facilement que

~

\/ﬁsxﬁlgﬁlHT(n—Q) et 50;50 \/\;%%T(H—Q).

Proposition 8.14 (Intervalles de confiance). On notera t,_o1_o le quantile d’ordre 1 — « de la
loi T(n —2). Alors

o L’intervalle
[A Otn-21-a/2 % n a\th,la/2]

Bl a Sx\/ﬁ W Sx\/ﬁ

est un intervalle de confiance bilatéral de By, au niveau de confiance 1 — .

[3 Oln-21-aj2\/ 52 +Tn ~ Oty 21 ap2Vs2+T7,

o L’intervalle

0 Sx\/ﬁ 750+ Sx\/ﬁ

est un intervalle de confiance bilatéral de By, au niveau de confiance 1 — .
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2

e Un IC de seuil o pour o= est

?

Zn—2,2 Zn—2,1-%

)

[(n —2)5% (n— 2)&2] |

0U zn o est le quantile de la .

Proposition 8.15. Tests d hypothése bilatérauz sur 1, By et o2, en notant W la région critique,

o Test de seuil o de” By =b" contre "y # b”

B —b
W:{<yl77yn)a &Tsx\/ﬁ’ >tn—2,a}-

o Test de sewil a de ” By = b” contre ” By # b”

By — b Spr/MN
W:{(yhvyn)v‘ﬁoa_\ \/_ ‘>tn—2,a}-

2 | 2
sz +

o Test de seuil a de "o = 0¢” contre "o # oy”

— 2)5? — 2)5?

2 4y
09 99
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