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Plan

Résultats existants en dimension 1



On considére un espace probabilisé (€2,IP) et une suite (X;);>1 de variable
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

On suppose que X; (et donc X;) est centrée et de variance égale a 1. On
pose Sp(w) == Xi(w) + - - - + Xp(w).

Objectif général : une bonne compréhension du comportement de la
suite (Sp)n>1 lorsque n est grand.

Par exemple, on aimerait avoir une idée de P(w | Sp(w) < x) pour un réel
x donné.

3/36



Le théoréme limite central

» Si X n'est pas dégénérée, on peut montrer que pour chaque R et
(presque) tout w € Q, I'élément S,(w) se trouve en dehors de
[=R, R] pour une infinité d'indices n.

Pas de convergence possible pour la suite (S,(w))n>1-
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Le théoréme limite central

» Si X n'est pas dégénérée, on peut montrer que pour chaque R et
(presque) tout w € Q, I'élément S,(w) se trouve en dehors de
[=R, R] pour une infinité d'indices n.

Pas de convergence possible pour la suite (S,(w))n>1-

» La loi des grands nombres dit que

lim 5n(w)

n—+00 n

= 0 pour (presque) tout w € .

> Le théoréme limite central fournit la convergence

€

Sn(

pour tout réel x, lim P <w |

n—+00



[[lustration

On considére u +— SP!(u) la fonction aléatoire telle que SP!(k/n) = Sy et
dont le graphe est affine par morceaux et W(n, u) = SP!/\/n. (pour
prendre en compte I'historique de la suite (S;)n>1)-

FIGURE : La fonction u — W(n, u) pour n =8
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Version fonctionnelle (Donsker)

On note SP! |a fonction aléatoire affine par morceaux telle que
S,E’I(k/n) =S, =X+ -+ X..

Théoréme (Donsker, 1951)

Soit (X;)i»1 une suite i.i.d. centrée telle que E [X?] = 1. Pour toute
fonctionelle F: C[0,1] — R, /a convergence

lim E [F (\}Esglﬂ =E[F (W,)] (*)

n——+o0o

a lieu, ot (Ws)sejo,1) est un mouvement brownien standard : W; suit une
loi normale centrée pour chaque s et la covariance entre W et W; vaut
min {s, t}.

La convergence (*) est appelée principe d'invariance car elle ne dépend
pas de la loi de X (pour peu que X soit centrée et de variance 1).
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Représentation des suites strictement stationnaires
Soit (2, F, i) un espace probabilisé.

Definition
La suite (Xj);., de variables aléatoires de 2 dans R est strictement

stationnaire si pour tout entier n, les suites (Xj4n) oy et (Xj);cy ont la
méme loi.

Soit T: Q —  bijective, bi-mesurable, et préservant la mesure :
1 (T71(A)) = pu(A) pour tout A € F.

Si f: Q — R est mesurable, alors la suite (f o Tj)jeZ est strictement
stationnaire.

Réciproquement, toute suite strictement stationnaire peut étre
représentée de cette maniere, ie.,, (f o T');cz a la méme loi que (X;)iez
pour un certain T et un certain f.
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Martingales

Etant donnée une suite strictement stationnaire (f o Ti);>o' on définit
Sa(f) =" foTl et

1
n

On considére une sous-tribu M telle que TM C M.

W(f, 1) == —= (Spua(F) + (nt = [nt]) £ o T

Definition
On dit que la suite (mo T');>q est une suite d’accroissements d'une
martingale si m est M-mesurable, intégrable et E[m | TM] = 0.

De cette maniere, la suite (S,(m)),-; est une martingale par rapport a la
filtration (T~"M), <.
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Principe d'invariance pour les martingales

Théoréme (Billingsley, 1961, Ibragimov, 1963)
; i
Soit (m oT )120
carré intégrable. Alors la suite (W,(m,-)) -, converge en loi vers

E[m? | Z]-W, ou
> T est la tribu des invariants;

une suite d'accroissements d’une martingale avec m de

> W est un mouvement brownien standard indépendant de E [m? | Z].

Etant donnée une suite strictement stationnaire (f o T);>¢ avec f
centrée et de carré intégrable, on chercher a approximer le processus
sommes partielles W,(f,-) par Wo(m,-) ot (mo T7),_ est une suite
d'accroissements d'une martingale avec m de carré int/égrable.
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La décomposition martingale-cobord

Supposons que 'on puisse décomposer f sous la forme

f=m+g—goT,
N——
cobord

ot (mo T');>o est une suite d'accroissements d'une martingale de carré
intégrable. Alors
Sn(f) = Sa(m)+g—goT";

et comme (g — go T")/+/n — 0 en probabilité, la fonction f vérifie le
théoréme limite central. Si de plus g est de carré intégrable, alors

1 i _
— max |go TJ’ — 0 en probabilité.
VN 1<j<n
En particulier, f vérifie le principe d'invariance. Cependant, il est possible
que g — g o T € 1.2 sans pour autant avoir le principe d'invariance (Volny,
Samek, 2000).



Décomposition martingale-cobord et principe d'invariance

Soit f une fonction M-mesurable et de carré intégrable. La convergence
de la suite (E[S,(f) | M]),>; dans L? est équivalente a
f=m+g—goT avec mge€lL?et (mo T');>o une suite
d’accroissements d'une martingale (Volny, 1993).

Notons pour p > 1, LP>° = {f sup, tPu{|f| > t} < oo} et
L8> = {f,sup, tPp{|f| > t} — 0}.

Théoreme (G., 2016)

Soit f une fonction M-mesurable et p > 2. On suppose que
tPu{|f| >t} —0et

(E[Sn(f) | M]),,>1 converge dans P/ (p=1),00

(E[Sa(f) | M] = E[Sn(f) | TM]),s, converge dans Lg™.

Alors (W,(f,-))n>1 converge en loi versn - W, ou n est indépendante du
mouvement brownien W.
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Condition de Hannan
On définit
P(f)=E[f| T'M] -E[f| T"'M],i€cZ.

Si f est centrée, M-mesurable et vérifie E [f | (;c, T'"M] =0, alors
f=2iez Pif).
» Pour tout i > 0, la suite (U/ (P,-(f)))j>0 est une suite
d'accroissements d'une martingale par rapport a la filtration
—j+i
(T M>j>0'
> Silasérie 3, ||Pi(f)l], converge, alors il existe m de carré
intégrable telle que la suite (mo Tf)j>0 soit une suite
d'accroissements d'une martingale et

=0
2

. 1
lim —
n——+oo n

max |5;(f) — S;(m))]

1ysn

(condition de Hannan, 1973)



Condition de Maxwell et Woodroofe

On dit que la fonction f € L? (M) vérifie la condition de Maxwell et
Woodroofe si

+oo
> 13 IELS(F) | M, < +oc. (M)
n=1

> Si (MW) est vérifiée, alors il existe m de carré intégrable telle que la

suite (m o Tf)j>0 soit une suite d'accroissements d'une martingale et
=

=0.
2

. 1
lim —
n—-+00 n

max |5;(f) — 5;(m)]

1<j<n

> Le poids n=3/2 est optimal : on ne peut pas le remplacer par

a,n~3/2 ol a, — 0 car le théoréme limite central peut ne pas avoir
lieu (Peligrad, Utev, 2005).

» On ne peut pas remplacer la condition (MW) par la convergence
dans 1.2 de la série >°7°5 n=3/2E[S,(f) | M] (Volny, 2010).
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Approche unificatrice

Gordin et Peligrad (2011) ont montré que pour une fonction f € 1.2 (M),
les conditions suivantes sont équivalentes :

1. il existe m de carré intégrable telle que la suite (m ) Tj)j>0 soit une
=
suite d'accroissements d'une martingale et

. 1 .
im 7 |2, |155(F) — Si(m)] - 0;
2. la convergence
lim limsu 1z max |S; 1IE[S (f) | M] =0
k—r4-00 ,HJFOE v |[i<i<n | \ k K ,

a lieu.



Plan

Champs aléatoires de type ortho-martingale
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Contexte

» Soit (2, F, u) un espace probabilisé.

» Soit d > 2; pour tout i € {1,...,d}, T; est une application
bijective, bi-mesurable et préservant la mesure.

» On suppose que Tjo T; = T;0 T;.

> Pour i = (i1,...,ig) € Z9 onnote T':= T{"o---0 T% et on dit que

T est une action de Z9 sur (Q, F, ).

On définit pour n € (N*)9 et f: Q — R,

Sa(f)i= Y foT,

0<ign—1

ou i < j signifie que pour tout g € {1,...,d}, iy < jg.
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Processus sommes partielles en dimension d

Pour i >= 1, on définit le cube unité de coin supérieur droit i :

d
R:= ] lia - 1.iq].
g=1

Pourn=1et f: Q — R, on considere les fonctions aléatoires

Saf.8):= Y A(0n-tNR)fo T teo,1),
1<ign
ol

> ) désigne la mesure de Lebesgue sur RY et

> [0.n-t] = ngl[()? Ngtq)-
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Principe d'invariance dans le cas i.i.d.

Définition

Le processus W = (Wh)scjo,1)¢ est un drap brownien standard est un
champ aléatoire gaussien tel que Cov (Ws, W;) = ngl min {sq, t4}, s,
t e [0,1]9.

Notons |n| := szl ng.
Théoreme ( )

Soit (f o T')icza un champ aléatoire i.i.d. centré tel que E [f2] = 1. Alors
la convergence suivante a lieu :

L
VIl

en loi dans I'espace des fonctions continues sur [0, 1]¢.

min ng—+00

Sa(f, ") w

Question

Comment définir I'analogue des martingales en dimension d ?
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Filtrations complétement commutantes

» Soit M une sous-tribu telle que pour tout g € {1,...,d},
TqM C M.
> Ainsi, on définit par I'égalité F;:= T M, i€ 79 une filtration.
Définition
Si pour tous k, | € Z9 et tout variable aléatoire intégrable Y,

EE[Y | Al I Al =E[Y | Frngeiy] =EE[Y | F] | A p- s,
on dit que la filtration (T "M );cza est dite complétement commutante.
Exemple

Si (€i)iczo est un champ iiid., Tq ((€i)icze) = (Sivey);czq 3l0rs la
filtration (o (gj,j < i));cz¢ est complétement commutante.
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Les ortho-martingales

Définition
Le champ aléatoire (My),cna €St une ortho-martingale par rapport a la
filtration complétement commutante (T "M )icza si :

> pour tout n € N9, M, est F,-mesurable, intégrable et

> pour tout i,j € Z9 tel quei<j,

E[M; | Fi] = M.

Définition

Le champ aléatoire (m o T');czqe est un champ de type accroissements
d’ortho-martingales (AOM) si (Sn(m)),..1 = (2041._\4"71 mo Ti)n?1 est
une ortho-martingale.
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Quelques propriétés des ortho-martingales

Soit (mo T');cz¢ un champ de type AOM. Soit
N = (Nl, ceey Nd—l) e NI-1

» La suite (Sn,n(m)),, est une martingale par rapport a la filtration

(o (T M,ieZ%ig<n)) .,
> La suite (M,),, définie par

M, = max |5 »,(m)]

1<ixN
est une sous-martingale par rapport a la filtration
(a (T_’./\/l,i €79 iy < n))n>1.

» A l'aide de d applications de I'inégalité maximale de Doob et de
I'inégalité de Burkholder, on obtient que pour p > 2,

1 p pd d/2
<(555) e-vim,

TR el




Inégalités de déviation

Proposition (G., 2016)

Soit (m o T')icza un champ de type AOM par rapport a la filtration
complétement commutante (T—"M),_,, et q > 2. Alors pour tous t > 0

et n € (N*)9 I'inégalité suivante a lieu :

“{&%'5 Hf f}

+oo
< ¢(g, d)/ p{|m| > tv} (1 + [log v])? " min {v,v9 !} dv.
0
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Le théoreme limite central pour les ortho-martingales

Théoreme (Volny, 2015)

Soit (mo T')iczs un champ de type AOM tel que E [m?] =1 et au
moins une des transformations T4,1 < q < d est ergodique, alors

(Sn(m)/+/In|)nx1 converge vers une loi normale standard quand
mini<q<d Ng — +00.

Remarque

Sous les mémes conditions, le principe d’invariance a lieu dans

c ([o, 1]").



Décomposition ortho-martingale /cobord

On pose Ugf(w) = f(Tg(w)), g € {1,...,d}. Cas d =2 : on cherche a
décomposer f sous la forme

f=m + (I — Ul)m1 + (/ — U2)m2 + (I — Ul)(l — Ug)g,

ol (mo T"); jez est un champ de type AOM, (mg o T})i>o est une suite
d'accroissements d'une martingale pour g € {1,2}, et m, my, my, g € LP
pour p € [1,400[. On suppose ici que f est M-mesurable.

» Une condition suffisante est la convergence de la série
Zij;o H]E [f o TH ‘ M] ||p (EI Machkouri, G., 2016).

» Une condition nécessaire et suffisante (cf. Volny, 2016) est

sup |[E [Sn,,n, (f) [ M]|, < +o0.

ny,ny €EN*



Utilisation

Avec p=2.0n a

Sﬂl,ﬂz(f) = Sﬂl,nz(m) + (/ - Unl)sl,ﬂz(ml)
+ (1= U™)Sn a(m2) + (1 = U™)(I = U™)g.

La norme uniforme du processus sommes partielles associé a une fonction
h est de |'ordre de
P o(h)].
131‘2371 12’}22372 ‘SINZ( )|
Pour établir un principe d'invariance, on doit montrer que les termes
(I=U)my + (I = Ux)my + (I — Up)(I — Uz)g ont une contribution
négligeable. En posant Egr[Y] =E[|Y|1{|Y| > R}]. on a

1 .
E|— max max U’151’,-2(m1)|2]
npny 1<ai<nm 1<h<m
R 1
<t | max [Sus(m)l
m no 1<
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Plan

Principe d'invariance via une approximation par ortho-martingales
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La condition de type Hannan : projecteurs

Définissons les projecteurs par
d

p=1IPY, jez?,
gqg=1

ou pour | € Z, P,(q): LY(F) — LY(F) est défini par
PI() =B} 1] - B2 If]

et

EVN=E|-|\/F|.qe{l.....d} I Z

icz?
ig<I



La condition de type Hannan : projecteurs

Théoréme (Volny, Wang, 2014, Volny, 2015)

Soit (f o T')iczes un champ aléatoire, o f vérifie E [f [ Mis1 TM| =0

pour tout g € {1,...,d}, est M-mesurable, de carré intégrable et au
moins une des transformations T4,1 < q < d est ergodique. Supposons

que
> A, < +oo.
ieNd

Alors (Sa(f, )/\f) | converge en loi vers o - W dans C([0,1]) lorsque
Mini<qgd Ng — 00 et 0 = \/IE (Yiene Po (Uif))2.




Condition de type Maxwell et Woodroofe

Théoreme (c., 2016)

Soit f une fonction M-mesurable et de carré intégrable. On suppose que

S S IEISH(F) | Ml < +oc.

n>=1 ‘I’l|

Alors il existe m de carré intégrable telle que (m o T');cz¢ soit un champ
de type AOM et

=0.
2

lim
min n——+oo |I"I|

x [Si(f) = Si(m))]

ma
1<in

En particulier, si Ty est ergodique, (Sa(f,-)/v/n) ., converge en loi vers
c - W dans C([0,1]?) lorsque min1<q<q Ng — 0O Ol C est une constante.
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|dée de démonstration (1)

Supposons qu'il existe une constante C ne dépendant que de d telle que
pour tout f,

1<ign 3/2 ||E [5 (f) ‘ M]||2

max |S;( )|H <C

[n| a1 N

On définit

Il == 3277 ||E [Syr i (F) | M] |,

=0

= [E[Sa(F) | M, et

3/2
n>=1 | |

MW := {f € L2 (M), || fllypw < +00} -
Alors (MW, ||-||y;w) est un espace de Banach.



|dée de démonstration (2)

On pose pouri € N9, g € {1,...,d} et U associé a (Ty,..., Ty),
Py(f) ==E[Uf | M], PE(f)=E |Usf | M].

Soit g € {1,...,d}. L'opérateur Pfj‘
> est ergodique en moyenne sur MW, i.e.,

N—1
. 1 leq . n.
vfEMW,  lim > PyU(f) =0;
=0 MW

» n'admet que 0 comme point fixe sur MW.

Par conséquent (cf. Krengel, Théoréme 1.3 p. 76), le sous-espace

Y= [f[ (1— PEY)

est dense dans (MW, |- |[yrw)-

MW
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|dée de démonstration (3)

Toute fonction h € Y admet la décomposition ortho-martingale/cobord.
On note D(h) I'ortho-martingale associée. L'opérateur D est linéaire et

borné sur Y : on peut le prolonger 8 MW et poser m := D(f) a f donnée.

Pour établir I'inégalité maximale, on procéde par récurrence. En
dimension un, on montre que

n—1 21

\max, |5,-(f)|H2 <272 ||f — UM Pyf|,+K2"? ;2*"/2 ; Pl f

2

Pour passer de n — 1 a n, on utilise

max
1<igen

s,-(f)|H <22 ||f — Upyf|, +
2

s, 5P|
< 22TH|f — UM Pyf|, + 272 | Puf]l,

+

max_|Si(T%, (1 + U)U *Pyf)|

1<igen1

2



|dée de démonstration (4)

En dimension 2 : on montre par récurrence sur ny la propriété

Vni € N,VT tel que ToM C M, max |5, ,(f)]

max
1< <2M 1<Hh <2™

2
g 2(n1+n2)/2+2 ||f _ U—lpelfH2

nm—1n—1 211221

+K2n1/22n2/2 Z 22 :1/22 /2 Z Z PJthf

I10/20 J11J21
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Plan

Quelques questions ouvertes
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Théoreme limite central sans ergodicité

Question

A-t-on le théoréme limite central sur les rectangles pour les
ortho-martingales lorsqu'aucune des transformations T n'est ergodique ?

» Si (ik) et (jx) sont des suites qui tendend vers I'infini, alors la suite
(Sii(M)/Vikjk) 5, est équi-tendue.

» On peut donc extraire une sous-suite convergente.

» La question est donc de déterminer s'il peut y avoir des lois limites
différentes.
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Décomposition martingale-cobord dans L*

Question

Si une fonction f admet la décomposition ortho-martingale/cobord dans
L, que faut-il rajouter de plus pour avoir le théoréme limite central ?

» En dimension 1, si T est ergodique, alors la condition

liminfE|S,(f)| /v/n < 40

n—+o00

est suffisante (Esseen, Janson, 1984).

» En dimension supérieure, il faut examiner la contribution des termes
du type (/ — Ui)my ol my est M-mesurable et E [m; | TobM] = 0.

36
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