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Plan

Martingales à valeurs réelles
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Objectif
Définition
Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé et (Fi )i>0 une filtration : pour tout
i > 0, Fi ⊂ Fi+1 et Fi est une sous-tribu de F . On dit que la suite de
variables aléatoires réelles (Si )i>1 est une martingale pour la filtration
(Fi )i>0 si
1. pour tout i > 1, Si est intégrable et Fi -mesurable et
2. pour tout i > 1, E [Si | Fi−1] = Si−1.

On dit que la suite de variables aléatoires réelles (Xi )i>1 est une suite
d’accroissements d’une martingale pour la filtration (Fi )i>0 si
1. pour tout i > 1, Xi est intégrable et Fi -mesurable et
2. pour tout i > 1, E [Xi | Fi−1] = 0.

Objectif : contrôler pour x > 0 et n > 1 la quantité

P
{
max

16i6n
|Si | > x

}
.
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Quelques résultats existants
I Hoeffding (1962), Laib (1999) : s’il existe C > 0 telle que |Xi | 6 C

presque sûrement pour tout i , alors

P
{
max

16i6n
|Si | > x

}
6 2 exp

(
− x2

2nC2

)
.

I Burkholder (1973) : pour tout p > 2, il existe C = C(p) telle que pour
toute suite d’accroissements d’une martingale (Xi ,Fi )i>0,

E

[∣∣∣∣∣
n∑

i=1
Xi

∣∣∣∣∣
p]

6 C
n∑

i=1
E
[
|Xi |p

]
+ CE

( n∑
i=1

E
[
X 2

i | Fi−1
])p/2

.
I Burkholder (1973) : pour tout p 6 2, il existe K (p) telle que pour

toute suite d’accroissements d’une martingale (Xi ,Fi )i>0,

E

[∣∣∣∣∣
n∑

i=1
Xi

∣∣∣∣∣
p]

6 K (p)
n∑

i=1
E
[
|Xi |p

]
.
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Inégalité de Nagaev

Théorème (Nagaev (2003))
Soit q > 0, C(q) := e3qeq+1−q−1. Pour toute martingale (Sn,Fn),
l’inégalité suivante a lieu,

P
{

max
16k6n

Sk > t
}

6 C(q)
∫ 1

0
Q (tu) uq−1du,

où

Q(u) := P
{

max
16k6n

|Xk | > u
}

+ P


( n∑

k=1
E
[
X 2

k | Fk−1
])1/2

> u


et Xk = Sk − Sk−1, S0 = 0.
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Inégalité de déviation

Théorème (G.)
Soit p et q des réels tels que p < q. Il existe des constantes C = C(p, q)
et c = c(p, q) telles que pour toute suite d’accroissements d’une
martingale (Xi ,Fi )i>1, tout entier n > 1 et tout x > 0,

P
{
max

16i6n
|Si | > x

}
6 C

∫ 1

0
P
{
max

16i6n
|Xi | > cxu

}
uq−1du

+ C
∫ 1

0
P

{ n∑
i=1

E
[
|Xi |p | Fi−1

]
> cxpup

}
uq−1du,

où Si =
∑i

k=1 Xk .
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Idée de démonstration (1)
On commence par montrer que pour tout x > 0, β > 1 et 0 < δ < β − 1,

P
{
max

16i6n
|Si | > βx

}
6 K (p) pδp

(β − δ − 1)p (p − 1)
P
{
max

16i6n
|Si | > x

}
+ P

{
max

16i6n
|Xi | > δx

}
+ P

{ n∑
i=1

E
[
|Xi |p | Fi−1

]
> δpxp

}
.

Pour cela, on pose pour A1 = B1 = C1 = ∅ et pour i > 2,

Ai =
{
x < max

16k6i−1
|Si | 6 βx

}
,

Bi =
{

max
16k6i−1

|Xk | 6 δx
}
,

Ci =
{ i∑

k=1
E
[
|Xk |p | Fk−1

]
6 δpxp

}
.
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Idée de démonstration (2)
On pose

Yi = 1Ai1Bi1CiXi .

Alors E [Yi | Fi−1] = 0 et{
max

16i6n
|Si | > βx

}
∩
{
max

16i6n
|Xi | 6 δx

}
∩

{ n∑
i=1

E
[
|Xi |p | Fi−1

]
6 δpxp

}
⊂

{
max

16i6n

∣∣∣∣∣
i∑

k=1
Yk

∣∣∣∣∣ > (β − δ − 1) x
}
.

Puis on montre que

((β − δ − 1) x)p P

{
max

16i6n

∣∣∣∣∣
i∑

k=1
Yk

∣∣∣∣∣ > (β − δ − 1) x
}

6
pK (p)
p − 1

n∑
i=1

E
[
|Yi |p

]
6

pK (p)
p − 1 E

[
1
{

max
16k6n

|Sk | > x
} n∑

i=1
1CiE

[
|Xi |p | Fi−1

]
︸ ︷︷ ︸

6δpxp

]
.
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Cas stationnaire
I On suppose que Xi = f ◦ T i , où T : Ω→ Ω préserve la probabilité

P.
I On pose Uf (ω) = f (Tω), Sn (f ) =

∑n−1
i=0 f ◦ T i .

I On suppose que Fi = T−iF0 et TF0 ⊂ F0. Ainsi,
E
[
|Xi |p | Fi−1

]
= U iE

[
|m|p | TF0

]
.

Théorème (G.)
Soient p et q tels que 1 < p < min (2, q). Il existe des constantes
C = C(p, q) et C ′ = C ′(p, q) telles que pour toute suite strictement
stationnaire d’accroissements d’une martingale

(
m ◦ T i ,T−iF0

)
i>0,

P
{
max

16i6n
|Si (m)| > n1/px

}
6 Cn

∫ 1

0
P
{
|m| > n1/pxu

}
uq−1du

+ C
∫ +∞

0
P
{
E
[
|m|p | TF0

]
> upxp}min

{
uq−1, up−1} du

6 C ′
∫ +∞

0
P {|m| > ux}min

{
uq−1, up−1} du.
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Espaces Lp,∞

Soit p > 2.
I On note Lp,∞ l’espace des variables aléatoires X telles que

supt>0 tpP {|X | > t} < +∞.
I On note Lp,∞

0 l’espace des variables aléatoires X telles que
limt→+∞ tpP {|X | > t} = 0.

Soit an := 2pnP {|X | > 2n}.

X ∈ Lp,∞ ⇔ sup
n>0

an < +∞;

X ∈ Lp,∞
0 ⇔ lim

n→+∞
an = 0;

X ∈ Lp ⇔
∑
n>0

an < +∞.
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Le cas p < 2

On cherche à contrôler P {max16i62n |Si (m)| > 2nx} à l’aide
d’hypothèses sur la loi de m et de ses moments conditionnels.

Théorème
Soit

(
m ◦ T i ,T−iF0

)
une suite strictement stationnaire d’accroissements

d’une martingale et p < 2. Si m ∈ Lp, alors

lim
n→+∞

2n(p−1)P
{

max
16i62n

|Si (m)| > 2nx
}

= 0.
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Cas où m ∈ Lp,∞, p > 2

Soit
Pn(x) := P

{
max

16i62n
|Si (m)| > 2nx

}
.

Proposition (G.)
Soit p > 2. Il existe une constante C ne dépendant que de p telle que si(
m ◦ T i ,T−iF0

)
i>0 est une suite strictement stationnaire

d’accroissements d’une martingale alors pour tout x > 0,

sup
n>1

2np/2Pn(x) 6 C sup
t>0

tp/2+1P {|m| > t} x−p/2−1

+ C sup
t>0

tp/2P
{
E
[
|m|2 | TF0

]
> t
}
x−p,

sup
n>1

2np/2Pn(x) 6 C sup
t>0

tpP {|m| > t} x−p.
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Cas où m ∈ Lp,∞
0

Soit
Pn(x) := P

{
max

16i62n
|Si (m)| > 2nx

}
.

Proposition (G.)
Soit p > 2. Si

(
m ◦ T i ,T−iF0

)
i>0 est une suite strictement stationnaire

d’accroissements d’une martingale telle que
limt→+∞ tp/2+1P {|m| > t} = 0 et E

[
|m|2 | F0

]
∈ Lp/2,∞

0 , alors pour
tout x > 0,

lim
n→+∞

2np/2Pn(x) = 0. (*)

En particulier, (*) a lieu si m ∈ Lp,∞
0 .
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Cas où m ∈ Lp

Soit
Pn(x) := P

{
max

16i62n
|Si (m)| > 2nx

}
.

Proposition
Soit p > 2. Il existe une constante C ne dépendant que de p telle que si(
m ◦ T i ,T−iF0

)
i>0 est une suite strictement stationnaire

d’accroissements d’une martingale alors pour tout x > 0,

+∞∑
n=1

2np/2Pn(x) 6 Cx−p/2−1E
[
|m|p/2+1

]
+ Cx−pE

[
E
[
m2 | TF0

]p/2]
,

+∞∑
n=1

2np/2Pn(x) 6 Cx−pE
[
|m|p

]
.
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Remarques
Soit

pn := 2np/2P
{

max
16i62n

|Si (m)| > 2nx
}
.

I En adaptant la construction de Lesigne et Volný (2000), on peut
montrer que pour toute suite (Rn)n>1 telle que Rn → +∞, il existe
une suite strictement stationnaire d’accroissements d’une martingale(
m ◦ T i)

i>0 telle que m ∈ Lp et la suite (Rnpn)n>1 ne converge pas
vers zéro.

I Le caractère borné de la suite (Rn)n>1 a été établi par Lesigne et
Volný (2000) sans hypothèse de stationnarité (avec des
accroissements bornés dans Lp).

I Dans le cas i.i.d. et p > 2, le terme en variance conditionnelle
n’impose aucune restriction. On peut en fait contrôler la suite(
2n(p−1)P {max16i62n |Si (m)| > 2nx}

)
n>1 si m ∈ Lp,∞, m ∈ Lp,∞

0
ou m ∈ Lp.
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Plan

Martingales à valeurs dans des espaces de Banach
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Espace de Banach r -lisse

Définition (Pisier, 1975)
Un espace de Banach (B, ‖·‖B) est dit r -lisse (1 < r 6 2) s’il existe une
norme équivalente ‖·‖ telle que

sup
t>0

1
t r sup {‖x + ty‖+ ‖x − ty‖ − 2 : ‖x‖ = ‖y‖ = 1} <∞.

Exemples

I Tout espace de Hilbert est 2-lisse.
I Pour tout espace mesurable (X ,A, µ), l’espace Lp (X ,A, µ) est

min (p, 2)-lisse.
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Espace de Banach (r , D)-lisse

Assouad (1975) : si B est un espace de Banach r -lisse et séparable, alors il
existe une constante D telle que pour toute suite d’accroissements d’une
martingale (Xi )i>1 à valeurs dans B,

E

[∥∥∥∥∥
n∑

i=1
Xi

∥∥∥∥∥
r

B

]
6 D

n∑
i=1

E
[
‖Xi‖r

B
]
. (*)

Définition
Un espace de Banach séparable (B, ‖·‖B) est (r ,D)-lisse (1 < r 6 2) si
(B, ‖·‖B) est r -lisse et toute suite d’accroissements d’une martingale
(Xi )i>1 à valeurs dans B vérifie (*).

Exemple
Un espace de Hilbert séparable est (2, 1)-lisse.
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Inégalité de déviation

Théorème (G.)
Soit (B, ‖·‖B) un espace de Banach (r ,D)-lisse, avec 1 < r 6 2. Pour
tout 1 < p 6 r et q > 0, il existe deux constantes C et c ne dépendant
que de q et D telles pour tout toute suite d’accroissements d’une
martingale (Xi ,Fi )i>0, l’inégalité a lieu pour tous n > 1 et x > 0:

P
{
max

16i6n
‖Si‖B > x

}
6 C

∫ 1

0
P
{
max

16i6n
‖Xi‖B > cxu

}
uq−1du

+ C
∫ 1

0
P

{ n∑
i=1

E
[
‖Xi‖p

B | Fi−1
]
> cxpup

}
uq−1du,

où Si =
∑i

k=1 Xk .
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Une application

Théorème (G.)
Soit

(
m ◦ T i ,T−iF0

)
une suite strictement stationnaire d’accroissements

d’une martingale à valeur dans un espace de Banach séparable r -lisse B.
Soit 1 < p < r . Si m ∈ Lp, alors

lim
n→+∞

2n(p−1)P
{

max
16i62n

‖Si (m)‖B > 2nx
}

= 0.
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Plan

Orthomartingales
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Contexte

I Soit (Ω,F , µ) un espace probabilisé.

I Soit d > 2 ; pour tout i ∈ {1, . . . , d}, Ti est une application
bijective, bi-mesurable et préservant la mesure.

I On suppose que Ti ◦ Tj = Tj ◦ Ti .

I Pour i = (i1, . . . , id ) ∈ Zd , on note T i := T i1
1 ◦ · · · ◦ T

id
d et on dit

que T est une action de Zd sur (Ω,F , µ).

I On définit l’ordre coordonnée par coordonnée : i 4 j si et seulement
si iq 6 jq pour tout q ∈ {1, . . . , d}.
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Filtrations commutantes

I Soit F0 une sous-tribu telle que pour tout q ∈ {1, . . . , d},
TqF0 ⊂ F0.

I Ainsi, on définit une filtration par l’égalité Fi := T−iF0, i ∈ Zd .

Définition
Si pour tous k, l ∈ Zd et tout variable aléatoire intégrable Y ,

E [E [Y | Fk] | Fl] = E
[
Y | Fmin{k,l}

]
= E [E [Y | Fl] | Fk] p. s.,

on dit que la filtration
(
T−iF0

)
i∈Zd est dite commutante.

Exemple
Si (εi)i∈Zd est un champ i.i.d., Tq

(
(εi)i∈Zd

)
:=
(
εi+eq

)
i∈Zd alors la

filtration (σ (εj, j 4 i))i∈Zd est commutante.
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Les ortho-martingales

Définition
Le champ aléatoire (Mn)n∈Nd est une ortho-martingale par rapport à la
filtration commutante

(
T−iF0

)
i∈Zd si :

I pour tout n ∈ Nd , Mn est Fn-mesurable, intégrable et
I pour tout i, j ∈ Zd

+ tel que i 4 j,

E [Mj | Fi] = Mi.

Définition
Le champ aléatoire (m ◦ T i)i∈Zd est un champ de type accroissements
d’ortho-martingales (AOM) si (Sn(m))n<1 :=

(∑
04j4n−1m ◦ T i

)
n<1

est
une ortho-martingale.
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Quelques propriétés des ortho-martingales
Soit

(
m ◦ T i)

i∈Zd un champ de type AOM. Soit
N := (N1, . . . ,Nd−1) ∈ Nd−1.

I La suite (SN,n(m))n>1 est une martingale par rapport à la filtration(
σ
(
T−iF0, i ∈ Zd , id 6 n

))
n>1.

I La suite (Mn)n>1 définie par

Mn := max
14i4N

|Si,n(m)|

est une sous-martingale par rapport à la filtration(
σ
(
T−iF0, i ∈ Zd , id 6 n

))
n>1.

I À l’aide de d applications de l’inégalité maximale de Doob et de
l’inégalité de Burkholder, on obtient que pour p > 2,

1
|K|1/2

∥∥∥∥ max
14i4K

|Si(m)|
∥∥∥∥

p
6

(
p

p − 1

)d
(p − 1)d/2 ‖m‖p,

avec |K| =
∏d

q=1 Kq.
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Inégalité de déviation pour les ortho-martingales
Théorème (G.)
Soit (B, ‖·‖B) un espace de Banach séparable (r ,D)-lisse. Pour tout
1 < p 6 r , q > p et tout d ∈ N∗, il existe une constante
C = C (p, q, d ,D) telle que pour tout champ aléatoire stationnaire de
type AOM

(
m ◦ T i,T−iF0

)
i∈Zd à valeurs dans B, l’inégalité suivante a

lieu pour tous n ∈ Nd , x > 0 et j ∈ {1, . . . , d}:

P
{
max
14i4n

‖Si(m)‖B > x |n|1/p
}

6 Cnj

∫ 1

0
P
{
‖m‖B > xun1/p

j

}
(1 + |log u|)d−1 uq−1du

+ C
∫ 1

0
P
{
E
[
‖m‖p

B | TjF0
]
> xpup} uq−1 (1 + |log u|)d−1 du

+ C
∫ +∞

1
P
{
E
[
‖m‖p

B | TjF0
]
> xpup} up−1 (1 + |log u|)d−1 du.
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Inégalité de déviation pour les ortho-martingales

Théorème (G.)
Soit (B, ‖·‖B) un espace de Banach séparable (r ,D)-lisse. Pour tout
1 < p 6 r , q > p et tout d ∈ N∗, il existe une constante
C = C (p, q, d ,D) telle que pour tout champ aléatoire stationnaire de
type AOM

(
m ◦ T i,T−iF0

)
i∈Zd à valeurs dans B, l’inégalité suivante a

lieu pour tous n ∈ Nd , x > 0 et j ∈ {1, . . . , d}:

P
{
max
14i4n

‖Si (m)‖B > x |n|1/p
}

6 C
∫ +∞

0
P {‖m‖B > xu}min

{
uq−1, up−1} (1 + |log u|)d−1 du.
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Application

Théorème
Soit

(
m ◦ T i,T−iF0, i ∈ Nd) be a un champ aléatoire de type AOM à

valeurs dans un espace de Banach séparable (r ,D)-lisse B. Soit
1 < p < r . Si E

[
|m|p (log (1 + |m|))d−1

]
<∞ alors pour tout x > 0,

lim
max n→+∞

|2n|p−1 P
{

max
14i42n

‖Si (m)‖B > |2
n| x
}

= 0.
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Application (2)
Théorème (G.)
Soient p > 2, B un espace de Banach séparable (2,D)-lisse et d > 1. Il
existe une constante C = C (p, d ,B) telle que pour tout champ aléatoire(
m ◦ T i,T−iF0, i ∈ Nd) de type AOM à valeurs dans B,
1. si m ∈ Lp,∞, alors

sup
n<1
|2n|p/2 P

{
max
14i42n

‖Si (m)‖B > |2
n| x
}

6 Cx−p ‖m‖p
p,∞ ;

2. si m ∈ Lp,∞
0 alors pour tout x > 0,

lim
max n→+∞

|2n|p/2 P
{

max
14i42n

‖Si (m)‖B > |2
n| x
}

= 0;

3. si m ∈ Lp alors pour tout i ∈ {1, . . . , d},

sup
n<1

max
j 6=i

+∞∑
ni =1
|2n|p/2 P

{
max
14i42n

‖Si (m)‖B > |2
n| x
}

6 Cx−pE
[
‖m‖p

B
]
.
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Autres applications

I Convergence complète de tableaux de martingales.

I Étude du processes

Wn (f ) (t) =
{

Sk (f ) si t = k/n, k ∈ {0, . . . , n} ,
interpolation affine sinon,

dans des espaces fonctionnels : Hölder, Besov.

I Loi des logarithmes itérés.

Merci de votre attention !
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