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Plan

Martingales a valeurs réelles



Objectif

Définition

Soit (2, F,P) un espace probabilisé et (F;),, une filtration : pour tout
i >0, F; C Fii1 et F; est une sous-tribu de F. On dit que la suite de
variables aléatoires réelles (S;);-, est une martingale pour la filtration

(}7);>0 si

1. pour tout i > 1, S; est intégrable et F;-mesurable et

2. pourtouti>1, E[S;| Fi—1] = Si—1.
On dit que la suite de variables aléatoires réelles (X;),, est une suite
d’accroissements d'une martingale pour la filtration (F;);- si

1. pour tout i > 1, X; est intégrable et F;-mesurable et
2. pour tout i > 1, E[X;| Fi—1] =0.

Objectif : contrdler pour x > 0 et n > 1 la quantité

]P’{ max |S;| > x}.
1<i<n



Quelques résultats existants

> Hoeffding (1962), Laib (1999) : s'il existe C > 0 telle que | X;| < C
presque slirement pour tout /, alors

x?
m i < - ).
P{lglagxn|5,>x}\2exp< o 2)

> Burkholder (1973) : pour tout p > 2, il existe C = C(p) telle que pour
toute suite d'accroissements d'une martingale (X,-,.7-',-),.>0,

p
E

n n p/2
< CZIE [|X:|°] + CE <Z]E (X7 | ]—',-1]>
i=1

i=1

>ox
i=1

> Burkholder (1973) : pour tout p < 2, il existe K(p) telle que pour
toute suite d'accroissements d'une martingale (X, 7;),,

>ox
i=1

p

E < K(p) >E [1XF).




Inégalité de Nagaev

Théoréme (Nagaev (2003))

Soit ¢ >0, C(q) := 39" =91 Pour toute martingale (S,, Fy),
I'inégalité suivante a lieu,

1
g—1
P{12kaén5k > t} < C(q)/0 Q (tu) 9™ du,

ou

n 1/2
Qu) := P{Qﬁéﬁ){k > u} +P (ZE (X | fk-l]) > u

k=1

et Xy = Sk — Sk_1, 50 =0.



Inégalité de déviation

Théoreme (G.)

Soit p et q des réels tels que p < q. Il existe des constantes C = C(p, q)
et ¢ = c(p, q) telles que pour toute suite d'accroissements d’une
martingale (X,-,]-',-),.>1, tout entier n > 1 et tout x > 0,

1
}P’{ max |S;| > x} < C/ IP’{ max |X;| > cxu} uitdu
1<i<n 0 1<i<n
1 n
+ C/ P {Z]E [1Xi|? | Fiea] > cx”up} uitdu,
g i=1

ou 5,‘ = 22:1 Xk.
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|dée de démonstration (1)

On commence par montrer que pour tout x >0, B >1et0<d < f—1,

poP
P{lrglaxn5| - /BX} h K(p)(b’ —6—-1)°(p— I)P{lrglaé( 15l > X}

+P{1r2,a\xn|X > 5x} +P{2E [1X1P | Fia] > 5PXP}.

Pour cela, on pose pour A; = B; = C; = () et pour i > 2,

A,-—{X< max. |5| },
1<k

B = { max | Xg| < 6x},
1<k<i-1

C,' = {Z]E [‘Xk|p ‘ »kal} < §po}.

k=1



|dée de démonstration (2)

On pose
Yi =1a151cX;.

Alors E[Y; | Fi—1] =0 et

{ max |Si| > /ix} { max |X;| < 6x}
1<i<n 1<i<n

p
ﬁ{ glE [1Xi|7 | Fica] < 5”X”} {lrg?gn

Puis on montre que

> v >

(B—6—1)x }

(8- 6—1)} < KB S v

ZYk

< pK(p)E{l{ max | Sk| >X}21C,]E [1Xi|P | Fia] }
i=1

1<k<n

1<i<n p—

(B—06—-1)x {max

<LOPxP



Cas stationnaire

» On suppose que X; = fo T/, o T: Q — Q préserve la probabilité
P

> On pose Uf(w) = f(Tw), S,(f) =" foT'
> On suppose que F; = T 'Fg et TFy C Fo. Ainsi,
E [lX,|p ‘ Jr,',l] =UE Um\P | T]'—()}
Théoreme (G.)

Soient p et q tels que 1 < p < min (2, q). Il existe des constantes

C=C(p,q) et C' = C'(p, q) telles que pour toute suite strictement

stationnaire d’accroissements d’une martingale (m oT, T*"]:o),.>0,
=

1
IF’{ max |S; (m)| > nl/”x} < Cn/ IE”{|rn| > nl/pxu} v tdu
1<i<n 0

+o00
+ C/ P{E [|m|p | T]:O] > Upo} min {uq—17up_1}du
0

<c +OOIE”{| in{ua=t yPt
< m| > ux} min {u9"!, vP~ 1} du.
0
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Espaces ILP>°

Soit p > 2.

» On note LP*° I'espace des variables aléatoires X telles que
SuUp,~q tPP{|X]| > t} < +o0.

» On note L{"™ I'espace des variables aléatoires X telles que

Soit a, := 2P"P {| X| > 2"}.

X € LP™ & sup a, < +o0;
n>0

Xelh™ < lim a,=0;
n—-+o00

XeLP<:>Za,,<+oo.
n>0
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Le cas p < 2

On cherche a contrdler P {maxi<;<on |S; (m)| > 2"x} a I'aide
d'hypothéses sur la loi de m et de ses moments conditionnels.

Théoreme

Soit (m oTH T fo) une suite strictement stationnaire d’accroissements
d’une martingale et p < 2. Si m € ILP, alors

n—+o00 1<ig2n

lim 27— 1)IP{ max |S; (m)] >2"X} =0.
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CasoumeLLP>® p>2

Soit
P.(x) =P {lggn |Si (m)| > 2 x}.

Proposition (G.)
Soit p > 2. Il existe une constante C ne dépendant que de p telle que si
(m oT', T_’}'o)’.>0 est une suite strictement stationnaire
d’accroissements d’'une martingale alors pour tout x > 0,
sup2"/2P,(x) < Csup tP/?F P {|m| > t} x~P/>71
n>1 t>0
+ Csupt? 2B (B [|m® | TF] >t} x>,

t>0

sup2"/2P,(x) < Csup tPP{|m| > t} x~P.
n>1 t>0



Cas ou m € L§™

Soit
P,(x) =P {121,‘1)3” |Si (m)] > 2 x}.

Proposition (G.)
Soit p>2. Si (mo T, T”']-"o)l.20 est une suite strictement stationnaire
d’accroissements d'une martingale telle que
limey oo tP/2HIP{|m| >t} =0 et E [|m|2 | ]-'0} € LE/**, alors pour
tout x > 0,

lim 2"/2P,(x) = 0. (*)

n—+o00

En particulier, (*) a lieu si m € L§™.
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Casou me P

Soit

Po(x) = IP’{ max

1<igan

Si(m)| > 2”x}.

Proposition

Soit p > 2. Il existe une constante C ne dépendant que de p telle que si
(m oT', T_’}'o)’.>0 est une suite strictement stationnaire

d’accroissements d’une martingale alors pour tout x > 0,
+oo )
> 2"2P,(x) < & PATIE |ImlP*H | + PR [E [m? | TR,
n=1

+oo
> 2™/2P,(x) < CxPE [|m|°] .

n=1
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Remarques

Soit
. np/2 m (m n
Pni=2 P{lgiagé"w’( )I>2 X}.

» En adaptant la construction de Lesigne et Volny (2000), on peut
montrer que pour toute suite (R,),-; telle que R, — +o0, il existe
une suite strictement stationnaire d'accroissements d'une martingale
(mo T’)i>0 telle que m € IL? et la suite (Rapn),>, ne converge pas
vers zéro.

> Le caractere borné de la suite (R,),; a été établi par Lesigne et
Volny (2000) sans hypothése de stationnarité (avec des
accroissements bornés dans LLP).

» Dans le cas i.i.d. et p > 2, le terme en variance conditionnelle
n'impose aucune restriction. On peut en fait contrdler la suite
(2”(9*1)P{max1<;<2n |S; (m)] > 2"x})n>1 simelLP> melLy™
oumelP, .
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Plan

Martingales a valeurs dans des espaces de Banach
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Espace de Banach r-lisse

Définition (Ppisier, 1975)

Un espace de Banach (B, ||-||g) est dit r-lisse (1 < r < 2) s'il existe une
norme équivalente ||-|| telle que

1
stp e supi| [y e[S 28 | =[S e,
t>

Exemples

» Tout espace de Hilbert est 2-lisse.

» Pour tout espace mesurable (X, A, i), I'espace LP (X, A, u) est
min (p, 2)-lisse.
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Espace de Banach (r, D)-lisse

Assouad (1975) : si B est un espace de Banach r-lisse et séparable, alors il
existe une constante D telle que pour toute suite d'accroissements d'une
martingale (X;),-; a valeurs dans B,

>ox
i=1

E <D E[IX3) (*)

B
Définition
Un espace de Banach séparable (B, ||-||g) est (r, D)-lisse (1 < r < 2) si

(B, |I-lg) est r-lisse et toute suite d'accroissements d'une martingale
(Xi);>1 @ valeurs dans B vérifie (*).

Exemple

Un espace de Hilbert séparable est (2, 1)-lisse.



Inégalité de déviation

Théoreme (G.)

Soit (B, ||-||g) un espace de Banach (r, D)-lisse, avec 1 < r < 2. Pour
tout 1 < p < r et g >0, il existe deux constantes C et ¢ ne dépendant
que de q et D telles pour tout toute suite d'accroissements d’une
martingale (X, F;);sq, I'inégalité a lieu pour tous n > 1 et x > 0:

1
IP’{ max ISl g > x} < C/ IP’{ max || X|lg > cxu} s ldu
1<i<n o 1<i<n
1 n
+ C/ P {ZE [11X]|% | Fie1] > cxpup} w1 du,
g i=1

ou 5,‘ = ZL:l Xk.
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Une application

Théoreme (G.)

Soit (mo T', T~"Fy) une suite strictement stationnaire d’accroissements
d’'une martingale a valeur dans un espace de Banach séparable r-lisse B.
Soitl<p<r.SimelP, alors

lim 2"(P1)1P>{ max ||S; (m)||g > 2"x} =0.

n—+o00 1<ig2n



Plan

Orthomartingales
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Contexte

» Soit (Q, F, 1) un espace probabilisé.

» Soit d > 2 ; pour tout i € {1,...,d}, T; est une application
bijective, bi-mesurable et préservant la mesure.

» On suppose que T;o T;j = T;o T;.

> Pour i = (i1,...,ig) € Z% onnote T':= T'o---0 T et on dit
que T est une action de Z9 sur (Q, F, 11).

» On définit I'ordre coordonnée par coordonnée : i < j si et seulement
si iq < jq pour tout g € {1,...,d}.
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Filtrations commutantes

» Soit Fo une sous-tribu telle que pour tout g € {1,...,d},
Tq]‘—o c Jo.

» Ainsi, on définit une filtration par I'égalité F; := T Fo, i€z
Définition
Si pour tous k,| € Z9 et tout variable aléatoire intégrable Y,
E[E[Y | Al Al =E[Y | Fongeny] = E[E[Y [ A]| A p- s,
on dit que la filtration (T ~'Fo),_,s est dite commutante.

Exemple

Si (€i)icze est un champ iiid., Tq ((€i)icze) = (Eivey)czq 3lo0rs Ia
filtration (o (gj,j < 1));cz0¢ €St commutante.



Les ortho-martingales

Définition

Le champ aléatoire (My),cn« €St une ortho-martingale par rapport a la
filtration commutante (T ~'Fo);_,q4 S -

> pour tout n € N9, M, est F,-mesurable, intégrable et

» pour tout i,j € Z9 tel quei<j,

E[M; | F] = M;.

Définition

Le champ aléatoire (m o T');czqe est un champ de type accroissements
d’ortho-martingales (AOM) si (Sn(m)),,.1 = (Zﬂﬂﬁnfl mo Ti)n%1 est
une ortho-martingale.



Quelques propriétés des ortho-martingales

Soit (mo Ti)iezd un champ de type AOM. Soit
N :=(Ny,...,Ng_q1) € N1,
> La suite (Sn,n(m)),, est une martingale par rapport a la filtration
(o (T Fo,ieZ9ig < n))

> La suite (M,),-, définie par

n>1"

M, = lrgiixN |Si.n(m)]

est une sous-martingale par rapport a la filtration

(o (T Foic 2% ia<n)) ..

» A l'aide de d applications de I'inégalité maximale de Doob et de
I'inégalité de Burkholder, on obtient que pour p > 2,

1

d
p d/2
. < _
|K|1/2 lrgiixK|5l(m)|"p = <P_1> (p 1) ||me7

avec |K| = ngl Kq.
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Inégalité de déviation pour les ortho-martingales

Théoreme (G.)

Soit (B, ||-||g) un espace de Banach séparable (r, D)-lisse. Pour tout
1< p<r, g>pettout d e N*, jl existe une constante

C = C(p,q,d,D) telle que pour tout champ aléatoire stationnaire de
type AOM (m oTH, Tiifo)iezd a valeurs dans B, l'inégalité suivante a
lieu pour tousn € N, x >0 etjc {1,...,d}:

> 1/p
P { oo (), > xInl*}
1
< an/ ]P’{HmHB > Xun}/p} (1+ |log u)* " w9 du
0
1
+ C/ P{E [|m||5 | TjFo] > xPuP} u9™t (1 + [log u])? " du
0

+oo
+ C/ ]P’{E [||m||’é | Tj]:o] > Xpup} uP~1 (1 + |log u|)d_1 du.
1
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Inégalité de déviation pour les ortho-martingales

Théoreme (G.)

Soit (B, ||-||g) un espace de Banach séparable (r, D)-lisse. Pour tout
1< p<r, qg>pettout de N*, il existe une constante

C = C(p,q,d,D) telle que pour tout champ aléatoire stationnaire de
type AOM (mo T', T-'Fy),_,, a valeurs dans B, I'inégalité suivante a
lieu pour tousn € N9, x >0 etjec {1,...,d}:

IP{ max ||S; (m)||z > x|n|1/p}

1<i<n

+o0o
s C/ P{|lm|lg > xu} min {u?"!, uP~*} (1 + [log ul)"~" du.
0
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Application

Théoreme

Soit (m oT, T Fy,ic Nd) be a un champ aléatoire de type AOM a
valeurs dans un espace de Banach séparable (r, D)-lisse B. Soit

l<p<r. SiE [\m|p (log (1 + |m|))d_1] < oo alors pour tout x > 0,

lim |2"|p1]P’{ max || (m)] g > 2"|x} =0.

max n——+o00 1ig2n

28

30



Application (2)
Théoreme (G.)

Soient p > 2, B un espace de Banach séparable (2, D)-lisse et d > 1. Il
existe une constante C = C (p, d, B) telle que pour tout champ aléatoire
(mo T', T~ Fo,i € N?) de type AOM a valeurs dans B,

1. sime P>, alors

sup|2"|P/2P{ P 0 |2"x} P |ml? .

n=1 1ixg2n

2. sim e L5 alors pour tout x > 0,

. n|p/2 ) n _N.
im, _ 2272 { max 115 (mllp > 2%} =0

max n——+oo

3. sim € LLP alors pour tout i € {1,...,d},

sup maxZ |2“|”/2 { max |5 (m)| g > |2"|x} < CPE [|Im||3] -

n=1 JFEi 1<ig2n
nj=



Autres applications

» Convergence compléte de tableaux de martingales.

» Etude du processes

Wn(f)(t)={

interpolation affine sinon,

dans des espaces fonctionnels : Hoélder, Besov.

> Loi des logarithmes itérés.

Sk () sit=k/nke{0,...
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Autres applications

» Convergence compléte de tableaux de martingales.

» Etude du processes

Sk (f) sit=k/n ke{0,...,n},
interpolation affine sinon,

Wn(f)(t)={

dans des espaces fonctionnels : Hoélder, Besov.

> Loi des logarithmes itérés.

Merci de votre attention !
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